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BOLUMI
1. KUMELER VE BAGINTILAR

Kumeler, Elemaniar

- Kume kavrami Matematik bilim dahnin her disipiininde kuliani-
Iir. Genel olarak kiime objelerin bir koleksiyonu olarak tanimlani
ve A ,B, X, Y gibi bliyik harflerle isimlendirilir. Kiimelerin objele-
rine eleman yada kiimenin dyesi denir, ve ~a,b,x.y, ... diye kiiciik
harfierle gésterilir. «p A nin bir elemanidirs
peEA
diye yazilir. «p € A ya aqit degil» ise p & A diye yazilir. Temelde
bir kiumeyi belirtmek icin iki yo! vardir. Birinci yo! efer miimkiinse
elemaniarin timind yazmaktir. Ornek :
A = {a,8,i,0,u}

Diger bir yol da kiimenin elemanlarimi karakterize eden &zelligi yaz-
maktir. Ornek :

B-_¥{x : x>0 ve tam}
Sdyle okunur: B sifirdan bUyUk tam sayilarin kiimesidir.

Ornek 1.1. Yukaridaki kime B = {1,2,3, ...} olarak da yazila-

-6 B, 3B ve a&B.
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iki A ve B kimesi eder aym elemaniara sahip iseler

GENEL TOPOLOJIVE GIRIS

Ornek1.2. Reel cizgi (zerinde osadda 'verecegimiz; kiimeler

matematikte cok sik kullamilir. a, b reel sayilar ve a <b olmak
uizere - ‘

il

a,b agik qrohgjl (ab) = {x : a<x<bj

i

a,b kapah arailgdi fab] = {x:a<x< b}

{x ra<x<b}

a,b yarracik aralig = [ab)

i

a,b acik kapali aralig = {gb] = X :a<x<b}

birbirlerine

egittirler. ve A = B yazilir. Yani A nin her eleman: B ye ve B nin d=
ker elemani A ya aittir. A = B nin tersi A = B diye yazilir. )

Ornek 1.3

E={x:x—3x+2=0}

F={21}
G={1221)
= E=F=G

Buradan da goérilecegi gibi bir kime, elemaniarinin gésterilig yolun-
da.i tomamiyle bagimsizdir. Bir kiimenin elemanlari ne kadar yer
degistirirse ve ne kadar tekrarlanirsa tekrarlansin Kime ayni ki-

medi.

Kiimeler sonlu ve sonsuz olabilirler. n pozitiv tam sayi olmai
uzere n cesitli elemandan. meydana gelmis bir kime sonludur.
Ozellikle yalmizca bir tek noktadan ibaret olan kiimeye tek eleman- .

i1 kiime denir.

Alt Kiimeler, Ust Kiimeler

Bir A kiimesi bir B kiimesinin alt kiimesidir ya da ayni sey de-
mek olan B, A nin bir (ist kiimesidir denir ve $0yle yazilir,
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ACB vyada BDOA

A nin her elemani ayni zaman da B nin de bir elemanidir. Yan! eger
X € A ise x & B dir. «A, B nin igcindedir.» denir ya da «B, A yi igine
clir» AC B nin tersi A B ya da BD A diye yazilir ve x A:

X & B demektir. '

‘Ornek 1.4.
A={1357..} B= {5.16,15.20. o}
C={x: x tek sayilar ve x> 2} = {35711, ...}
CCAdir. BdA dir. Clinkii 10 & B fakat 10 & A.

Ornek 1.5.

N ile pozitiv tarh sayilart

/ Z ile tam sayilarn
Q ile rasyonel sayilari
R ile de reel sayilari gosterelim. O zaman
NcZc Qc R dir
TANIM : A ve B gibi iki kiime ancak ve ancak A c B ve ayni
zamanda B C A ise esittiler, AcCBve Ax#B ise A, B nin

has ait kiimesidir, ya da B, A yi1 tam olarak i¢ine alir. © bu semboi
bir ait cumle icin kullanilir.

. ise has alt cimle icin kuilanilir.

TEOREM 1.1. A, B ve C herhangi iG¢ kime olsunlar:

() ACA dr, () Eger ACB ve BCA ise o zaman
A =B dir. (i) Eer ACB ve BC C ise, o zaman A C C dir.

- Ispat: (i) nin ispatini yapalim. A ya ait her elemanin C ye
ait oldugunu gésterelim. x € A olsun. AcC B Olduundan x & B
olur. Fakat BC C dirr O halde xeC xeA = xeC yada
AcC.
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Evrensel ve Bos Kimeler

Kumeler teorisinin codu tatbikatlarinda kimeler belli bir kime-
nin alt kimesi olarak verilirler. Bu kiimeye Evrensel kime deriz ve
U ile gosteririz. Hic bir elemant icermeyen kumeye de bosg yada
sifir kilme denir @ ile gosterilir.

Sifir kimesi sonlu bir kimedir ve diger bitin kiimelerin alt ki-
mesidir, Béylece herhangibir A kiimesi igin

g cAcU vardr.

Ornek 1.6. Diizlem Geometride Evrensel! kiime diizlemin bi-
tin noktalarim icine ahr.

- Omek 16 A= {x:x*=4, xtek sayi} O zaman A= @

Ornek 18. B = {@}. O zaman B @ dir. Cinki bir eleman
icerir.

Siniflar, Koleksiyonlar, Aileler ve
Uzaylar

Kimelerin kendi elemaniari da kiimelerden olusabilirler.

Ornegin her bir dodru cizgi, dogru cizgiler ailesinin icinde
noklalarn kimesidir. Bu durumu acikliga kavusturmak icin ¢sinifs
«Koleksiyon» ve «Aile» isimlerini kullaninz. Ozellikie kiimelerin ki-
mesi olarak sinifi, siniflanin  kiimesi olarak da koleksiyon ya da
aileyi kullaninz.

Omek: 1.9 { {23}, {2}, (58} )} smifiun elemanian {23},
{2} ve {5,6} dirlar. :

Ornek 1.10 - A herhangibir kiime olsun. P(A) veya 24 A nin
bitliin alt kiimelerinin simifidir. Yani ornek olarak A = {a,b, c} ise
0 zaman

P(A) = (A, {ab}. (8, be} {a}. (b}, {c}, @)
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Genellikle A sonlu ise, diyelim n elemanh ise, o zaman P(A) 2° ele- '
manhidir.

Uzay kelimesi bazi matematiksel yapiya sahip bos oimayon
kUme tipini belirler. Vektér uzay:, Metrik Uzay, Topolojik Uzay gibi.
Bu durumda uzayin elemanliarina noktalar diyecegiz.

Kimelerle igstemler

iki A, B kiimesinin bilesimi dyle elemanlardir ki bunlar ya A ya,
yada B ye aittirlerve A U B diye gosterilir.

,AUB:{x:xeA ya da x B}

A ve B nin kesigimi hem A ve hem de B ye git olan elemc\nlo-
rin kiimesidir ve A (} B ile gosterilir.

AN B=y ise hi¢c ortak elemani yok, ayrk yada kesigmiyor.
AX B =A ve B nin farki., A kimesine gére B nin farki.
ANB={x:xe&A x&B}

(ANBINB=@ dr.

Ac : Bir A kﬁmesinin mutiak komplementi yada Tamamlayicis:.
A {x:xeU, xéA}

Ornek 1.11 Venn Diyagram:

ANB AUB ANB A°
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TEOREM12 Kumeler icin C|$Old0kl tabloda verecegim7
kanuntar gecerlidir.

Kumeler cebrinin kanuniari

1 1a. AUA=A ib. ANA=A

2. AUBYUC=AU(BUCQ
2b. (AﬂB)ﬂC ANn@®BnaCe

Asosxycttivhk kanunlan

3. AUB=BUA 3b. ANB=BQNA

Komutativiik kanuntart

4. AUBNCI=(AUB)IN(AUQCQ)
4. ANBUCI=(ANBUANC)
Distribiitiviik kanunlari

Ba. AU@ =A C 6a. ANU=A
5b. AyU=U 6b. AN =@

idantiklik kanunlan

7a. AUA=U 8a. (A = A
7b. AN A= (I ' 8b. U =@, ge=U

Komaplément kanunlan

9a. (AUB)=A"NB° 3. (AN B)e=AUBr

De Morgan Kanunlar
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Bazilarinin ispotlm. verelim.
Ornek. 9a: (A U B)e =A°N B
(AUB)={x:x¢&AUB}
= {X: X&&A, xééB}
={x:xsA,xeB =xA*N B}
db: ANBUC)=ANBUANC
ANBUC)={x:xsAvexeBUC}
= {Xx:xe& A ve xeBb yo du x € C}
={x:xesA ve xesByada xe€A ve xe€C}
={xe(ANBUANC

Not : Yukaridaki kanunlarin herbiri iojik kanuniarin bir analo-
gudur. Ornek :

ANB={x:xeA ve x&B} = {x:xeB ve x€A} =BNA

TEOREM 1.3. A C B olsun. Asagidaki ifadeler &zdestirler :

() ANB=A (i) BeC Ae (v/ BUA°*=U
i) AUB=B - (iv) ANB =g
ispat: (i) x & A = x & B demektir. Yani x € A ve hemde

x€B. Ohalde xe€ANB olur. VX€EA icinayn sekiide
AcCcANB ve ANBCA ANB=A dir. Digerleri de ben-
zer gekilde ispatianir, :

-Carpim Kiimeleri

A ve B iki kime olsun. AXB: Carpim kimesi A ile B nin
te A, beB olmak lzere < a,b> ikili elemaniarinin timinden
meydana gelir.
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AXB={<a,b>:aeA besB}
A XA = A* olarak gosterilir.

Ornek : Karteziyen diizlem: R?=R X R ' Burada her P nok-
tast < a,b> ikili slemanlarindan meydana gelmigtir.

R

b — FPab

R

a .
Omek 1.12 A= {123} ve B = {a, b} olsun. O zaman

AXB={{1,a},{1.b}, {2,a}, {2, b}, {3.a}, {3, b} }

Not: < a,b> «Siral ikili» tammi tam olarak soyle tammia-
nr: <a,b> = {{a}, {a,b}}.

<ab>=<ecd> dir a=c¢c ve b=d ise

Carpim kiimesi kavrami sonlu sayida kimelerin tabii sekilde car-

pimlarindan yani  A;, Ay, ...... . Ay kumelerinin carpimi, elemanian
Vi icin  a; € A, olacak sekilde n taneli siralilardan olusan
<O, Ga,...... , 0, > olan kimedir. A, X A, X...... X A, veya

II., A, seklinde gdsterilir.

Baginttlar

Bir ikili bagint (ya da yvalmzea bagintt) R, bir A kiimesinden
bir B kiimesine, sbyle tammlanir: AX B kumesi icinde her < a,b >
cifti icin tam olarak agagidaki anlami veren bir bagintidir.
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(i) -«q,b ile ilgilidirn aRb yazilir.
(ii) «a, b ile ilgili degildir» aRb yoznhr.

Bir . A kiimesinden gene bir A kiimesine olan bagmtl A icinde
bir baginty olarak isimiendirilir.

Ornek 1.13 Bir kimeler simifi icin kumelerin birbirinin icinde
olmasi bir bagintidir. Her A ve B kiimesi icin ya A C B yada A B
dir. .

Sunu i$oretli9elim ki bir A kiimesinden bir B kiimesine olan bir
R bagintisi tek tirli olarak tanimlanmis bn' A X B kiimesinin bir
R* alt kimesidir.
R*={<ab>:aRb}

Diger taraftan A XB nin herhangibir R* ait kimesi A dan B
ve agsadidaki gibi bir R - bagintisini verir:

a Rb ancak ve ancak < a,b > e R*

" TANIM: Adan B ye olan bir R bagintist A X B nin birinin
bir alt kiimesidir. A dan B ye olan bir R bagintisinin tanim bélgesi
R deki ikililerin ilk koordmcmdlr deder bolgesi de R deki -ikililerin
ikinci koordinatidir.

R in toim bélgesi = {a : <, b > &R}
R in dedger bdlgesi = {b : <a,b> & R} -

R in inversi (tersi) R~ ile gosterilir ve B den A ya tanimianan
bir bagintidir:

R ={<ba>: <a,b> &R}

R™ in Ikilideki ikililerin yer degigtirmesi ile elde edildigine isaret
edelim.

Omek. 14. R={ {12}, {13}, {23} } bagintist A = {1,2,3}

kiimesinde tanimlanmis olsun. ' ~
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‘R 'm’ tanim bodlgesi = {1,2}
R in deger bolgesi = {2,3} ve
M = ({27} {31, (3.2} }

Herhangibir A kimesindeki idantik baginti  diye AXA daki esit
koordinatiardan olusan ikiliye denir ve A yada Aax diye gosteri-

hir.

Aa={<a,a>:a€A}

idontik bagintiya AX A nin diyagonali ismi de verilir.

"Ozdeslik Bagintitan

Bir A kimesindeki bir R bagints: yani bir R alt kiimesi eger
asagidaki aksiyomlar gerceklerse Ozdeslik Bagmtisi olarak isim-

landirilir :
(0] YoeA <aa>e€R
[O,] eger < ab>e&Rise o zamon < ba> R dir
[O:] efer <ab>e&R ve <bc>€ R ise o zaman

<ac>eR dir

Ornek. 1.15. «C» ic ice olma badintisim ele alalim. - Her A
kiimesi icin A C A oldugundan < refleksiv ve transitivdir:
AcCB ve BcC ozaman ACC. Fakat diger taraftan AC B

ve A=%B = B¢ A olur. Bu da bize C nin simetrik olmcdnﬁmu
gosterir. O halde bir dzdeslik bagintisi degildir. -

Ornek 1.16. (")khd geometrisinde lcgenlerin benzerligi bir Oz-
deslik buans:dw Eger a, B, v Uc Ucgen ise (i) « kendisine benzer-
dir. (ii) «, B ya benzerse g da a ya benzerdir. (iii) «, B YO benzar
A day ya benzerse, « da y ya benzerdir. :
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Eger R A da bir ozdeslrk bogm’us; ise herhcmglbir acA ole-
maninin ozdeshk simfi [a] ile gosterilir a ile bagintili olan bi-
Eup elemanianin kimesidir.
[a] ={x: <ax> R}

A nin Szdeslik sinifianinin koleksiyonu A/R diye gésterilir ve R
tarafindan A nin bollimi diye gdsterilir,

A/R={[a] : a €A)

TEOREM 14. R, A kimesinde bir dzdeslik bagintisi olsun,
ve [a] a €A olmak lzere 6zdeslik sinifi olsun. O zaman

(i) YaeA icin ae [a)
. {ii} [a] = [b] dir, ancak ve ancak- <ab> &R

(im - [a] # [b] i‘se [a] ve [b] aynktiriar, R

dspat: () R refleksiv oldugundan < oa> &R dir. Bu
VYa€A icinvardir, Ohalde ae€ [a] dir. :

{ii) [a] =[b] icin [a]c [b] ve [b]c[a] gdstermen-
yim. ' -

<ab> &R olsun. Ve diyelm ki x < [b]. O zaman
< bx> &R transitiviik 6zelliinden <ab>cR ve
<bx>eR den <ax>e&R olur

Boylece x & [a] = [b] [a] cukor Ayni islem ispatin
diger kismi icin'de tekrariamr, ‘

(i) [al N[bl+# @ ise o zaman [a] = [b] olur. Diyelim
ki 8yle olsun. O zaman' 3x A" icin x = [a] N [b] dir. O zaman
<ax> &R, <bx>e&R simetri ézelliginden < xb>eR=>
transitivikten < ab> &R (i) den [a] =[b] buulhur.
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A nin bos olmayan alt kiimelerinden mevdano gelen bir 4 si-
rifina’ A nin bir parcalanigi denir, ancak ve ancak asadida verece-
gimiz iki sart gerceklerse. :

(1) YaeA .4 ninherhangibir elemamina ait ise.
(2) A nin elemaniari ikiger ikiser ayr;k' ise‘.'

Bu tamimi, ézdeglik bagintlannin temel teoremi olan su Teoremie
ifade edebiliriz.

TEOREM 15 R A da bir ozde$lnk bagintisi o!sun O zao-
man A /R boliim kiimesi A nin bir parcalanisidir.

Bagintiarin Birlegimi |

U, A dan B ye bir baginti,, V de B den C ye bir bagmnti olsun.
Uc AXB ve Vc BXC dir, O zaman A don C ye bir baginti bulu-.
nabilir ki bu bitin < a.c> & AXC seklindeki ikili elemanlan
icerir., yani bazi b € B ’igin

<ab>eU ve <bc>CV

olur. U ve V nin bilesi‘mi olarak isimlendrilir ve VoU olarak goste-
rilir. © halde sunu yazabiliriz :

VeU={<xy>:xeA yeC., 3IbeB:<xb>el,
- <by> €V}

Ornek 1.17. R de U ve V sdyle tanimlanmis iki fonksiyon ol-
sunlar:

U={<xy> 1 xXx+y =1 V={<yz>: 2y + 3z = 4}
0] zaman V . U bagintisi bu iki esitlikte y yi elemine edilerek bulu-
nur:

xX+yl=1 ve 2y+3z=4

V.U={<x2>: 42+ 922 — 24z + 12 =0}
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Ornek 1.18. N poztiiv tam sayllari gbstersin ve R de N deki

< bagintisini gbstersin. Yani ejer a<bise <ab> R olsun

veeder a>b ise <ab> &R olsun.
ReR'={<xy>:xyeN,IbeN:
<xb>e&R', <by>e&R)
={<xy>:xyeN, 3beN:b<x, b<y}
=(NNA{1} XINN{(})={<xy>:xyeN, xy=1}

RTP'eR={<xy>:xyeN, 3beN: <xb>eR,
<by>eR"}

={<xy>:xyeN,3beN:b>x b>y}
=NXN

Sunaigaret edelimki RoR-'# R—'oR dir.






2. FONKSiYONLAR

Fonksiyonlar

Bir A kimesinin herbir elemanina bir B kiimesinin bir ve bir tek
elamanmint kargihk verdigimizi disinerek bu tip isaretlemelerin tii-
miolan fye A dan B icine bir fonksiyon denir ve

' f
f:A~—> B veya A —> B
yaziir. a € A nin f  yardmiyla tonimladi§i B deki biricik elemans
f(a) ile gosterilir ve f nin a daki degeri ya da f ye gdre a nin imaiji

denir. f nintanim bolgesi A ve deger bolgesi B dir.

Her bir f: A— B fonksiyonu icin A XB de sdyle bir bagint
verilmis demektir.

- {<a fla)>:0€A}

Bu kimeye f nin Grafigi deriz. f[A] ile gosterilen ifadeye f
nin-deger bdlgesi denir.

f[A] = {fla] : a e A}

f:A>Bve g: A»B tanimlanmig olan iki fbnksiyonc an-
cak ve ancak a A icin f(a) = g(a) ise esittir denir ve f=g
yazilir, yani her ikisi de aym grafije sohip iseler birbirlerine egit-
tirler.

Buna gére fonksiyonia bunun grafigi arasinda bir ayirma yapa-
mayiz. ‘
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A X B nin bir f alt kimesi yani A dan B ye bir baginti agagida
verecedimiz ozellige sahip ise fonksivon olur.

[F] vae€A noktasi f icinde vyalniz ve YQImzcu bir tane
<a,b> ikilisinin ilk koordinati olarak ortaya ¢ikar,

=g nin negatifi fsg dir 3asA f(a)#gla)

Orek 1. f: R—>;R her reel sayr onun karesini isabet ettiren

_ bir fonksiyon olsun Y xR f(x) =x? f burada reel-deger:

' fonksiyondur.
grafigi : { < x,x*> : x€R} Sekil2.1.

ffR]={x: xR, x>0}

"

t nin deger bélgesi negatif oimayan reel sayilardir.

Ormek2. A = {a,b,c,d} ve B={xy z w} olsun. $ekil 2.2
F- <]

Sekil 2.2
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Sekil 22. A dan B ye bir f fonksiyonu tanimlar. Burada
f[IA] = {X, ¥, w} f nin grafigi su ﬂbqglhtndnr.

{<ay> <bx> <cy>, <dw>}

Ornek 3. Bir f: A— B fonksiyonuna sabit fonksiyon denir.
Eer vaeAicin fla) =b, esitligini saglayacak herhangi-
bir b, =B eleman bulunabiliyor ise. Bdylece herhangibir sab:t
f fonksiyonunun f[A] deder bdlgesi bir tek noktadan ibaret olur.

f[A] = {bo}

Simdi f: A>B ve g:B-—»C fonksiyonunu goz onine ala-
lim.

A > B > C

A dan C ye gider{ fonksiyon A daki bir a < A elemanimi C de
g({f(a}) ya g6tirir f ve g nin bilesimi yada kompozisyonu
diye isimlendirilir. ve g of olarak yazilir. Tanimdan '

(gof) {a) = g(f(a)) dir.

Sunuda isaret edelim ki eger biz fC AXB ve gcBXC vyi
birer baginti olarak bakarsak o zaman g -f ¢arpimini  tanimia-
yabiliriz. Hakikaten g-f=gof dir.

Eer f : X—>Y ve AC X ise, fnin Aile kisitlanig: f/A
ile gosterilen ve A dan Y ve sdyle tanimlanan bir fonksiyondur:

Vvae A icin f/A(a) =fnN (AXY) dir. Diger taraftan, eger
F: X>Y, XcX* bOlgesinde g : X*—Y gibi bir fonksiyonun
kisstlanisi ise o zaman g ye f nin bir genigletiimigi deni-.

F.: 2
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BIRE - BIR, UZERINE, TERS VE OZDES FONKSIYONLAR
Bir f : A B fonksiyonuna bire bir (1-1) dir denir, eder ayr
deger béigesi elemanlarina A nin ayrt elemaniart kargihk geliyorsa
yani eger
fla) = f(a’) = a=aqa ise
Bir f: A—»B fonksiyonuna lzerine (ya da f,A dan B lze-

rine bir fonksiyon; ya da. f, A dan B {izerine) bir tasvirdir denir, eger
v b & B bir ¢ & A nin tasviri ise yani

beB =>3asA:fla)=0>b

f (zerine bir fonksiyon ise f[A] =B dir.

Genelde bir fc AXB fonksiyonunu f' TERSI gene bir
fonksiyon olma zorunda degildir. Fakat f fonksiyonu 1-1 ve Uzerine
bir fonksiyon ise o zaman f' de B- A ya bir fonksiyondur ve
Ters fonksiyon diye isimlendirilir.

ArC AXA A lzerinde Ozdes fonksiyon denen bir fonk-
siyondur. 1, ya da 1 olarak da gosterilir. Ya A icin 1,(a) = a
dir. Acik olarak soOyle diyebilirizz Eder f : A— B o zaman

1}3 of=Ff= fo 1A

Bundan baska f fonksiyonu 1-1 ve Uzerine ise o zaman f—' ters
fonksiyonuna da sahiptir ve

fof=1, ve fof2=1;
Bunun sonuéu olarak su 6nermeyi yapabiliriz.
f: A>B ve g: B-— A olan fonksiyonlar

‘ gof=1, fog=1;,
saghyorsa

f-*: B— A vardirve g =f* dir
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Ornek : f: R—> R, g:R->R veh:R>R

fix) = ex  g(x) = x3—x

olarak tammlanmis olsun.

Y

.-/

f({x) = ex
1-1 dir. Geometrik ola-
rak her yatay cizgi f nin
bir noktadan daha fazlo
noktasiyla cakisamaz, .

19

hix) = x*

19

% x

glx) = x3—x

Ozerinedir geometrik ola- -

rak her yatay cizgli en

" azndan g nin bir nok-

tasini icine ahr.’

h{x) = x2
Ne bire  birdwr
Gzerinedir,
h(2) =h(-2) = 4
h[R] R in  mutlak alt

ne de

: kamosldlr:
—-16g h [A]
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SIRALAMA KUMELERI, KARTEZYEN CARPIMLAR

Kumelerin siralama sinifi
{Ar i€} {Ai};e; ya da basitce {A;} diye

gosterilen ifade bir | kumesinden kimeler sinifing  olan bir tasvir
fonksiyonudur. i€l siralama kiimesi denir A, lere siralanmig Kii-
meler denir. Vi€l ya da bir sira denir. Eger | sira kiimesi po-
zitif tam saylardan olugmugsa siralanmis {A;, Ay, ...} sinifina da
bir kiimeler. dizisi denir.

Ornek ¥ n e N positiv tamsayist igin
D, = {x . x€N,x n nin katlar olsuyn.} O zaman
D= {1,2.3,..} Di= {246} Dy=13869,..} indisienmis

bir kimeler smifinin A = {A, : i €1} kartezyen carpimi

II{A; : ie‘l} veya T ; A veya yoinlzcd o, A

ile gosterilen bltan p:l f-—) Ui Ay fonksiyonlarldlr: (5yle ki
pli) =a; €A, dir. Karteziyen carpiminin bdyle bir elemaning
p=<a,:i€l> deriz. Her i, €| icin bir 11,0 fonksiyonu vardir.

ki bu i, nnct izdGsim fonksiyonu olarak isimlendirilir. I A,
carpim kiimesinden A;_ koordinat kiimesine tanimlanmig olan

oL (<o :i€l>) =0
fonksiyonudur.

Omek : RP=RXRXR p=<a,,0,0;> reel sayilardan
meydana gelmigtir. R, Rz, Rs; R in kopyalan olsun. O zaman p ye
fonksiyon goéziyle birakilabilir. 1= (1,2, 3) p(1) =q; € R, :
pl2) =x €R, p;(3) =0;€R; diger bir deyimle

R=0{R :i€l R =R}
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islemlerin Genellegtiriimesi

~ Bilesim ve kesigim kavramlari orjinalde iki kiime icin tammlan-
migtir.  Fakat U evrensel kimesinin 4 alt kimeler sinifi igin ge-
nellestirilebilirler.

U{A:A€EA}={x:xEU FJAE A : xEA}
NiA: A€ A} = {x'; XEU, VA€ A icin,i XEA} dr.
u fn:ﬁn alt kiimeferinden ibaret A = {A; : i € I} siralanmig kiimey:
| U {A i€} yada U”,’Ai ya da U; A; |
seklinde de toplamlarini ve kesisimierini’ ’
Ni{A :i€l} yada Ni.:. A vya dc N A

de goésterebiliriz. Tabii sdyle de yazabiliriz.

o0 oC
Uit A= AAUA; U.---,“ Nz As '—=‘Azﬂ AN ..
zaman R

Ormek 1: vneN D,={x:xeN x n nin katlan olsun.} O
zaman

U{D; :i>10} = {10,11,12,...} ve MDD =0
Ornek 2:'1=[0,1] ve viel A= [0.i] olsun. O zaman
U A=[01] ve MA=0 -
TEOREM : 2.1- A = {A;} ve B herhangibir kime ise
(i) BU(MN:iA)=N:(BUA)

(i) BN (U;A)=U.(BNA)
dir.

TEOREM22: A4 = {A;} U nun alt kimeler sinifi olsun. O za-
man
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() (UA) =N A
{in (N Ai)_° = U A°

TEOREM 2.3: A herhangibir kime, VpEA G, CA:peG,C A
3 zaman

A=U (G, : p€ A}

ispat : x€U {G, : pe A} olsun. O zoman 3 p.€EA:
Xx€G,CA ohade xe€A dr Boylece U{G,: p€A} CAdv

"y€E€ A olsun. O zamon y € G, olur. Béylece y€ U {G, : p € A}
boylece A cC U {G, : p € A} dyleyse bu iki kiime birbirine esittir.
Kiime Fonksiyoniar:s ile itgili Teoremlier:

f:x-— y olsun. Xin bir A ait kimesinin tasviri f[A] A
nin noktalarninin tasviridir. Yani BC Y olsun.

f[A)} = {f{x) : x€ A}
-1 [B] = {x: X € X, f(x) € B}

Omek : t:R - R f(x) =x* olarak tanimianmis olsun. O
zaman

f[{1,3,4,7}] = {1,9,16, 49}, f[(1.2)] = {1.4)
F10{89) ] = {~3, —2,2.3), £ [(14] = (12) U (~2 1)
f: XY PX) - PlY) ile gosterilen fonksiyon ve }"'
P {Y)— P+ (X) ile gosterilen fonksiyonise, f ve ' e

Kime fonksiyonlari denir genelﬁkfe ilgili
kiime fonksiyonunun tersi olamaz.

tof[(1,2)] =f"[(1,4)] =,(1,2).U (-2, =1).
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TEOREM 24: f: XY olsun. O zaman A,B c X herhangi
ki alt kiime ise

(i) f{AUB]=f[A]U f[B]
(i) f[ANB)cf[A]N f[B]
(i) f[AN B] D f[A] \ f[B].
(i.v) AcCB = f[A] C f{B]
ve daha genel olarak{Ai} C X indekslenmis kiimeleri i¢in
(i) fLU:A] = U:fLA] Gi)Y fIN, AT < N fIAL]
ispat (i) yapalim : | '
"Once f[AUB]Cf[A] U fI[B] gosterelim.
y € f[A U B] olsun. O halde Ixe€AUB vardr ki
if(x)zy dirr x€A yada xe€B dir
xX€A ise f(x) =y€f[A_]
XxEB ise f(x)=yef[B]
her ki durumdd da ye€f[A] U f[B] dir.
= f[A U B] c f[A] U f[B]

tersini gosterelim: y € f[A] U f[B] olsun. Yani y€ef[A]
yada vy € f[B]

yef[A] » Ix€A: f[x]=y
yef[B] - Ixe€B: f[x]=y herikihalde de

y=f(x) x€e AUB yani yef[A U B]
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f[A] U f[B] Cf[A UB]
= f[AUB]=f[A]U f[B]
(iii)/mn. ispati = f[A]\ f[B] C f [A \B]"
y€f[A]\f[B] olsun. Ix€A : f(x) =y fakat
Y {flx) : xEB} = x¢B veya x€ A\ B=>yef[A\B]
Ornek : A=[1,2]x[1,2] ve B: [i,z]x 3, 4]
II: R? > R birinci koordinat kiimesi dlsun.
L{A]=(12], n[B]=[12 ANB=o
oA ﬂ B] = @ Buradan |

M[A] NI[B] = [12] # I [AN B];_-z

Bundan baska AN B.=A

N[ANB] =[12] = @ = [A] \II [B]

TEOREM 25. f:X — Y olsun. A BCY olsun.
() F'[AUB]=Ff"[A]Uf*[B]

() f'[ANB]=f"'[A]Nf" (8]

(i) F[ANB]=f"[AI\f[B].

(V) ACB=>f[A]C ' [B]

(i) £1[ANB]=f[A]N 1 [B] yi ispathyalim
(i) a) xef'[ANB] olsun.

flx)ye ANB
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f(x) €A veagynianda f(x) B
X € ' [A] veayn ando x € f! [B]
xe€ f1.[A] N £ [B]  cikar.

b) xef [A] N ' [B] olsun.

x € ' [A] veaynianda x € f-'[B]
flx) € A veaynianda f(x) € B
fixleANB

x€ ' [AN B] cikar.

(i) £ [ANB] = f[A]\ {7 [B] viispathyaim

a) x€f' [ANB] = f(x) € A\ B = f(x) € A ve ayn! anda

fix) ¢ B ::) x€ 7' [A] ve ayni anda x & [B]
x € f1[A] \ £-1[B] olur.
b) x ef"' [A] \ ' [Bl = xef'[A]; x¢&f[B]
f(x)‘e A, fix) € B = f(x) € [A \{ B]
X€ 1 [AN B]

ve dahag genel olarak

(i)’ ! [Ui Ai]_ = Ui fﬂ [Ai]
) FINAT = N A

f: X —>Y ACYise f'[A] = (f(A))°
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"Reel Dedgerli Fonksiyonlarin Cebiri

(X, R) Herhangi bir X kiimesinden R (izerine tarimianmis reel
degerli fonksiyoniar olsun. '

f: X->R g: X—>R k&R reel sayl olmak (izere asagidaki -
tanimian verebiliriz. ‘

(f+9) : X =R (f+0) (X)=fx) +glx)
(k- f) : X>R (k - ) (x) = k (f(x) )
(1£]): X>R  (f+K () =tx)+k olur,
(f-g): X >R (f-g) (x}="Fx] - glx)

ke R reel sayisinin f(x) = k sabit fonksiyonunu’idontik olarak
diistinmek cogu zaman uygun olur. O zaman

(fg) : X>R daha dnce soyledigimiz gibi fonksiyonlarin bile-
simleri degildir. -

Ormek: f={<a 1>, <b3>} g={<0a2> <b —1>]

tanim bdlgesi X = {a, b}

(3f — 2g) (a) ==3fla) —2g (a) = 3{1) —2(2) = —1
(8f — 2g) (b) =3f (b) — 2g (b) == 3(3) — 2(—1) = 1
yani 3f—2g = { <6, —1> <b, 11>} dir

TEOREM 2.7. F (X, R) ile bog olmayan bir X kiimesinden R ye
tammlanmis batin reel degerli fonksiyonlar goézoniine alalim. Asa-
jida verecedimiz aksiyomlar gercekiendigi takdirde bu fonksiyonla-
rin koleksiyonu bir reel Lineer Vektér Uzay:! mey-
dana getirirler, '
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[V1]v> f ve g ve h fonksiyonlar oimak iizere

1A+ g) + h=1+ (g+h)

2. f+g=g+f

3. 30€F(X,R) yani 0:X — R tasvir fonksiyonu vardir.
Ovleki f4+0=*f

4 VvfeF(X,R, 3JI—feF((XR) vyani ——f:').(->R:«

f+(~f)=0

[V:] k, k' reel sayilar oimak (izere

1ok (K- f) = (kk’) - f

2. 1Lf=f |
[Vs] 1. k-(f4+9) =k-f+k-g

2. (k+Kk) - f=k-f+k-f






3. SAYILABILIRLIK ve SIRA

Ozdes Kimeler

A ve B iki kime olsunlar. 1-1 ve {zerine olacak bigimde bir f
fonksiyonu f: A— B bulunabiliyorsa A kiimesi B kiimesine 6z-
degtir denir ve A~ B yazihr. f fonksiyonuna da A ve B kiumeleri
arasinda 1-1 bir uyum sagliyor denir.

Bir kiime bos ise yo da n€ N olmak dzere {1,2,...,n} k-
mesine ézdes ise bu kiimeye sonlu dur denir. Aksi halde kiimeye
sonsuzdur denir. Sonlu -kiimeler es sayili elemanlara sahip iseler
ozdestirler. ~ , . -

Omek 31. N={1,23...} E={24,6,..} f: N—E

fix) = 2x fonksiyonu 1—1 ve iizerinedir. O halde N ~ E dir.

S\ ' - N x o . .
Ornek 32. f: (=1, 1) —> R f(X) = ——— 1—1 ve lizerine
- , (1 —|x])

Bu fohksiyonld (—1,1) arah@ R reel sayilar ciimlesine Ozdestir.
Burada sunu da isaretliyelim ki bir sonsuz kiime kendi has alt ku(
mesine ozde$ olabilir.

Numq.ra.n‘dlrllabi‘lir ve Sayilabilir
Kiimeler

N positiv tam sayilan gosteren kiime olsun: {1,2,3,...} Bir X ki-
mesi N'e 6zdeg ise bu X kiimesine numarandinlabilir denir ve

~ (aleph-null) kardinal sayising sahiptir denir. Bir-A kiimesi sonlu
va da numaralandinlabilir ise, bu A kiimesine sayilabilir denir.
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~ Ornek 3.3.

1,1) (1,2)
J
(2,1 (2,2)

(1,3)  (1,4)—s -
(2,4)
(3, 4)
(4,4)

N

(2,3)

AN

(3,1) (3,2) (3,3)

!
(4,1) (42) (4,3)

NCOSNON N

NN
NN
\

Bu carpim kimesinin (1,1}, (2,1), (1‘,2), (1.3), (2,2), ... diye oklarla
gosterdigimiz gekilde dizsek NXN ki'xmesinin numaralanabitir
oldugunu goriiriiz. ‘

Ornek 34 M ={0,1,23..) = NU{O} simdi her positiv
a € N icin sayist tekturlu olarak a=27(2s+ 1) r,s€M oimak
izere  yazitabilir. f: N—>MxM fonksiyonunu f(a) = <r,8>
tanimlamig olur, f 1—1 ve Uzerinedir. O haide M x M numaraian-
dinlabilir ve NxNc MxM dir.

TEOREM 3.1 Her sonsuz kimenin sayilabilir bir alt kimesi
vardir. ‘

ispat: f: P(X) — x bir secim fonksiyonu olsun. X in her bog
olmayan A ait kiimesi icin f(A) € A dir. (Secim aksiyomundan
dolay: bdyle bir fonksiyon vardir. SOyle bir diziyi géz 6niine alalim.

a; = f(X)

o = f(X {0,} )

as = f(X N {ay, 0} -

........................
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cnzf(X\{o,,az,_ ...... a, —1})

X sonsuz oldugundan herhangibir n€ N icin X \ {ay, 0z, ... Gumy}
bosg degildir. Bundan bagka f bir secim fonksiyonu oldugundan

a % @, 1 dir i<n kaldikea

ve D=1{0,,0,,...} gibi X in numaralandinlabilir bir ait kiimesi var-

air.

Bunun sonucu olarak su teoremi soyliyebiliriz.

TEOREM 3.2. Sayilabilir bir kiimenin her alt kiimesi soyilabi-
lirdir.

ispat : X sayilabiliyor ise ya sonludur ya da numaralandinia:
bilir. Her iki halde de alt kiimeleri sayilabilirdir.

Lemma 3.1 {A,, A, ...} birbirinden ayrk numaralanabilir k-

o0
melerin sinifi olsun. O zaman U A, de numaralanabilir.

o=}
isp,at: A; = {Qy, Oy, Oy ...}
Az.: {021, GQ, 023.‘.}.

........................

AA = {aul. anr 01)3 ...}

olsun.

o0 (oo
Uir Av=1{0; 1 1, fJENXN} fi@ U A,-}-—;NxN

fonksiyonu 1-—1 Ve Uzerinedir.  f(a) = (i, )

O halde NxN numarafandirilabilir oldugu icin U4 A, de
numaratandiniabilir. .

Benzer sekilde su teorem de ispatianir.
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TEOREM 3.3: {A; : i€} sayilabilir kiimelerin sayilabilir si-
nifi olsun yani | sayilabilir ve her A, i€l icin sayiabilir olsun. o
zaman U {A, : i € I} -sayilabilirdir.

Bir ciimle sonlu degilse ve sayilamiyorsa saylamiyor veya si-
ralanamiyor denir. ~

" Sonsuzluk

Her sonsuz kiime numaralandirlamaz. En iyi érnegi su teorem-
le verilendir.

TEOREM 34. [0.1] kapali araigi numaralandiniamaz.

ispat: iki yolla cozilebilir burada sonraki derslerimizde fay-
dali olacagina inandigimiz ¢ozliimi gésterecegiz:

A= [0,1] kapali aralidini agagidaki sekilde 3 kapal arah§a bo-
lelim. Diyelim ki A y1 numaralandirdtk.

A ={x,, X2, X;...} noktalardan meydana gelmis olsun. Or-
negin bir x, noktasi (¢ araliktan {iclinin birden icine giremez.

l, = {a,, by} bu G¢ araliktan X, ri icine almayan bir tanesi ol-

sun,
1
o =
X € I, o —=F—> 1
cC At 1
L 1Y Jh t
: V3 %

' 1 . sy
Simdi 1y arahdinin 3 tane 73_ uzunluga sahip araliga bolelim,

1 7 ™ 1 27 T 2
}-01101'*" I 01+_§'»al+5-’ Lﬂl+-_-9_.b1 ‘

— -

X & olsun.

Buna devam ederek ||, D1, D kK 2 ... ic ice gecmis aralik-
lan elde ediniz ki burada x. €L VY né€N igin gecerlidir.
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Simdi i¢c-ice gegmis araliklar prensibinden dolayt hic degilss
bir ye€ A reel sayist vardir ki bu araliklarin hepsinin icinde bu-
junur. Diyelimki m, € N igcin y = X, olsun

YEA = {X;, X2....}, OysQ Y = Xu, & |, bulunuyordu.

Oysa vy vi biz biitin araliklarin icinde aldik.

Celiski! Demek ki varsayimizin tersine A numaralandiriiamaz.
Bir X kiumesi eger [0, 1] kapali aralgina ézdes ise bu X kimesinin
kuvveti sonsuzdur denir ya da kardinal sayisi C dir denir.

iR reel sayilar kimesinin kardinal sayist C  dir.

Yar: Siralanmis Kimeler

Bir A kiimesinde bir < bagdintising yan siralama ya da (sirala-
ma)denir, eder her a,b,c€A:

(i) a<<a
(i) a<b ve bgLa=a=b ve
i) ab, bgec=>a<c

ise yarn siralama ile birlikte A kimesine yari siralanmis kiime de-
nir. (A, <) refleksiv anti-simetrik ve transitiv bir bagintidir,

Omek 35. () ACA (i) ACB ve BCA=>A=8
(i) Ac B, Bgc::>Acc

Ornek 3.6 A her hangibir reel sayi kiimesi x<y «tabii si-
ralama» dir.

Omek 3.7 X = {a,b, ¢, d, e}

(=1
Bu sekil bir yan sira-
$ y b/, \ c
! land .
amayi canlandinyor \d/ \e
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Bir A yari siralanmig kiimeye, efer Va,b€A icinya a<b
ya da b<a bagintisi varsa tam siralanmigtir denir.

Bir R bagmintisi bir A kiimesinde bir yarn siralamayi veriyorsa
R~V ters bagintist da bir yan siralamadir.

Siralanmis Kiimelerin Alt Kimeleri

X yan siralanmig bir kiime olsun. A C X olsun. A alt kiime-
sinde siralama X in siralanmasindan tabii yolla sdyle elde edilir.

vV a,b€ A elemanlart X icinde ancak ve ancak  a < b geklinde
yan siralanmsi elemanlar iseler, o zaman A icinde de a<b yani
vart siralanmig elemanlardir. O halde R, X de yar siralama ise
R.=RN(AxA) R in A vya kisitlanist denir ve. A da yan si-
ralamadir. (A, R)) (X, R) in yan siralanmig alt kimesidir. Bazi
yari siralanmig kimelerin alt kimeleri de tam siralanmig olabilirler.
~Aciktir ki tam siralanmig  kimelerin alt kiimeleri tam siralanmig
olurlar.

1) {a,c,d} kiimesi tam siralanmig

b

s
S

a
2) {b,e} kiimesi tam sinalanmis \
0]
3- {a, b, ¢} tam siralanmis degil d /

4) {d, e} tam siralanmis degil.

itk ve Son Elemanlar

X siralanmis bir kiime olsun. a, € X'a ilk elemanya da en kii-
ciik elemandir denir, ancak ve ancak ¥V x € X icin g, < x var ise

Ayni sekilde bir b, € X'a X icinde en son yada en bilyiik ele-
mandir denir. ¥V x € X i¢in ancak ve ancak x<b. ise,

Ornek X = {a,b,c,d, e} | 6.1
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¢ en buylk elemandir. Clnkii her eleman kendisinden daha énced:r.
en kuglUk eleman vyoktur. d en kiicik

olamaz ciinkii ondan daha kiigik mii bi- /q\
ylik mi oldugunu bilmedi§imiz e elena- b <

nt vardir, : \d/ \
e

Ornek: N positiv tam sayilar 1 soylsmm iIk'eIéman olarak kabu
ederler,

Z tam sayilar kiimesinin ne ilk ne de son elemani belirlidir.

Maksimal ve Minimal Elemanlar

X siralanmig bir kiime olsun. Bir a, € X elemanina maksima/
dir denir. Ancak ve ancak GQSXF x=a, ise, yani a, !
kendisinden baska hi¢ bir eleman takip etmiyorsa Benzer sekild
bir b, € X "elemana minimal dir denir eger Xx<b, = b, =
yani b, kendisinden baska hi¢c bir elemanin éniinde degilse.

Ornek : Yukaridaki 6.1 O6rnek : a maximal elemandir

d ve e minimal elemandir.

Ornek : IR reel sayllar kiimesi tabii sinirlanmasiyla tam sira-
lanmig bir kiimedir. Fakat ne maksimal ne de minimal elemana sa-
hiptir.)

Ornek : A ={a,, a;,...... a.} sonlu tam siralanmig bir kiims

olsun. O zaman A tam olarak bir max ve bir min elemana sahipdir
ve

-min {g;, @z, ... Oy}; max {a;, 0z, ... Qn}
olarak isimlendirilir.

Ust ve Alt Sinirlar

Bir A kimesi yan snrdlanm:$ bir X kiimesinin alt kiimesi olsun.
Bir me X eleman-A nin alt sindir eder YX€A icin m <X
ise.” Yani m A da ki her elemandan daha énce geliyorsa. Eger
A nin bir alt sinirt A nin diger biitiin alt sinirlarindan sonra geliyor-
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A 24

sa A nin en biylk alt sinirt ya da A nin infimum denir ve inf (A)
ile gosterilir. .

Benzer gekilde bir M€ X elemani A nin st simindir eger
vxeA x<M ise. Yani M, A nin biitin elemanlarini takip eder.

Eger A nin bir Gst sumn diger butlin Gst smlrlarmdcm énce geliyor- -
sa buna A nin en kigiik iist st ya da A nin supremum’u de-
nir ve sup(A) ile gosterilir.

A kimesine yukardan sirlidir denir eger bir st siniri varsa,
ve asagidan simrhidir denir eder bir alt s varsa, hem ust hemds
alt sinin varsa. A ya simirhdir denir.

Ornek: X = {a,b,c,d, e, f,a}

B = {c.d,e} olsun. . \ /

abve ¢ B nin st simndir, /
Yalmiz f biralt sinirdir. g olt /‘ ‘\
sinir olamaz.

‘Clnkii d den ¢ = sup (B) eB ve f=inf(B) € B in 6nce gel-
miyor.

Ornek: A reel sayilarin sinirlt bir kiimesi olsun. Reel saylla-
rin temel teoremine gore inf (A) ve sup(A) vardir.

Ornek 3: Q rasyonal sayilar ciimlesinde

={x:x€Q x>0 2<x2<3}

clsun. B \/2 ile \/3 arasindaki bitiin rasyonel sayilar icine ai-
sin. Bu B kiimesinin sonsuz sayida alt ve st sinir elemanlon vardir.
Ama bir tane inf (B) ve sup (B) yoktur. Clinki \/2 ve \/3 Q ya
dahil degildir.

Zorn Lemmasi:

X bos olmayan yarn siralanmig bir kime olsun. Oyle ki her tam
siralanmis alt kiimesi bir st sinira sahip olsun. O zaman X in en
czindan bir maximal elemant vardir.



