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TESEKKUR
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higbir zaman yardim ve tavsiyelerini esirgemeyen, destegini hi¢ eksik etmeyen,
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anlayisli ve en sabirli hoca olan, tez danismanim Prof. Dr. Afet Ozok’ a sonsuz
tesekkiirlerimi sunmak isterim.

Bu tezde yararlandigim [7] , [8] ve [9] makalelerini bizzat génderen

makalelerin yazar1 Prof. Dr. Tominosuke Otsuki’ye tesekkiirler.
Ayrica bana gosterdigi anlayistan dolay1 ¢alistigim kurumun midiirii

Muzaffer Oner’e tesekkiirler.

Bana yardimlarindan dolay: tiim arastirma gorevlisi arkadaglara ve bana
desteklerinden dolay: ¢alistigim kurumdaki arkadaslarima tesekkiirler.

Bu noktaya gelmemde sonsuz emekleri ve destekleri i¢in aileme tesekkiir
ediyorum.

Ve her zaman yanimda olan, ¢aligmalarim esnasinda benimle uykusuz kalan,
destegini ve anlayisimi hig esirgemeyen, yardim ve tavsiyelerinden yararlandigim,

biricik esime ¢ok tesekkiirler...
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OZET

MANIiFOLDLAR UZERINDE SONSUZ KUCUK HAREKETLER

Bu ¢alismada 6nce 6zel bir metrik ile elde edilen belirli bir manifold tizerinde
sonsuz kiiciik hareketler veya Killing Vektdr Alanlarinin belirlenmesi problemi
incelenmistir. Bu amagla T. Otsuki tarafindan tanimlanan ve Ot-metri gi ad1 verilen
metrikten 6zel bir sartla elde edilen Riemann Manifoldu iizerinde Killing Vektor
Alanlarinin denklemleri metrik katsayilar ve Christoffel Sembolleri kullanilarak
bulunmus sonrada gesitli metodlar ile bu diferansiyel denklemler ¢oziilmiigtiir.
Béylece soz konusu manifold iizerinde Killing Vektdr Alanlarinin belirlenmesi
probleminin ¢dziimii bir teoremle ifade edilmigtir.

Daha sonra ise aym manifold iizerinde Harmonik, Konform Killing ve
Homotetik Killing Vektor Alanlarinin belirlenmesi problemi ele alinmig ve
denklemleri olusturulmustur. S6z konusu denklemler, ¢6ziimii incelenen Killing
Diferansiyel Denklemleri ile benzerlik gosterdiginden bu denklemlerin ¢dziimii

baska bir aragtirmaya konu olabilecektir.

Agustos, 2005 Arzu UZ

iii



ABSTRACT

INFINITESIMAL MOTIONS ON MANIFOLDS

In this study, first, the problem of determining infinitesimal motions or
Killing Vector Fields of a specific manifold which were obtained by a special metric
was considered. For this purpose, equations of Killing Vector Fields on Riemann
Manifold, which was defined by T. Otsuki and obtained by a special condition from
a metric named Ot-metric, were obtained by using metric coefficients and Christoffel
Symbols. Then, those differential equations were solved with different methods.
Thus, the solution of the problem of determining Killing Vector Fields on that
manifold was expressed by a theorem.

Afterwards, the problem of determining Harmonic, Conform Killing and
Homothetic Killing Vector Fields were investigated on the same manifold and their
equations were formed. Those equations have similarities with the Killing
Differential Equations investigated in this study, and their solutions may be subject

to future studies.

August, 2005 Arzu UZ
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BOLUM I

GIRIS VE AMAC

1.1.GIRIS

Vektor alanlart Diferansiyel Geometrinin Onemli ag¢ilimlarindan birini
olusturur. Modern Diferansiyel Geometrinin gelisimine bagli olarak vektor

alanlarinin cesitli ozellikleri pek ¢ok arastirmaya konu olmustur. ilk defa W.Killing
[1] tarafindan 19. yiizyilin sonunda tamimlanan sonsuz kii¢iik hareketler bilindigi
tizere bir Riemann Manifoldu {iizerinde yerel afin doniisiimlerin bir yerel 1-
parametreli grubunu iireten vektor alanlaridir. Bunlara sonsuz kiiciik doniisiimler
veya sonsuz Kkiiciik hareketler veya Killing Vektor Alanlar1 denir. Bunlardan
hareketle Harmonik, Konform Killing ve Homotetik Killing v.b. vektor alanlari
tanimlanmig, bu alanlar ¢esitli metriklerde incelenmis, arastirmacilar tarafindan pek

cok ozellikleri elde edilmistir. S6z konusu vektor alanlarinin, Riemann Manifoldu
lizerindeki bir ¢ok ozelligi ise, bilhassa K. Yano [2] ve [3], B. Costant [4],
C.C.Bosch [5], G. Bitis [6] tarafindan verilmistir. Japon arastirmact T. Otsuki, 4 -
boyutlu R!=R’XR, uzaymda, Einstein Kosulunu saglayan bir Minkowski-tipi

metrikten hareketle Ot-metrigi adin1 verdigi bir metrik tanimlamis ve bu Pseudo-

Riemann Metrikli Spacetime 1n 6nce geodeziklerini incelemis [7], sonra da, ayni



spacetime 1n biitiin Killing Vektor Alanlarin belirlemistir[S] . Ayn1 yazar [9] nolu

makalesinde ise benzer problemi metrik icin verdigi 6zel bir sart altinda ele almis ve

benzer sonuglar vermistir.

1.2.AMAC

Bu arastirmada, Ot-metriginden 0©zel bir sartla elde edilen Riemann
Manifoldu iizerinde sonsuz kiiciik hareketlerin (Killing Vektor Alanlarinin)
belirlenmesi probleminin ¢oziimii detaylariyla incelenmis, ayrica ayni metrikle
verilen Riemann Manifoldu iizerinde, Harmonik, Konform Killing ve Homotetik
Killing Vektor Alanlarinin belirlenmesi problemi ele alinmistir.

Bu amacla calismanin II. Boliimiinde konu ile ilgili on bilgiler ileride
kullanilmaya elverisli bicimleri ile verilmistir. Dolayisi ile vektor alani, kovaryant ve
kontravaryant tiirev, Ricci ve skaler egrilik tanimlar1 ile Einstein Kosulu verilmis,
Killing, Harmonik, Konform Killing ve Homotetik Killing Vektdr Alanlarinin
denklemleri, hem kovaryant hem de kontravaryant bilesenler ile yazilmstir.
Bolim-III te Ot-metriginden 6zel bir sart ile elde edilen Riemann Manifoldu
tizerinde Killing Vektor Alanlar1 belirlenmesi problemi detayli olarak incelenmistir.
Bolim-IV ise Ot-metriginden elde edilen Riemann Manifoldu iizerinde, Harmonik,
Konform Killing ve Homotetik Killing Vektor Alanlarinin denklemlerinin
olusturulmasina ayrilmistir. Boliim-1V iin yontemleri ile olusturulan denklemlerin

coziimleri, bir bagka arastirmaya konu olabilecektir.



BOLUM II

ON BILGILER

II.1.VEKTOR ALANI

Bir M manifoldunun her p noktasina, p noktasindaki bir X, teget

vektoriinii karsilik getiren,
X:p—>X,
doniisiimiine M {izerinde bir vektor alan1 denir.

U c M agik ciimlesinde lokal koordinat sistemi (x;,...,x,) ise pe U

noktasinda X, tek tiirlii olarak,
X =Zn:§i(p) 2
S ox, »

seklinde ifade edilir. U iizerinde &' (i =1,...,n) fonksiyonlarina X in (x,...,x,)

lokal koordinat sistemine gore bilesenleri denir.



I1.2.CHRISTOFFEL SEMBOLLERI

M bir Riemann Manifoldu, g onun Riemann Metrigi olsun. g nin bu

) . . ) ; -1 .. d ) .
sisteme gore bilesenleri g, ise ( g’ ) =(gl.j) 1 dir. ol X, (z =1,...,n) koordinatlarina
X

gore kismi tiirevi gostermek iizere Christoffel Sembolleri,

h " - dg., 9%,
v :lzgm 08,y n 8ja 98, (IL.1)
joi|l 24 ox, dx; Ox

1 o

ile tanimlanir.

I1.3.KOVARYANT TUREV

0 . . . .
v x, (i =1,...,n) koordinatlarina gore kismi tiirevi ve w, (i =1,...,n)
xi
kovaryant vektorii gostermek iizere bir kovaryant vektor alaninin kovaryant tiirevi,
w, & h .
V.w, =g’— { Cowe (6j=1..n) (IL.2)
;o= 1

ile tanimlanir.

v (i =1,...,n) kontravaryant vektorii gdstermek iizere bir kontravaryant

vektor alaninin kovaryant tiirevi,

e h,
Vjv”zgjc +Z{j l}v’ (i, j=1,...on) (IL3)

j i=1

ile tanimlanir.



1.4 RICCI EGRILIGi

h
{ ) } Christoffel Sembollerini ifade etmek iizere Ricci Egrilik Tensoriiniin
Joi

bilesenleri,
a{ i | k} a{ i l h} J [ ] [
. no (] no [
R\ = ! - +z ; _z i
! ox, ox, =\ h)|j k| Sl k||j h
dir. g, = g” g, olmak iizere R/, = 6,8, —0,8;, ise Ricci Egriligi,

n
_ !
Rjk - ZRJ' lk
I=1

ile tanimlanir.

I1.5.SKALER EGRILIK

R, , Ricci Egriligini gostermek iizere skaler egrilik,

R= Zn: gijjk

J.k=1

ile tanimlanir.

I1.6.EINSTEIN KOSULU

R, , Ricci Egriligini ve R, skaler egriligi gostermek iizere Einstein Kosulu,

R
Rij:;gij

ile tanimlanir.



I1.7.KILLING VEKTOR ALANI

M bir Riemann Manifoldu, g onun Riemann Metrigi olmak iizere, M

tizerinde bir vektor alan1 V' olsun. M nin bir U acik ciimlesi iizerinde bir lokal

koordinat sistemi (xl,...,x ) ve V nin bu sisteme gore bilesenleri v olsun.

n

n
V= Zv’ — ve V, kovaryant tiirevi gostermek iizere,
i=1 X

Vv+Vy =0 (i,j=1...,n) (I1.4)
bagintis1 Riemann Manifoldunun bir sonsuz kiiciik hareketini veya Killing Vektor
Alanin tanimlar.

g nin bu sisteme gore bilesenleri g, olmak iizere, (II.1) ve (IL2) ifadeleri

(IL.4) te yerine yazilirsa,

W, v, &1 . 0g, 98, 98
I ST A 2 o i Jx J! — 0
axj * axi h=1 {; 2 8 { axj i ox, 0x Vi

1 a

W, O, & [0z, 98, 98 N
—L 4 a i _ i :0 , :1’“.’ IIS
a.X'- ax h;l & ( axj * a_x' ax h (l J I’l) ( )

J l o

kovaryant bilesenler ile Killing Diferansiyel Denklemleri elde edilir.

Bu denklemlerin kontravaryant bilesenler ile ifadesi i¢in, v, = Z g,V
h=1

olduguna gore,

ag agA ag ..
\VJ V. —J ho i jo Ji :0
MY Z{zg { ox, ox ]}

X o=l | k=1 X i @

V' N g, ag ja og ji
i i _ =0
i, ox, Z ( ox, ox

a= i a

a n " a n ag ag - ag ..
- ) . ) 174 J& JI — 0
(2 Jo (B B2

o

g, o 8 i ava " [ 0g, 98, 98,
ia gV ia _ -0
;( ox; }_z( " ox, j ;v (ax. " ox, ox

i J i a




08« gaa 021 080 o 08, ,
DR e T e 2 D

a=1 axj a=1 j a= i a=1
! ava ava ag i«

z gia_+gja_+ =v" =0
po ox; ox, dx,
dir.

O halde Killing Diferansiyel Denklemleri, kontravaryant bilesenleri ile,

4 v’ v 0dg;
. +g. +—Lv" =0 i,j=1...,n 1.6

;{g'a ox, 8 dx, Ox, (i-J ) (1o

seklinde ifade edilir.

I1.8. HARMONIK VEKTOR ALANI

Bir M Riemann Manifoldu iizerinde bir vektor alan1 V olsun. M izerinde

V kovaryant tiirevi gostermek tizere eger V' vektor alani i¢in,
Vy=Vy,=0  ve 3 Vy'=0 (i#j. ij=l..n) (IL7)

bagintilar1 saglanirsa, V' vektor alanina Harmonik Vektor Alani denir.

(I1.7) ifadesindeki birinci baginti,

_on
ox, O,
olduguna gore,
~dv,
iy (i#j, i,j=1..n) (IL.8)
ox, O

dir.

(I1.7) ifadesindeki ikinci baginti igin, v/ =" g”v, olduguna gére,

J=1

SV =3V (g

i,j=1

= Zn:{(vigij)"j +(Vivj)gii}

i,j=1



bi¢cimindedir.
Dolayisiyla,
T s P 98, 98« 98
j|ov; 1 ha ig L oje 7O, =) 11.9
g_“lg {axj ZWZIg {axj ox, ox, )" o

denklemleri elde edilir.
O halde kovaryant bilesenler ile verilen V vektor alani, (I1.8) ve (I1.9)

denklemlerini saglamasi halinde bir Harmonik Vektor Alanidir.

Kovaryant bilesenlerden kontravaryant bilesenlere gecildiginde, v, = z g,V

h=1
olduguna gore (I1.7) ifadesindeki birinci bagint,
0 (< A 0 [ A
Vv-Vy =— V|- Y
Jji ivj axj (hz_ll gzh j axi (hz_ll gq]h j
L[ 0g, " L(0g, "
= L2yt L e — = YV +g., —
— ( ox; B ox; hzz; ox, Ein ox,
_N )% ag.fhvh+ a"h_g o'
i | 0X; ox, "9 ; jh ox,
_ )| 98w _ %8 | " ¢ " —0
=l ox. ox "d M ox
seklindedir.
O halde,
* ([ dg, 98 | . o' o' L
=0 W't — =g —>=0 i#j, i,j=1,..n I1.10
;{( axj BXi gzh axj gjh aXi ( .] ] ) ( )
dir.



. P i
(IL7) ifadesindeki ikinci baginti, V v' = al+ Z}{] h}vh olduguna gore,

X h=
n ) n avi n l
Vyi=>|—+ ‘ V'
i=1 i=1 ax,- o L h

J
Buradan,

SV 15w 98, 98w O8u |
- io ah ih :0 IIll
Z{axi + 2 zlg (a + ax ax % ( )

i=1 h,a= h i a

dir.

denklemleri elde edilir.
Boylece Harmonik Vektor Alaninin kontravaryant bilesenler cinsinden

ifadeleri (I1.10) ve (I1.11) denklemleri ile verilir.

I1.9.KONFORM KILLING VEKTOR ALANI

Bir M Riemann Manifoldu iizerinde bir vektor alan1 V' olsun. V kovaryant

tiirevi gostermek tizere V vektor alani i¢in,

Vv, +Vy, =2Pg, (i,j=1,...,n) (I1.12)
bagintist saglanirsa V' vektor alanina Konform Killing Vektor Alani denir.

@ fonksiyonunu belirlemek igin, (I.12) ifadesinin her iki tarafi g’ ile

carpilip, i ve j iizerinden toplam alinirsa,

Zn: g’ (V./Vi +Vl.vj) = Zn: 2q)gz:/gij

i, j=1 i,j=1

elde edilir.
Buradan,
Zn: g’ (V./Vi)"' Zn: g’ (Vz“’j) = 2¢Zn: gzt/gij
i,j=1 i,j=1 i,j=1

Zn:(zn:ngljvij"’i(ivigﬁ"j] = 2"1’2”‘, 8,8’
J =1 =1 \_j=1

j=1 \ i i j i,j=1
n . n . n ..
1 L
VYAV =203 g8
j=l i=1 i j=1

bulunur.



i=j i¢in,
SV 3V =203 g6
i=1 i=1 i=1

ZZn:Vivi =20(8 +0, +..+6))

i=1

2) V' =2dn
i=1
veya,
d= lZViv" (IL.13)
n o
dir.
Boylece,

2 . ‘ ..
Vjvi +Vivj :;gjikz;vkv (l’] :1""”1)
elde edilir.

. ov* * 0g
Vv+Vy = . +g. +—Ly
s ;{gla ox; 8 ox, Oox

1 a

ve

n n avk n k
V k= oV h
2V Z(axfz{k h}]

k=1 h=1

olduguna gore,

n a a a . n k n k

Sg g, 2 By 2 SO V!
ox; ox, Ox n- 'S\ ox, Sk h

n o o a - n k n
Z giaaL"'g;aav _l_ﬁva =zg-,- al_l_l gt agka+aga11_agkh Vloo
ox, " ox,  ox n"leox, 2,55 dx, Ox, Ox
J

o

,j=1,...,n) (IL.14)

~

bulunur ki, denklemler kontravaryant bilesenler cinsinden ifade edilmis olur.

Bu durumda bir vektor alani (I1.14) denklemlerini saglamasi halinde Konform
Killing Vektor Alani olur.

Ayni denklemler kovaryant bilesenler ile asagidaki sekilde olacaktir:

_oOv, n [ h
V.vi+Viv.:ﬂ+—’—2 A
! Toox, dx, TJ i

10



v, v, & [0z, 98, 9g;
:_1+_I_ o i + o 1
ox, Ox hél & ( dx, dx; Ox "

o

n
ve V= z g"'v. olmak iizere,

i=1

i av 1 & hat ag ag. ag,
\V/ — ik kK~ h ko i ik =0
Z =2 (a B [ax T, o jv”]

i k=1 X; h,a=1 i

oldugu goz oniine alinirsa,

d, v | 98 98, 98, N e[ 08 k dg, 9g ik
_z+_]_ hot za ja Ji o a + i i
ox; ox, h,az_l 8 ( ox; oy Ox, kz xl. 2 h; 8 ox, dx, Ox,
(i,j=1....n) (IL.15)
dir.

O halde bir vektor alani (II.15) denklemlerini saglarsa Konform Killing
Vektor Alanidir.

I1.10.HOMOTETIK KILLING VEKTOR ALANI

Bir M Riemann Manifoldu iizerindeki bir V vektor alaninin
Vjvl. +Vl.vj = 2cgjl. (i, j= 1,...,n) (II.16)

bagintisini1 saglamasi halinde V' ye Homotetik Killing Vektor Alani denir. Burada c

bir sabittir.

ise,

v, O, & [0z, 98, 9g; .
— 4 o o 4 _ i =2 " 5 :1’.“’ .17
ox; 8)6 ,;fg {E)xj I ox | n T (i, ) n) (IL.17)

J i a
bulunur ki, denklemler kovaryant bilesenler cinsinden ifade edilmis olur.

O zaman, bir vektor alan1 (II.17) denklemlerini sagliyorsa Homotetik Killing

Vektor Alanidir.

11

3



Denklemlerin kontravaryant bilesenler cinsinden ifadesi ise asagidaki
sekildedir:
u ov“ o 0g;
Vyv+Vy = , +g. +—L0"
st ;{g,a ox; 8 dx, Ox

o

=2cg i

olduguna gore,

. ov” v 9g;
E , +g. +—Ly% v =2cg.. (i,j=1..., I1.18
a_l{gla ox, 8 ox. oOx ’ B (i-J ) ( )

Jj i a

dir.
O halde bir vektor alani (II.18) denklemlerini sagliyorsa Homotetik Killing

Vektor Alanidir.

12



BOLUM III

OT-METRIGI iLE ELDE EDILEN RIEMANN
MANIFOLDU UZERINDE KILLING VEKTOR
ALANLARI

II1.1.OT-METRIGININ BELIRLEDIGI RIEMANN
MANIFOLDU

3
[8] de R} =R’xR, uzaynda, r* =) x,x, ve a=sabit>0 olmak iizere,
b=1

Ot-metrigi ad1 verilen,

3
ds* = ! {z (51” — axbxcz jdxbdxc —

XXy | pemt 1+ar

dx,dx 1.1
I+ax,x, * 4} (D

Pseudo - Riemann Metrigi ile tanimlanan bir spacetime 1n biitiin Killing Vektor

Alanlar belirlenmistir. Yukaridaki metrikte, a =— (r, >0) yazildiginda,

2’
0

3 2
ds? = {2(5“ f”xczjdxhdxc— o dx4dx4} (I1.2)

Xy Xy | boe=1 Iy —r Ty = X4 %y

olur.

13



Bu metrigin r =7, ve x, =7, igin singiileriteleri vardir. R} = R*xR,
uzaymnda D:0<r<r, , r,<x, bolgesi goz Oniine alinirsa, (II1.2) metrigi bu

bolgede bir Riemann Manifoldu tanimlar. Bu manifolda Ot-metriginin tanimladigi
Riemann Manifoldu ad1 verilecektir.

D bolgesi icin (II1.2) metriginin acik ifadesi yazildiginda,

ds® = L{£1+%j dx,dx, +[ lexz > jd)cldx2 +[ lex3 > deldx3 +[ fle 5 jdxzdx1

X4y Iy —r Iy —r Ty —r r—r

XX X, X XX, XX
+ 1+ =225 |dydx, +| 5225 |dxydx, +| =5 |dxdx, +| 25 |dxydx,
r=r r—=r r=r r-r

2
X3 X3 o
+(l + =5 ]dx3dx3 - (2— dx,dx,
Iy —r Ty = X4 Xy

bulunur. Bu ifade

4
ds® = Z g;dxdx; ile karsilastirildiginda,

i,j=1

_ 1 |4 5% _ 1 XX,
8 2 2 812 2 2
Xy Xy Ih —r Xy Xy \ Fy —F
1 XX
_ 13 _
813~ DR 8,=0
Xy Xy \ Fy —T
1 XX, 1 14 5%
8n = R 8»n = > 2
XXy \ Fy —T Xy Xy Iy —r
1 XX
_ 273 _
83 = > 2 8, =0
Xy Xy \ Fy —T
1 XX, 1 XX,
831~ > 2 83 = 2 2
XXy \ Ty =T XXy \ Ty =T
1 XX
_ 343 _
83 = 1+ 2 2 834 =0
Xy Xy Iy —r
84, =0 84, =0
2
I
_ _ 0
84s=0 8a =~

oldugu goriiliir.
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Bu ifadeler yardimu ile (gi].) matrisi olusturulup, det( gii)hesaplandlgmda,

2
"o

det(g,;,->=—(x4)8(r;_x4x4>(r5—r2>

bulunur.

Diger taraftan determinant elemanlarinin isaretli minorleri sirast ile,

2( 2
Ty ('b _xl'xl)

G =—

! (x4)6(r02—x4x4)(r02—r2)
G = rozxle

! (x4)6(r02—x4x4)(r02—r2)
G. — o XX

! (x4)6(r02—x4x4)(r02—r2)
G, =0
G. = rolexz

" (.x4)6(r0 x4x4)(r0 7"2)
G —— ’"02(’”02_752762)

2

(x4) (}”02—)(4)(4)(1”02—1”2)

G. = }’02)63)62

N (x4) (roz—x4x4)(r0 rz)
G,=0
G. = Ty XX

. (x,) (ro x4x4)(r0 r2)
G = rozxz)%

» (x,) (ro x4x4)(r0 r2)
G =— Iy (ro x3x3)

B (x4) (}62—x4x4)(r02—r2)

;3 =0

14 =0 G, =0 G, =0
G, = ly oldugundan,
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Ty Ty
13 X1 X3 14
0
21 XX » X, X,
8 Xy Xy = 8 =X 1- 3
Ty Ty
23 XXy 24
8 Xy Xy 2 g =0
0
31 X34 32 X3 X,
g -x4-x4 ) g = 'x4'x4 2
0 0
X, X
33 _ 343 34
g8 =x,x, [1 —— j g =0
Ty
41 42
g =0 g% =0
43 44 _ Ty =Xy Xy
g =0 8 ==X ( 2
0

seklini alir.

ve

Biitiin bu ifadeleri kisaca,

1 XX
— b
8pe = é‘bc + 2 < 2
.X'4.X'4 1"0 —-r

8,.=0 (b,c=1,2,3)

7
g =0 (b,c=1,2,3)
2
r —X,X
o B
0

biciminde yazilabilir.

16
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(IL.1) de tamimlanan Christoffel Sembolleri (II1.3) ve (I11.4) ifadeleri
kullanilarak asagidaki sekilde ifade edilir:

1 :liglk aglk+agk1_agll
11 25 dx, dx, Ox,

_lgn 9, , 981, _ 98, +1glz 91, , 985 _ 98y,
2 ox, ox, dx | 2 ox, dx, Ox,
+lg13 98,5 " 985, _ 98y, +lg14 98,4 +ag41 98,
2 ox, Ox, ox;| 2 ox, OJx, Ox,

:lgn%_i_glz%_lgu%_i_gg 98, _lgﬂ g,
2 ox, ox, 2 ox, ox, 2 o,

—lx PR d | 1 L% U2 I 1 [ xx
27 roz a‘xl Xy Xy ’”02_’”2 o 1”02 axl Xy Xy roz_rz
1 xx, | o] 1 xx )| xx, | 0 1 X, X
+5x4x41_22{_ (” oy 12] }—x4x41—23{—{ (zl—ﬁﬂ}
r, | ox, XX, =1 )] ryo|ox | xx, \ry—r

1 xx, | 0 1 XX, |
R e I+—=—
2 Ty | 0xy | X%, =1 )]

2 2 2 2 2 2 2
x(r—x—x) x(r+x—x—x) 2
_ 1[1_)61le2 1o =X =X XX, | Y2\l TX TX A lxlxzz X, X,

2

2 2 T2 2 2 2
2 2 ) )
Fy (rO —-r ) Fy (ro -r ) 27 (’b —-r )

2, .2 2 2 )
XX, Xa(’”o X =X xs) Llax ol

2 2 2 2
2 2 2 2
Fy (ro -r ) 25 (ro -r )

17



Benzer islemlerle,

1 _N A%
1 2 r02 ro2 —r?

1 N
1 3 r02 r02 —r?

bulunacagindan,
e X X X
=2\ 9+ b,c,e=1,2,3
L roz[ : j ( )
yazilabilir.

Diger taraftan,

_124: v ) 98, +agkl_agll
24z ox, Odx, Ox,
olduguna gore,

4 :lg‘“ agll+agll_agll +lg42 ag12+ag21_agll
11 2 ox, dx, Odx | 2 dx, dx, Ox,

1 43{8&3 +ag31 _agn}_i_lgzm{agm +ag41 _agu}

+_
28 ox, Ox, Ox;| 2 ox, OJx, Ox,
44 8314 _l 44 ag“
ox, 2~ Odx,
2
izl ﬂ
r X, | XX, r—r

dir.
Yani
4 2 —xx X, X
__02446‘114_2112
I 1 Iy X, Iy =T
dir.

18



Benzer sekilde,

bulunacagindan,

4 = XX X, X,
{b }:_ 0 % 4[5“ % 2] (boc=1,2,3)
c 1 X, r—r

bicimindedir.
1 :liglk 084 +agk4_ag44
4 4] 245 ox, Jdx, Ox,
olduguna gore,
1 :lgu ag4l+agl4_ag44 +lg12 ag42+ag24_ag44
4 4, 2 ox, dx, Jdx | 2 ox, ox, Ox,

n 1 g13{ag43 +ag34 _8844} 1 14{8844 +ag44 _8844}:0

2 ox, dx, Jx;| 2 ox, odx, Ox,

dir.

Benzer islemlerle,

e
=0 =123
{4 4} (e=1.23)
dir.

4 :lig% aglk+agk4_ag14
1 4] 24 ox, OJx, Odx,

olduguna gore,
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4 :lg41 ag11+ag14_ag14 +lg42 ag12+ag24_ag14
1 4 2 ox, dx, ox | 2 ox, OJx, Ox,

+lg43{ag13 +ag34 _ag14}+%g44{ag14 +ag44 _agm}zo

2 ox, Ox, Ox, dx, Ox, Ox,
dir.

Benzer sekilde,

'

bulunacagindan,

{ ! }:o (b=1,2,3)

b 4

seklini alir.
1 :liglk 08 +agk4_ag14
1 4] 24 ox, Jdx, Ox,
olduguna gore,
1 :lgu ag11+agl4_agl4 +lg12 ag12+agz4_ag14
1 4/ 2 ox, Jdx, dx | 2 ox, Ox, Ox,

+lg13 9813 " g3, 98, +lg14 98,4 " 084 _ 9814
2 ox, ox, ox;| 2 ox, Ox, Ox,

:lg“agll_,_l 12 981 +l 13 9813
27 ox, 2 ox, 2 ox,

1 xx | 0 1 X, X 1 xXx, | 0 1 X, X
g3 e o e )
ryo)ox, | x,x, Iy —r 2 ryo)ox, | xx, \ g —r
1 xXx, | 0 1 X, X
+Ex4x4(_ 1;] { ( 21 32}}
ry,)ox, | xx, \ 1y —r

2 2
le4x4[l—x1xlj _ 2x4 _ 2x4('b -r )'xl'xl

Iy (x,x, )2 (x,x, )2 (r02 —r )2

2 2 2 2
1 X, X, 2x4(ro -r )xlxz 1 XX, 2x4(ro -r )x1x3

+_ N
2 ,.02 (X4X4)2(r02_’”2)2 2™ ,,02 (x4x4)2(r02_r2)2

20



K ( xf] o o
Sy
2 2 2 2 2 2 2 2
n—r )x4 Ty (ro -r )x4r0 (ro r )x4r0

2
:—iélzz
1 4 X,
3
1 4 X,
1
:_ié‘zlzo
2 4 X,
2
1oL
2 4 X, X,
bulunacagindan,
¢ o1 (boe=1,2.3)
b 4 X,

yazilabilir.

"
"

1
2
4
4 4

1

2

1

2

+

_1
2

dir.

ig% 084 n 08,4 _ 084

= ox, ox, O,

g41 ag41 " ag14 _ag44 +lg42 a842 " agz4 _ag44
ox, dx, Jdx | 2 ox, ox, Ox,

g43 08,3 +ag34_ag44 +lg44 084, +ag44_ag44
ox, ox, Jx;| 2 ox, ox, Ox,
g¥ 084
ox,
1 (762 Xy Xy ) i B r
2 02 ax4 Xy Xy (roz — XXy )
1 (7‘02 —X4X4) 'bz (2764"02 —4Xi) (7‘02 —2X4X4)
—X —_—
2 3 (x,x, )2 (r02 —x4x4)2 x, (7’02 —X4X4)
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O halde,
4 | (r02 - 2x4x4)
4 4 x4(r02_x4x4)
bi¢cimindedir.

Boylece biitiin Christoffel Sembolleri asagidaki sekilde ifade edilebilir:

e X X, X,
=2\ 9+
{b C} roz[b‘ roz—rzj
4 (ro2 _x4x4) X, X,
b =" 2 Gy + 2_ 2
c X, r—r
¢ Lse (bce=12,3)  (IIL5)
= - ’C’e: b 2 M
b 4 X, ’
4
=0
e
=0
4 (ro 2x4x4)
4 4 x4(ro x4x4)

I11.2.0T-METRIGI ILE BELIRLENEN RIEMANN
MANIFOLDU UZERINDE KILLING VEKTOR ALANLARI

4 4
v,=> g,V olmak iizere, V =) ' ai asagidaki kosulu saglayan bir Killing
=1

i=1 i
Vektor Alani olsun:

v, v, 4

k
—L+—L-2 =0 (i,j=1234
ox; ox, ;{z j}vk (g )

1

(IIL.3) ve (IIL.5) te bulunan degerler bu denklemde yerine yazilirsa,

sk
9, , v, zz{b }vk:O (b.c=1,2,3)
C

ox, ox, - pa

1 2 3 4
8vb+8vc_2 v+ v, + v+ v, [=0
ox, ox, b ¢ b c b c b ¢
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Xy, +

o

(b=1

(OISR A

%4_%_2 ﬁ o + XpXe v
dx, Ox, G
2
_h X [@C beszVzi:O
To X4 o T
oldugundan,
3
% o, _32 Oy + fbxcz z
ox, ox, r, r-r )5
bulunur.
Benzer sekilde,
I, I, | k
—L+—=-2 v, =0
ox, ox, kZ::‘ b 4]"
(1 2
%+ai—2 v, +
dx, dx, ||b 4 b 4
W, v,
ox, ox, x,
KAL) DR S
ox, ox, x,
ise,
ai-l-%-i-ivb — 0
ox, ox, x,
bicimindedir.
Ayrica,
sk
%J&_zz v, =0
ox, ox, 154 4
2 s _
ox,
v,
— = v, =0
ox, {4 4} !
ise,
al_'_ r—2x,x, b =0
4
ox, x4(r02—x4x4)
dir.

2 (r02 - x4x4)
—_

Iy X,

3
gt

2.3)

4 4

23
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O halde Killing Diferansiyel Denklemleri,

T A e X,

(b,c=1,2,3)

W, O, 2

+=v,=0 (b=1,2,3)

ox, ox, x,

g%i +xr0(2r_2;—)z)z)v4 =0

a\To = XaXy
seklinde ifade edilir.

(IT1.8) denklemi goz Oniine alindiginda,

v,

2
aX4 Xy (ro XXy )

_ h — 2X4X4

vy

dir. Bu diferansiyel denklem sadece x, e bagh oldugundan,

2
dv, 1 —2xx, d
—t =y,
Vy Xy (’?) _x4x4)

olarak yazilir.

Bu diferansiyel denklem ¢oziiliirse,

Iciv4: j 1 —2x,X, dx,
4

x, (17 —x,x,)
X
_ 4
lnv4——j — - ldx,
= X,X,
dx
lnv4—j(_ -
Ty = X% Xy

Inv, = ;ln(‘ x4x4‘) lnﬁ+lnf

"o

Inv, = ln(‘ro2 —x4x4‘)_; —lnﬂ+lnf
A

v, =——— f=5(0%,.x%)

bulunur.

24

dv, v, 2 XX s 2(”02 —x4x4)
axb+ax __2(5bc+%jzxeve+ 2 5bc+
¢ b

(111.6)

(I1L.7)

(111.8)

(IIL.9)



Bulunan bu deger (II1.7) de yerine yazilirsa,

v, A o 2
20—~ 1+ =0
ox, X\ /‘roz - x4x4‘ ox, x,

v, 2 r of
—b = -
ox, x, x, ‘roz - x4x4‘ ox,
olur.

X )
X, X, —2+2x,v I
4774 a 4%h N a

4 J‘ro —x4x4‘ Xy
( )__ ToXy of
3 X, XV, - —a
4 ‘ro —x4x4‘ X

Xy
elde edilir.
Her iki tarafin integrali alinirsa,
of
XgXy V=1 ‘roz—x4x4‘8—+fb fo =1, (%20, %)
X,
wln —xxl o g
y=——— b (b=1,2,3)
XX, ox, x,x,
bulunur.

(IIL.10) un x, ye gore kismi tiirevi alinirsa,

o, _nlw -] 221 ay,
ox, X, X, ox,0x, x,x, Ox,

c

(b,c=1,2,3)

seklini alir.

Bu bagint1 ve (I11.9) , (I11.6) da yerine yazilirsa,

+

bc

2 2
T ‘ro _x4x4‘ 0’ f 1 Jf, +r0 ‘ro _x4x4‘ o’ f N 1 od, 2
X, X, ox,0x. x,x, Ox, X, X, ox dx, x,x, 0x, 15

2
2(”0 _x4x4) XX, f
+ o 5”"+r2 - - r,=0
0 X4 0 x4\/‘r0 —x4x4‘

25
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2}’0 ‘roz—x4x4‘ o’ f N 1 %4_ 1 ai

XX, ox,0x, x,x, 0x, x,X, OX,
3 —X,X
_z{gbc J L3 B G’ 4)
=1 =1 Xy x4x4
2r, ‘rz—xx‘ o/ f+ f"—2 o, + z ‘roz XAX4‘f =0
ONTO 7 Ox o, 8x, ox, be ¥ p
bulunur.

Burada v, yerine yazilirsa,

2
A
ox,0x, 0x, Ox,

2 2
X, X, ‘ro —x4x4‘ XX, < ”oxl‘ro —x4x4‘ of f,
+2(5bc+ zj - ==« —+ =0
0

P e
roS X, X, ox, x,x,

2r, ‘ x4x4‘

o’ f L9 9
2% ‘ x4x4‘ 0x,0x, ax e ox,
6 J\ ] el e |
+2{§bc+ 7 j . Z‘axg X, rozgfgxe =0
olacagindan,

A

+
ox,0x, Ox, Ox,

2
2r, "b _x4x4‘

n —r 1y e=1

1= XX 3 3
+2[5bc+ j‘bxcz] G - - 4‘(f 1;{ j—izz]gxe =0 (b,c=1,2,3)(IL11)
0 e=

elde edilir.
Bu denklemler asagidaki sekilde de yazilabilir:

2_
2r, ‘roz—x4x4‘ s +2[5 + ;Cbsz ‘I’O X4X4‘(f—iaixgj

0x,0x, —-r r0 = ox,

afb of. X, X,
b 4 Y I =0
* ox, axb ( r ; fexej( r-r ]

(IIL.11) i saglayan f ve f, (b=1,2,3) bulunursa, (IIL6) , (IIL.7) ve (IIL.8) i

saglayan v, (i =1,2,3,4) ¢oziimleri elde edilmis olur.
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(II.11) de f ve f, ler birbirinden bagimsiz olduklarindan denklemler

asagidaki sekilde parcalanabilir:

2_
27y ‘ x4x4‘ oS +2(5bc+ ;Cbxczj ‘r‘) X4X4‘(f igi e] =

0x,0x, Iy —r I X
ve
”, , o o
b 4 Y N =0
e  Laee)
Buradan,
82f XX ‘}’02—)64)64‘ 3, of
2 Irr—x,x =-2|9, +—-t=« —
0 ‘0 ! 4‘axbaxc ( be roz—rzj I I- ;ax ¢
o’ f 1 XX, 2 of
=——| 5 +-bc b,c=1,2,3
Ox, 0x, rf[ o —rzj[f ;ax ( )
elde edilir.
Ayrica,
o, o 2 XX, |
o I 2[5, %X ~0 bc=1,2,3
ox, ox, ri\ " ri-r’ ;fexe ( )
dir.

I11.2.1.Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

I11.2.1.1.(I11.12) Diferansiyel Denkleminin Coziimii

(1IL.12)

(IL.13)

f(x,x,x,) in, x,x,,x,e gore analitik oldugu farzedilerek, P,, x,,Xx,,x,¢€

gore m -inci mertebeden homojen bir polinom olmak iizere,

=)

f :ZPm (xl,xz,x3)

m=0
olsun.

Bu ifade (III.12) de yerine yazilirsa,

¢ \m=0 0

bulunur.

27
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9’ (< 1 X, X, > 3 (& (0P, (x,x,,x
ax ax (zpm(xl’x27x3)J:_7[5bo+ 2b sz{zpm(xl’XZ’xﬁi)_Z(Z(%
b



q+r+s=m

_ q.r.s
Pm(xl’XZ’x3)_ Z Aqrsxl'x2x3

q.r,s

seklinde olduguna gore,

q+r+s=m
aP’”x = z A gx'xix! |x
o 1 sd% XX | X
xl q,r,s
q+r+s=m
— q r S
- z Aqmq‘xl Xy X3
q.r,s
q+r+s=m
aP’”x = A rxix7'xd |x
a 2 qrs” "1 772 3 2
x2 q.r,s
q+r+s=m
_ qyros
- z Aqrsr'xl 'x2 'x3
q,r,s
aP g+r+s=m
m _ q r .s—1
3 X, = A, Sx XX, | X,
-x3 q.r,s
q+r+s=m
— q r S
- Z Aqrssxl x2x3
q.r,s
dir.
Diger taraftan,
3
B _,
—)Ce =
e=l1 axe
ve

3 aPl
—x,=F
; ax‘? e 1
oldugu goz oniine alinarak,

23: iap'”xe :i %+£+ oP

et |,
= |55 ox, = |\ ox, ox, ox,

g+r+s=m g+r+s=m q+r+s=m

— q..r..s q.r..s q . r..s

=P+..+ z A,.qx Xy x5 + z A, XX, x5 + Z A, sx1 x5 + .
q.r,s q.r,s q.r,s
g+r+s=m

— q F .S

=P+..+ z Aqm(q+r+s)x1x2x3+...
q.r,s

=B+..+mP +..

=S e,

3
I

bulunur.
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m=2 c 0 rO m=0 m=1
= 9P 1 X, X [ = =
Y =-—=|4 e || B+R+Y P —-B-Ym
2 b 2 2 0 1 1
=3 0x,0x, U - o S pre S

= 0%,0%, Ty Iy —r m=2
= 0°P, 1 Y x -
= —— 5 -+ b P — m—1P
m=2 axbaxc ,,02 [ be roz —2 j 0 mgz( ) mj

2

Bu ifadenin her iki tarafi (1 —r—j ile carpilirsa,

2
o

I azP 2 o az 1 o 1 I

Z m —r—zz m 2—75,“.[}’0—Z(m—l)PmJ+W(r2§b(,—xbx(,)(R)—Z(m—l)an
¢ 0 m=2 n

(b,c=1,2,3) (IIL.15)
elde edilir.

m m . . .
r’=x+x; +x; oldugundan, (r*)" =(x7+x; +x;)" dir. Bu ifadenin x,

ye gore kismi tiirevi alindiginda,

ar2m
ox,

m(r2 )m_l 2x,

bulunur. Bulunan bu ifadenin x, ye gore kismi tiirevi alinirsa,

2m _ m—
o’ _ m(m-1)(r* )m ’ 2x,2x, +2m(r’) 1 8, =2mr*"* (176, +2(m—-1)x,x,)
0x,0x,
olacagindan,
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or’"

=2mr™" (128, +2(m-1)x,x.) (m=12,...) (b,c=12,3) (IIL16)

0x,0x,
dir.
(II.15) denkleminde O -1inc1 mertebeden terimler yazilirsa,
9P, 1
—2=——0 P
0x,0x, et
bulunur.

Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii i¢in,
P, = A X+ A%, + Agxi + AL XX, + ALX X, + A X, (I11.17)

oldugu goz oniine alinarak,

oP,
8_2 =2A,,x, + A,x, + Asx;
X
2
L 5 =24, = i2P0
ox,0x, I
1
A =- 21‘02 F
olur.
oP,
a_xz =2A,%, + ApX, + Ay,
2
9°P, 1
0x,0x, = ro2 0
1
——— P
Ay 2}’02 0
ve
oP,
72 =2A5x;, + Ajpx, + Ayx,
3
2
h =24y, = _izpo
0x,0x, ; I
1
A, =——P
33 2’62 0
bicimindedir.
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Diger taraftan,

9P,
==4,=0
0x,0x,
A,=0
bulunur.
Benzer sekilde,
A;=0
Ay =0
dir.
Bulunan bu degerler (II1.17) de yerine yazilirsa,
1 1
F, = 2P0x12__2P0x22_ 2P032
T T 0
1
P==— B (5 +x5+x)
To
1
P =-—Rr’
0

olarak bulunur.

O halde,
|
P,=——Pr
2 2762 0
dir.
(IT1.15) denkleminde 1-inci mertebeden terimler yazilirsa,
’P _,
0x,0x,
bulunur.
Bu diferansiyel denklemin ¢oziimiinden
£=0
elde edilir.
(II.15) denkleminde 2-inci mertebeden terimler yazilirsa,
°’P, r’ 9P, 1 1
_ =——38 (-P)+ r’0, —x,x | P
axbaxC 1’02 axhaxC 1’02 b ( 2) (’?)2 )2 ( be b L‘) 0
bulunur.
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Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

’P, r* 1 1 1 1
- ——(——25th)}=——2@0( R)"ZJJF(T(’”Z@”—X;?XC)B)
K

0, 0x, ’”02 Ty 0 2r; 02 .
2 2 2
il +’”—25;,CP0=—%5hc[%%r2]+’”—25m%—x”—%a
0, 0x, (1”02) Ty 2r, (r02 ) (ro2 )
2
a P4 = _%5% L2P0r2 _%xbxcp()
ox,0x, 1 2r; 7
2
of ___1 ~P)(8,.r” +2x,x,) (b,c=1,2,3)
axbaxc 2(r02 )
dir.
(IT1.16) denkleminde m =2 yazilirsa,
azr4
=4(r*0, +2x,x
dx,0x, ( be b C)
elde edilir. Buradan,
1 %"
o +2x.x )=—
( e T C) 4 dx,0x,

dir.Bu deger (II1.18) de yerine yazilirsa,

FP, _ 1 (1
0x,0x, 2(,?)2)2 °| 4 ox,0x.

9’ (P 92 1

o ox. 4):ax,,8xc sy

olarak bulunur.

(IT1.15) denkleminde 3-iincii mertebeden terimler yazilirsa
IP _,
0x,0x,

dir. Buradan,
P, =0

olur.

32

(IIL.18)



Benzer sekilde devam edilirse,

1

P6 =- \3 PO °
16(r0 )

P,=0

F=- > 3 Por8
128(r)

P,=0

Fy=- L 5 P()rlo
256(r;)

elde edilir.
O halde,
P, =0 (m =1,2,...)

ve X =r? olmak iizere
f=R+o(X)
yazilabilir.

, @ nin X e gore tiirevini gostermek iizere, f nin x, ye gore kismi

tirevi alinirsa,

I _9R  99(X)

ox, ox,  ox,
_OR 99X
ox, 0X ox,
oP,
=—+¢'2
ox. @ 2x,
bulunur.
O halde,
of P
- =—1120'
dx, Ox, o
dir.

Bulunan bu ifadenin x, ye gore kismi tiirevi alinirsa,

2 '
a f :i % +2¢'%+2a_¢xc
ox,0x, ox, | ox, ox,  Ox,
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a(anx
X dX, ) °

=2¢' 5bc+2(

=2¢'6, +2¢ 2x,x,

=2¢'0, + 4¢)"xbxc

dir.
O halde
o’ f .
=20'0, +4¢0 x, x.
aXbaXC ¢ bc ¢ b7 c
bicimindedir.

Ayrica f =P +@(X) oldugu goz 6niine alinarak,

3a 3
fZ% =R+p(X)-Y T

bulunur.

Bulunan bu degerler (II1.12) de yerine yazilirsa,

0

, ; 1 X X :
2¢5bc+4(ﬂxbxc=—7(5bc+ 2;, ‘Zj(¢—2¢r2)
0

2bxczj(¢_2¢lx):0

: " 1
200, +4¢ x,x, +—2[5bc +-2
To

Iy —r

co 1 2 . ‘ 1 -
(Z(p +7¢—7¢X]§bc+(4¢ +m(¢—2¢x) %X, =0

0 0
(b,c=1,2,3) (I1.19)

elde edilir.
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Bu esitlik x, ile ¢arpilip, ¢ iizerinden toplam alinirsa,

3 o1 2 > ! 1 .
Z(2¢ +7¢—7¢X]5bcxc +Z{4¢ +m(¢—2¢X)}bx3 =0

=1 0 0 =1 L\

L2 : ! |
20 +59=5pX |5, +| 49 +W(¢"2¢’X) %, (45 +7) =0

2
0 Fy h\h —

20 +?1)2 —%(p'x x, + 4¢"+m(¢—2¢'x) X, =0
olur.
Buradan,
(z(p' T —%¢'X]+X{4(p" +%(¢—2¢x)}—0 (I11.20)
I I Ty (r0 —X)
bulunur.

Bu ifade (II1.19) da yerine yazilirsa,

-X (4¢ +2(+X)(¢—2¢X)J 5, +{4¢“ +ﬁ(¢—2¢'){)}%xc =0

B\~ K\l —

.. 1 .
(4(P +m(¢—2¢x)J(X@L —x,%,)=0

elde edilir.

Bu ifadede (X4, —x,x,) hicbir zaman sifira esit olamayacagindan,

40 + )(¢—2¢'X) =0 (IIL.21)

r (X
dar.
O halde, (II1.20) esitliginde (I11.21) ifadesi sifira esit oldugundan,

20+ - Lpx =0 (II1.22)
Ty Ty

olarak bulunur.

(IT1.22) denklemi ¢oziiliirse,

2 . |
—¢X-20==¢

To T
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T %
a9 _ 1
X 2(r02—X)¢
0 1
9% __ d
0 2mx)"
dir.

Her iki tarafin integrali alinirsa,

1
ln¢=51n(n)2—X)—lnn)+lnE)

Ing=In )
0
2
-X
p(X)=p—
T
bulunur.
O halde,
R
p(X)=p " (I11.23)
T
seklindedir. Buradan,
p(x)=-f__L (I1.24)
Ty 21y =1’
¢ (X)=- i : (I11.25)

"a(m-r)
oldugu goriiliir.
(IT1.23) , (I11.24) , (IT1.25) degerleri (II1.21) de yerine yazilirsa, ¢ nin

(IIL.21) 1 sagladig kolaylikla goriiliir:

2 2

P 1 1 ry—r P 1
—4-2 +—=75 P, 0 +2-0——— X
o4 (,62_%)3 % (’”o _X) " Ty 24ry —r?

- PO 3 + ZPO 2 2+ PO 3 X
ro./(roz—rz) Nl —1 Tl ;;),[(;;)2—;"2)\;"02
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2 2_ 2 2

Ry, Po(ro r) Er

- 3+ 3 [ 2 2+ 3:()
3 2.2 7 ro—r 3 (2_ 2)
(=) N it —r

Boylece A, 4,4, ve P, integral sabitleri olmak iizere, (II.12) denkleminin

genel ¢coziimil,

[ 2 2
f (xl,xz,x3) =Ax +Ax, + A x,+ P, N 7T (I11.26)

To

biciminde verilir.

I11.2.1.2.(II1.13) Diferansiyel Denkleminin Coziimii

X, X,, X, degiskenlerine bagli, mertebesi m olan homojen polinom P,

m

olmak iizere,

f,=2. P, (b=1,2,3) (LIL.27)
m=0
olsun.
Q. Z 2 X, (I11.28)

olmak iizere, f, (III.13) de yerine yazilirsa,

i aaP;m + > apcm _%(5170 + rfbxczjiipemxe =0

m=0 m=0 axb ’E) 0 —-r m=0 e=1
=( 0B, aP 2 XX |

—| 9, +—==¢ 4=0
| S S {7 e

bulunur.

m=0i¢in B, , P, polinomlar: 0-1nc1 mertebeden sabit polinomlardir. Bu

polinomlarin birinci tiirevi sifir esit olacagindan, yukaridaki denklem,

=(3p, oP, ) 2
bm oy Pem |_ 2 =0
Z;( ox, | n, j rf( jZQ

m=1
seklini alir.
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Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

r oP. OP 2 X, X >
1-— —bm e | NS, P =0
[ ’"OZJ{WZ;( ox,  ox, j ’”02( " ’?)z_rZsz—;an}

- 2= (0P oP 2 IS
A TT TR

=1 -xb ,Z) m=1

(% a) 05 ) 220 |5 wn )50 o

2 2 2
S\ ox,  ox, ry &5\ ox,  ox, r ( ’,02)

&

o0 2 o o0 2 00
z %4_% _r_zz %4_% _r_225hcsz+2r 5170 sz
0 =

~\ox, dx, ) r A\ ox,  dx,

c

=(op, OP,| r’<(opR, OP 2 . 2r’5,, &
—bm T em | ___ —bm T em |__— § = b
2 R 22 ot R v

m=1 ’b m=1 c 0 m=1 (}’62 )2 m=1
N 25X, X, . 2r’x, X, iQ _0
() (2 =r) () (=) J &
olacagindan,
=(op, P . P ) 2 . < 2125, 2(r-r)xx |
“Tbm oy Zmem | 4o | =5 be =0
mz_;( ox, i ox, j s ;( ox, ox, j r b‘mZ:;Q”’+ (},02)2 * (roz)z(roz—rz) mZ:;Q’"

a1)hm Pcm N a1)hm aPcm _
Z( ox, axb j IZ;( ox, j oz hCZQm+ ) (l’ 0, — )sz 0

m=1 () m=1 ( m=1

(b,c=1,2,3) (I11.29)

elde edilir.
(I11.29) ifadesinde O -inc1 mertebeden terimler yazilirsa,
ox, Ox,

c

=0 (b,c=1,2,3) (111.30)
bulunur.

(II1.29) ifadesinde 1-inci mertebeden terimler yazilirsa,

9 9 250-0  (he=123) (IIL31)
ox, dx,

seklini alir.
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Bu ifade x, ile carpilir, ¢ lizerinden toplam alinirsa,

i 9k x, + i Ik X, —r—ii 6,.x.0,=0

c=1 axc c=1 axb 0 c=1

By 4Py 9P, 2 00 (b=1,2,3) (132
ox, ox, ox,

0

2P, +

bicimindedir.
3
0, = ZPEZXE =F,x + Pyx, + Pyx,
e=1

olduguna gore,

P,
%:Plz"'aplz x1+3P22 xz"'a 2 x,
X, X, ox, ox,
0 P P, oP,
&:_8 L x1+P22+a 2 x, +—2%x,
ox, Ox, ox, ox, -
90, _3r, P, 9P
= X, + X, +P,+—2x
ox, ox, ' ox, - 7 ox,
dir. Bu durumda,
0 P P, oP,
Q3=sz+alz 1+822x2+ 2y,
ox, ox, ox, ox, -
oR, 9P, OB, 00,
x + X, + X, = - P,
ox, ' ox, ° ox, ° ox,
yazilabilir.

Bulunan bu deger (II1.32) de yerine yazilirsa,

0 2
2});;2"'&_372_7)%@ =0
0

ox,
0 2
F, +&__2be1 =0
ox, 1
bulunur.
O zaman,
P, +%—%be1 =0 (b=1, 2,3) (II1.33)
ox, 1y
dir.
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Benzer sekilde bu ifade x, ile carpilir, b iizerinden toplam alinirsa,

3

Z”bzxﬁz 2, z

b=1

Q3+Z(sz+ 2 x +—2x, +—2 963}6,,——()c1 +x2+x3)Q1=O
- ox, ox, ox, r

oP oP. 2
Q3+Z[ > X, + xlxb+ 2 x, X, +—2 x3xbj——2r2Q1:0

ox, ox, ox, I

oP, 2
Q3+Zszxb+Z 'xl b+z xzz 2% b+z 2 Xy, — r—r2Q1=0
b

b 0

3 3
2
Q3+Q3+xlz ax z Z —? r’Q Q=0

b=1 b= b=1 0

20, +2P,x, +2P,x, + 2P, x, — 3 r’Q,=0
r

0

2
20, +2(P12x1 +P,x, +P32x3)_7r2Q1 =0

0

20, +20, ——r Q=

elde edilir. Bu deger (II1.33) te yerine yazilirsa,

0 1 2
F, +_[_r2Q1j_7be1 =0
0

ox, \ 21

1
th__z(axb Q1J r th1
1 (0
= (a (x1+x2+x3)Q1 (ZPoxbjr] — x%,0
X

1 2
:—W(beQl+Pbor2)+7bel

0 0
1 1 5 1,
_r_othQl_z_roszor :_2_’,02(r Pho_szQl)

bulunur.
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1
F,= _W(’"zpbo _szQl)

0
dir.
Bulunan bu degerlerin (I11.31) i sagladig: kolaylikla goriiliir:
d 1 0 1 [, 2
r'P,—2x +———(r"P,—2x
g rnmamo) ek (er 2c0) -2 00

0

217 o, X, iy

== l{a (7 Ba =250+ (7, - 2xQI)} =60

1 0 0 3 2
=3 {ax ((x1 +35+; ) By — 2x,,; j+a—)6b((xf+x§+x§)PcO—2xCZPbox,,J}—r—z§,MQ1

1 2
= 7 (zxcho 20,6, —2x, co) (2xh 20 =200, 2xcho)}_75th1

0 0

1 2

( 4Q1 bc) é‘chl
0 ’”o
5ch1 CQ :0
0 ro

(II1.29) ifadesinde 2 -inci mertebeden terimler yazilirsa,

I, +aPc3 aPM L9R
ox, ox, ox, ox,

] r—zza,sz:o (be=1,2,3)
0

bagintisi elde edilir.

(II1.30) ifadesi x, ile garpilir, ¢ lizerinden toplam alinirsa,

3 an] 3
zax & zaxh

c=1

OB, 0P, P

B, + x +
ox, T ox,

x;,=0 (b=1,2,3)
bulunur.
3

Q,= zpl'xe =P x+Px,+Px

e
e=1

olduguna gore,

0, _p OB OB OB
ox, ox,

=B+ X
! ox, © ox
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90, By L p OB P
ox, Ox, ox, ox,
90, R, By, P
ox, Ox, ox, 2
bicimindedir. Buradan,

90 _p OBy, OB 0P
ox, ox, ox, ox,
oR, OB, OB _00,

x + x, + X, = -F
ox, ' ox, - ox, ° ox,
yazilabilir.

Bu ifade (IIL.35) te yerine yazilirsa,
B, + 90, -F,=0
ox,
00, ~0
ox,

sekini alir.

Ayn yontemle bu ifade x, ile ¢arpilir, b iizerinden toplam alinirsa,

b=l oo Ox, oo ox, o ox,
3 3 oP, 3, OP,
11 21 3, _
0, + 12 X, X, 3 X, + %Z , =0
b=1 b b=1 .Xb b=1 b

O, +Rx+Px,+Px,=0
0,+0,=0
0,=0

bulunur.

3
0,= ZBAX;) =0 oldugundan, P, =0 dir.

b=1
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(II1.34) esitliginde (II1.30) ifadesi ve Q,sifira esit oldugundan,

ox, Ox,
dir.

Bu ifade x, ile ¢arpilir, ¢ iizerinden toplam alinirsa,

3 oP 2 OP
za R +za Sy =
= ox - 8xb

0B, _on, P,

3P.+ X, X, + x, =0 b=1,23
b3 axh 1 axb 2 axb 3 ( )

seklini alir.

3

0, = zPeS'xe =Pyx, +P;x, + Pyx,

e=1

olduguna gore,

9Q, _, (9B LB, OB,

o, " ox ' ox axlx 5
0. _ s p OB O
ox, ox, = 7 ox, % ox,
90, 0Py OB . p P,
ox, ox, ax3 ox

dir. Bu durumda,

90,
ox,

0P, OB OB,

=P+
P ox, Tt ox, 0 ox,

OB, Py P, _23Q,

=X, = -P
ox, ' odx, > ox, ~ ox,
oldugu goriiliir.
Bu ifade (II1.36) da yerine yazilirsa,

3%%"'@_})};3 =0
T oox,

2P, +@ =0
ox,

bulunur.
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Benzer sekilde bu ifade x, ile ¢arpilir, b lizerinden toplam alinirsa,

2 3 P 90, =0
Z 3% +z 3 Xy =
b=l b=1 OX,

3 3 oP oP, oP,
221’;,3Xh+2[3,3+al3 X+ =2 x, + =2 xSth:O
b=1 b=l

X, ox, ox,
3 3 0P, oP 3
20,+ Y Byx, + +z 3y
b=1 = b=1 0X, b=
3 a 3 3 aP
20,+0, +x +x, Yy —2x =
Qs+ 0, 1;‘ ox, ; 3; ox, b

30, +3B,x, +3P,x, +3P,x, =0

30, +3(P13x1 +Pyx, + P33x3) =0

30,+30,=0
0,=0
bi¢cimindedir.

3
= Z P,x, =0 oldugundan P,; =0 oldugu kolaylikla goriiliir.
b=1

O halde
F;=0
dir.
Benzer sekilde, sirayla m =8 e kadar devam edilirse,
1
By =-——=1(r"By—4x,0,)
8 (rO
Fs=0
1 >
Fe=- N (r Fy 6be1)
16(r0 )
F,=0
Fg=- (r PbO_beQl)
128(7;
elde edilir.
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Bu sonuclardan asagidaki kabul yapilabilir:

Fy=Fs=.=Fp,, =0
- Y (n=12,...m) (meZz®) (IL37)
Pb(Zn) = (_1) k, (_7j r? (rZPbo _znbel)
0
(I11.29) da, mertebesi (2m+2) olan terimler goz 6niine alinirsa,
aP})(21n+3) aPc(21n+3) aP b(2m+1) aPc(2m+l) 2 2
+ - _2 + QZWH—Z ( 5 ) Q2m
ox, ox, ol ox, ox, ro 7
seklini alir.
(II1.37) den,
oP oP.
b(2m+3) + ((2m+3) — 0
ox, ox,

oldugu goriiliir.
Bu ifade x, ile carpilir, ¢ iizerinden toplam alinirsa,

23: 9F, 5,3 - 23: oP .5 £ =0
ox, ° ox, °

c=1

oP
c(2m+3) _ _
(2m43) By 5, =0 (b.c=1,2,3) (I11.38)
c=1 b
bulunur.
3
Q2m+4 z 2m+3 l 2m +3 'xl + P(Z +3 x2 + P(Zm+3 3
e=1

olduguna gore,
00,4 aPl(21n+3) aP2(2m+3) aPz(szrz)

3 = Liamss) 3 X+ 3 X, 3 X3

X1 X1 Xy Xy

00,4 0B, 5,3 4P N OP5,13) o4 0P;,.3) .

axz axz 1 2(2m+3) axz 2 axz 3
00,4 B33 - OPy5,15 AP N 0P5,.3)

ax3 ax3 1 axS 2 3(2m+3) axS 3
dir. Buradan,
a aP m+. aP m+. aP m+.

%W Pt ey | Tomey - Ty

X, ox, ox, ox,
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aP1(2m+3) x aP2(2m+3) x aP3(2m+3) ¥, = anm+4 .y
axh 1 axb 2 axh 3 axb b(2m+3)
elde edilir.
Bu ifade (II1.38) de yerine yazilirsa,

00,,,

(Zm + 3) Ph(zm+3) + ﬁ - Pb(zm+3) =0
b

(2m+2)P, + 9 _ 0

b(2m+3) axh
olur.

Benzer yontemle bu ifade x, ile ¢arpilir, b izerinden toplam alinirsa,

b=1 b
3 BP oP oP.
1(2m+3) 2(2m+3) 3(2m+3)
2m+ 2 P x, + x + X, + x |x, =0
( ; h 2m+3 b Z( 2m+3 axh 1 axh 2 axb 3J b
3 3 OP, 3 0P,
2m+3 2(2m+3) 3(2m+3)
(2m+ 2)Q2m+4 Z bem+3)% T Z Z XX, + Z 3 xx, =0
b=1 b=1 X, b=1 X,

3 OR,
(2m+2) Q5,04+ Qs T X, Z ) Xp T X, z ) X, Z Bans) x, =

b=1 a.xb b=1 a'xh

(2m+3)Q,,., + (2m+3)P2m+3) (2m+3)P 2(2m+3)%2 (2m+3)P2m+3)x3:0

(2m+3)Q,,,.4+ (2m+3)( 1emen X Py, +3x2+P2m+3x3):O

(2m+3)Q2m+4 +(2m+3)Q2m+4 = 0

Q2m+4 = 0

bulunur.
3

Qi = Z P, (miz%, =0 oldugundan £, . =0 oldugu goriiliir.
b=1

O halde,
P =0

b(2m+3)

dir.

46



(I11.29) da, mertebesi (2m+1) olan terimler yazilirsa,

op, oP. 2 (0P, oP. o) o)
(2m+2) L(2m+2) r b(Zm) ((Zm)
axC + axb _r_oz[ axC + axb J_r_ozachZm+l +7(r2§bc - 'xbxc ) Q2m—1 = 0
0

(b, c=1,2, 3) (I11.39)
bi¢cimindedir.

(3.37) den,

Py =(-1)""k, (—:—zj P2 (B, -2mx,0,)  (b=12,3) (IIL40)

0

dir.

Bu ifadenin x, ye gore kismi tiirevi alinirsa,
JF, 1Y 2

(2m) m—1 2m-2 2
=(-1) k |—-—| =—r r'P,—2mx
() | -2

= (—1)m_1 k, (—%j {(Zm -2)r"x, (rZPbO —2mx,Q, ) + "2 (2x,P,, —2mQ,6,, — 2mx,P,, )}

0

Ty

m
m=1 1 2m-4 2 2m-4 2m-4 2 2m—4
=(-1)" k, [—Tj {2mr x.r" By —=2mr™" " x,2mx,Q, = 2r"" " x r°P, —2r™" "x,2mx,0,

2m—4_2 2m—4_2 2m-4_2
+r" N 2x Py —r " r 2mQ 6, —r " 2mbeCO}

= (—l)m_1 k, [—Tj 2 Zm{r2 (Pboxc —P,x, ) —(rzé'hC + 2(m—1)xbxc ) Q1}

bulunur.
O halde,

oP,

()" <k | 2l (=) (0, 21350
'xc rO

seklindedir.

(II.40) ifadesi x, ile ¢arpilir, b iizerinden toplam alinirsa,

" 3 3
Z Pb(Zm)xb = (_1)m_1 k, (_ij r? [rzz Fox, — 2lesz2j
b=1 b=1

b=1 ”02
Q2m+l = (_1)m_1 km (_izj rzm_z (r2Q1 - 2ler2)
To
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n
m 1 ! 2m
(1) (zm—l)km[——zj 0
o
bulunur.
O halde,
" 1Y,
0 =) (am-)i [ | g
0
dir.

Bu ifadede m yerine m—1 yazilirsa,
1 m—1
Qo = (_1)’"—1 (Zm_3)km—1 (_Fj r2m—2Q1
0
seklini alir.

Bulunan bu degerler (I11.39) da yerine yazilirsa,

aP m aR - rZ . 1 m )
ba(;c 2+ a(jcb - _r_oz{(_l) 1km [_r_on r’ 42m(r2 (B, _Pcoxh)_(r2§bc +2(m_1)xbxc)Ql)
+(_1)m—1 km [_izj rZVVl_4 zm(rZ (Pcoxb - Pboxc ) _(r25bc + 2(m—1) .xbxc)Ql )}
0
2 1Y 2 1"
-= 8, (-1)" (2m-1)k, [——zj r"Q, +7(r25b0 -xx ) (-1)"" (2m=3)k,., [——2] r*"?0,=0
T To (ro ) To
elde edilir.
Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
o, m+ aP: m+ r2 m— 1 " m—
g;ﬂ Dy (,;;b &) —2?{(—1) 'k, [_r_(f] r’ 42m(r2(Pb0xC—P(,Uxb)—(ﬁé‘bc+2(m—1))cb)c(,)Ql)}
2 1Y 2 1"
-= 8, (-1)" (2m-1)k, [——2] rQ, +7(r25b0 -xx ) (-1)"" (2m=3)k,., [——2] r*"?0,=0
R i () i
oldugundan,
an aP 1 m+1
(2m+2) c(2m+2) m m—
o + . +(-1) 2(—’”—02j P {((4m=1)k, - (2m=3)k, )5,

+(4m(m=1)k, +(2m=3)k, ) x,x.} 0, =0

dir.
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Bu ifade x, ile carpilir, ¢ iizerinden toplam alinirsa,

3 OP oP

m+l
m+ & c\2m+ m 1 m—. :
R ) Bt (G LRI

1"0 c=1

c=1 c c=1

+(4m(m-1)k, +(2m—3)km_l)thxf}Ql =0

c=1

bulunur ki,
3 aPL(ZWH—Z m 1 "
(2m+2) P00+ ot +(=1)"2| - 2"’2{((4m 1)k, —(2m=3)k, )" x,
c=1 xh ’/E)
+(4m(m—1)k, +(2m=3)k, ) x,*} 0, =0 (b=1,2,3) (IL41)
olur.

3
Qs = Z Pe(2m+2)xe = P1(2m+2 X +F, 202me2)%2 T P, 3(2m+2)%
e=l

olduguna gore,

aQ2m+% =p (2m+2) aP2(2m+2) aP3(2m+2)
ox, 1(2m+2) ox, o, ox,
00,,.; 1(2m+2) E oms2) aPz(szrz)
= 1t P2(2m+2) + 2 3
ox, ox, ox, ox,
aQ2m+3 aPI(21n+2) aP2(2m+2) aP3(2m+2)
= X+ T P3(2m+2) + 3
ox, ox, ox, ox,
dir. Bu durumda,
00,,.5 aPl(2m+2) aP2(2m+2) aP3(2m+2)
3 = Pb(2m+z) + 3 X+ 3 X, + 3 X3
X, X, X, X,
aPI(21n+2) aP2(2m+2) aP3(2m+2) aQ2m+3 P
a 1 a 2 a 3 a b(2m+2)
b Xp b b

seklini alir.

Bu ifade (II1.41) de yerine yazilirsa,

m+1
(2m + 2) Pb(2m+2) +% - Ph(2m+2) + (_l)m 2(_%J rzm_szrz (4mkm - km + 4',/nzkm - 4mkm ) Ql =0

X

m+1
(2m + 1) 87(2m+2) +% + (_l)m 2(_%j r2’” (4m2 a 1) kmbel = 0
b

(b=1,2,3) (I1.42)

dir.
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Benzer sekilde bu ifade x, ile ¢carpilir, b iizerinden toplam alinirsa,

3 3 m+1 3
(2m+1) Zf; (2ms2) % +Z%xb +(-1)" 2(—%} r" (4m2 —l)kalzxZ =0
b=1 b=l OX, 4 b=l

0

BP oP, oP,
2m+1 + 1(2m+2) X + 2(2m+2) X + 3(2m+2) x |x

( Q2m+3 z ( b(2m+2) axb 1 axb 2 axb 3 b

m+l

m 1 2m 2 2
+(=1)"2| == | r"(4m’ 1)k, 01" =0
Ty
3 3 aR 3 aP
(2m+2) 2(2m+2) 2m+2

(2m+1)Q2m+3 +ZPI;(2m+2)xb +z a 'xl'xb +Z a 'x 'x +Z a

b=1 b=1 Xy b=1 X, b=1 X,

m+l
+(-1)" 2(—%} P (4m’ =1)k, 0" =0

Iy

- 9h P s 9P
1(2m+2 2(2m+2 3(2m+2
(2m+1)Q2’”+3+Q2'"+3+xlz ( +)xb+xzz ( +)JC;, +x3z ( +)xh

b=l axb b=1 axb b=1 X
1 m+1
+(-1)" 2[——2J P (4m® =1)k,0,r* =0

(2m + 2) Q2m+3 + (2m + 2) R(2m+2)xl + (2m + 2) P

22m+2)

(2m+2) 2m+2)x

Ty

m+1
+(=1)" 2[—%} r’" (4m® =1)k, 0" =0

1

m+1
(2m + 2) Q2m+3 + (2m + 2) (B(ZerZ xl + P 2(2m+2) x2 + P 3(2m+2) 3 ) + (_l)m 2(__2J ;»2’” (4m2

Ty

To

m+1
(2m+2)0,,.,+(2m+2)Q,,., +(-1)" 2[—%} r" (4m2 —l)kalrz =0

m+1
(4m+4) Q2m+3 + (_l)m 2(_%J r2m (4m2 _l)kalr2 = O
0

m+1
4(m+1)Q2,M=(—1>'"“z[—%} o (4~ 1)k, 0

Ty
m+1
i 2m+2Q
2 r 1
Ty

Qi3 = (_l)er1

CaN

k
2(m+1) "

olarak bulunur.

O halde,
(4m2 — 1) 1y
— _1 m+l —k _ 2m+2
Q2m+3 ( ) 2 (m + 1) m ( r02 j r Ql
bicimindedir.
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ox,

— (_l)rn+l

bulunur.

dir.

4 2_1 m+1
(2m+1)1°,,<2m+2>+<—1>'"“wk [iJ P (2B, +2(m+1)%,0,)

90,,.5 :(_l)m+1 (4m _1) (_ 1 J d

Bu ifadenin x, ye gore kismi tiirevi alinirsa,

(}/,2m+2Q1 )

RSy 2
2(m+1) " ox,

(4m® -1)

- 4m2 _1 m+1
O halde,
aQ2m+3 — (_l)rnH (4m2 _1) k
ox, 2(m+1) "\

Bu ifade (II1.42) de yerine yazilirsa,

2
Ty

2(m+1) "

m+1
+(=1)" 2[—%} " (4m® —1)k,x,0, =0

m+1
Pb(2m+2) +(_1) '

Ty

elde edilir.

bulunur.

yazilirsa,

Sonug olarak,

m+1
m 2m—1 1 m
B;(Zerz) = (_1) k [_TJ r’ (rzpbo - 2(m+1)be1)

"2(m+1)
Burada,
_ 2m—1
m+1 2(m+1) m
me Z" igin,

51

m+1
1 a m+1 3
k|- | —| (it P
2(m+1) m[ ron o, ((xl X xs) ; boxbj

m+1
——zj " (rZPb0 + 2(m+1)bel)

m+1
—izj P (rZPb0 + 2(m+1)be1 ) + (—l)m 2(_

1

Ty

m+l
—j " (2m-1)k,x,0, =0

2



Benzer sekilde devam edilirse, k, =% olduguna gore, m=2,3,...

tamsayilari i¢in,

3 (2m—3)(2m—5)...1k 3 (2m-3)(2m-5)..11 B (2m-3)!
" 2m2(m=1).4 ' 2m2(m-1)..4 2 2"m!
dir.
Bu durumda (II1.37) yi saglayan k, degeri de bulunmus olur.
O halde,
m—l(zm_3)!! 1 " 2m=2( 2
Py =(-1) s (B, —2mx,0) (m=2,3,...)
(b=1,2,3) (I11.43)
elde edilir
Boylece bulunan katsayilar,
1 3
sz:_?(rzpho_thQl) ’ Ql:zpeoxe (b:1’2’3)
0 e=l1
ve

wo (2m=3)100 1Y,
Pb(2m):(_1) IW _’”_02 r’ Z(VZPbO—mele) (m=2,3,...)

(b =1, 2,3)
denklemleri ile,
P,=F, =...=Pb(2m+l) =0 (b=1,2,3)

biciminde ifade edilir.
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Bu boliimde bulunan sonuglar diizenlenirse, asagidaki teorem elde edilir.
Teorem IIL.1. R! = R’ xR, uzayinda Ot-metrigi ile elde edilen Riemann
49
Manifoldu iizerinde herhangi bir V = ZV’ . Killing Vektor Alani asagidaki
i=1 i
formiiller ile verilir:

1 1 - 1 f 1 -
Vh)_;{ro "?)z_x4x4‘ +7\jrz)2—r2pb—(,u><X)b—ﬁ(po ‘roz_x“x“‘ _7(p.x)Jx”}
4 0

Ty =1 0

1 - Y~
b=t (2 0) pif =7 = (55) (1144

2
Xy "b _x4x4‘

4 A D Hy X
Burada v, =) g.v' ve 4, =| A4, |, p,=| py | H=| 1, | . =] X,

i1

' A, Ps Hy X3

R’ teki vektorleri, "" i¢ carpimi, "x" dis ¢arpimi gostermektedir. O halde V

Killing Vektor Alani, p,, 4,, p,, &4, (b=1,2,3) ile ifade edilen 10 reel sabite

baghdir.
Ispat:
(II1.27) den,
fh:szm
m=0
dir.
(IIL.43) ten,
1 = (2m=3)0 1Y,
fb:P170+P’71_F(rzpho_szQl)-l_zz(_l) W(_?j 1"2 Z(rZB)O_zmbel)
0 m= : 0
dur.
Buradan,
~ P&, o (2m=3)N 1Y,
fb—l’m{l—z—roﬁ’;(—l) BT r By
1 & wr 2m=3)00 (1Y,
Y () Ji g itk /L L
( r m;( ) 2’"1(m—1)!( ron ' G
bulunur.
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o (2m=3)1!

ml2"

1 o
(1+t)2:1+%t+2(—1 "

m=2

ve
L o 2m 3)”
(1+1)2 = )y AL
mZ: (m—1)12""
oldugundan,
1
r? )2 1
fr=b+|1-—= | By+—= 1__ [Z Oxejxh
Ty ”o
elde edilir.

(II1.30) dan @P

0 -u
oP
(_MJ =~ 0 H

ox,
H, —H 0

=
\_/
[9%)
X
W
o
@)
<
o
jamat
[t
8
.
»
=

seklinde belirtilir.

O zaman, P, =—(uxX),

dir.
B, = p, ile gosterilirse,
2 2
- ry—r 1 -
=—(uxx) + + :
(fb) (:u x);, " Py %\/W(p x)xb
ve
f:(/lx) . 0 -rt Po=h
0
elde edilir.

Biitiin bulunan degerler (I11.10) da yerine yazilirsa,

):%\/‘%2_x4X4‘i((/1.%)+& ”oz—er

(Vb 3
X, X, X,

1

(xi) + M, o L ()
- X p p-XxX)x
X, X, b r b n lroz_rz b

+
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(v,)=

ve

(V4):

(V4)=

1 | ~
—{’b ‘7‘02_)(34X4‘ +_\/r027]?b—(lu><x)b_
Xy X, .

((1.x)+&\/ﬁj#

I .
0 ro x4x4‘

;(’b(l'i)"‘po\/rozj)

2
Xy "’o —x4x4‘

elde edilir.

(V4)=

O halde,

I 1 |
" {ro ‘roz_x4x4‘/1b+_\/F02—7F2Pb—(ﬂ><x)h_
XXy -
1 ~
———(r (D) pf 1)

2
Xy "b —_x4_x4‘
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BOLUM IV

OT-METRIGI ILE ELDE EDiLEN RIEMANN
MANIFOLDU UZERINDE HARMONIK,
KONFORM KILLING VE HOMOTETIK
KILLING VEKTOR ALANLARI

IV.1.HARMONIK VEKTOR ALANLARI

4
Bir V = Z v ai vektor alaninin Harmonik Vektor Alani olmast igin (I1.8) ve
I=1 X;

(I1.9) geregince,

ov, aV,-
i~y i#j, i,j=1...n
dx; ox (2] / )

ve

a1 |98, 98 985
il 2o~ o _ =0
l; 8 [axA 2 hél 8 [ dx, Odx, Ox Y

J a
4 .
denklemlerini saglamas: gerekir. v, = Z g,v’ olmak iizere, (IIl.2) metrigi i¢in,

J=1

(IT1.3) ve (IIL.5) te bulunan katsayilar,
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8. =0 (b,c=1,2,3)

Ve

:——5}: (b,c,€=1,2,3)

denklemlerde yerine yazilirsa,

%_avczo
ox, Ox,
(b;tc, b,c:1,2,3) (Iv.1)
W, v, _
ox, ox,
bulunur.
4 aV~ 4 h
Vy'=) g —- { }vl
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Ty e eal ly o — T To X4 I —r
By —=XXx, | ov, 1y —2x,x, 0
X4 Xy 2 —a v, | =
T Xy Xy (ro Xy Xy )
5 Nk v, XX, s 5|5 L -
Xy Xy | Ope == 5 a__ 2 be — 2 e T3 3 erve
o JOX. T T Ty =1 ) et

_ r2 ( 5 ) v, = 0
0 X\l — XXy
R )
5 Nk v, _( 0 ~ XXy ) v, 1 s 5% | s X, X, zx ;
bc 2 a 2 a 2 bc 2 bc 2 2 ele
Fy X Fy Xy N Fy 0 T e
I X, X )
+( 0 s Yl s XX, Ty —2X,%, 0
2 be 2 be 2 2 4 =
Ty Xy Ty Iy —r Ty = X%
dir.
O halde,
x,x |ov ov X, X X, X
2 b*Vc b 4 b”'c b”'c
1| O, 2 _(ro x4x4) ~| O 2 Oy 2 2 erve
Iy )Ox, X, Iy n—r)a

5= X,X ’ -
i —xx) [5bc_xb§cj[5bc+ jcbxczj_ro 255 1, 20 (he=1,2,3) (IV.2)

2
Iy —r Ty —X,X,

Bu durumda bir vektor alaninin Ot — metriginde Harmonik Vektor Alani
olmas ig¢in,

W Py e 9, 9,

ox. ox, ox, ox,

=0 (b#c, bc=123)

esitlikleri ile,

XX |ov v X, X X, X
r()z(ahc_ : C]a_x}:_(n)z_'x4'x4)a_xj_(5bc_b_2cJ(5bc+r2b chzxeve

2
Ty

5= X,X P2
+(0 4 4) (5hc_xbxc](5hc+ thczj_rbZ Xaty V4:0 (b,C:1,2’3)

2
Xy o

denklemlerini saglamasi gerekir.
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Uciincii boliimde yapildig: gibi bu denklemler ¢oziilerek Harmonik Vektor

Alanm belirlenebilir.

IV.2.KONFORM KILLING VEKTOR ALANLARI

4
Bir V= z V' i vektor alaninin Konform Killing Vektor Alani olmasi i¢in
=1 X;

1

(IL.15) geregince,

W, O, I .l 02, 98 8gj. Soal e UG ie| 98ka |, 98ia 98
L4 ha io + _ i — _ o a + o i
ox; ax Pyt & ( ox, Jx, Ox ; ox, 2 ,;l 8 ox, Odx, Ox K

(i,j=1,...,n)

4
denklemlerini saglamasi gerekir. v, = z gljv" olmak iizere, (II1.2) metrigi i¢in,
j=1

(IT1.3) ve (IIL.5) te bulunan katsayilar bu denklemlerde yerine yazilirsa asagidaki

ot %_4 h
(axb 2 i

denklemler elde edilir:
avb . <
-2
ox, Bxh ;{ }
9, ,
ox, axb b ¢
_1 SR h g% a"4_ N h
_2gb‘{; (axb ; o, ; b k[
v, w2 2(r7 - %) 1%,
a_xi o, _’”_02( ijev t———| O +55 v
1 SR S |4
—ngc{;g (axb 21 1" 1™
ov av 2 ( x4x4) X, X,
S
__1 5, +—re |y x| 5, -2 oL 5, +—bke ixv
2x4x4 bc ’E)Z_rZ 474 bk 762 axb r02 be ’E)Z_rZ — e’e
2
(’b _x4x4) XX,
+ 0, +—1°
X, (b‘ roz—rzjv“}
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2
av, dv. 2 XX | 2(’"0 —x4x4) X, X
b - b”"c b”"c
LS G+ D xy, A ———— 5b"+r2 <1y,

2
ox, ox, r,

&

1 X, X x.x, |ov 1 X, X X, X X X 3
=—| 5 +—L ||, - |~ _—|§ +—L< o, — k|5 b
2[ " roz_rzj( " r02 Jaxb 2r02( " roz_er( " roz J( " roz_rzjez—l:

2
1 XpXe X% [ 15— X%,
+§ Onc ¥ r—r? O~ r X Y
0 0 0 X4

bulunur.

O halde
dv, dv, 1 X, X, X, X, |ov
—b o, +—L<_ 1§, ——Lk| L
dx, Ox, 2[ be Oz—rzj[ b r jaxh

1 X, X 1 2
5| G +=55 || 2= O — S, +—rte X,V
roz( bc roz_rzj( 2( bk ro J( be ro _r2 jj; e’ e

1 —x,X X, X, 1 X, X X, X,
+ L 5 4= 12— 5, -5 1 8, + = | v, =0(b,c =1,2,3)
Ty Xy Iy —r 2 I Ty —r

(Iv.3)

dir.

Diger taraftan,
v, 8v4 . 2 o[ N h
— — — - %
ox, ' ox, hZ O e RS

4
% I, 22 v, =2 v, =0
ox, axb b ¢ b 4
3

%4_8&4_35;2‘}:3:0
a.x4 a'xb -x4 e=1
ise,

M M 200 (b=1,2.3) (IV.4)

ox, ox, x,
bicimindedir.

Son olarak,
v, 2 4 o, | h

) < ac | 9V v

ax4 ax4 2{4 4} 4g4“;g (ax4 ;{4 k} ”j
dir.
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) 4

2( dx, «x, (ro2 —X,X,
oldugundan,
2 —
Oy 1 —2XX, RLIE RN (IV.5)
o, x, (’b - x4x4)
elde edilir.

O halde bir vektor alaninin Ot — metriginde Konform Killing Vektor Alan
olmast i¢in,

M2 (b=1,2,3)
ox, ox, x,

ve

M, w2 |
4
ox, x, (ro2 - x4x4)
esitlikleri ile,

ai_,_avc _l(ghc_,_ XpXe ](é;k_thkjaﬁ

dx, ox, 2 Py’ n

Iy —r
1 X, X 1 X, X X, X 3
__2 5bc+ zb 62 2__ ka_ bzk é’be—l_ 2’7 82 erve
7 Ty —F 2 7 Ty —F per

1 =X, X, X, 1 X, X X, X
+ : 2 — §bc+ zb 2 2—— §bk_ bzk §bc'+ 2b Lz V4:O(b,C:1,2,3)
Ty Xy Iy —r 2 I Ty —r

denklemlerini saglamasi gerekir.
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Uciincii boliimde yapildig: gibi bu denklemler ¢oziilerek Konform Killing
Vektor Alam belirlenebilir.

IV.3.HOMOTETIK KILLING VEKTOR ALANLARI

4
Bir V= z V' i vektor alaninin Homotetik Killing Vektor Alan1 olmasi icin
I=1 X

(I.17) geregince,
v, v, & 98, 98, 98
9 (T hor ig 4 “Oja _ “Oji =2co . i,j=1,..,n

1

4
denklemlerini saglamas: gerekir. v, = z g ijv-f olmak iizere, (II1.2) metrigi icin,
j=1

(IT1.3) ve (IIL.5) te bulunan katsayilar bu denklemlerde yerine yazilirsa asagidaki

denklemler elde edilir:

avb v,
i =2
ox, axb - { } “8ne

v, v 2 3 T = X,X
D 4 v"——(@,ﬁ fbx"2j2x8v8+2—(0 5 ¢ 4)(5bc+ f”x"zjzch(@ﬁ fbxczj
r

2
ox, ox, r,

ise,

C

a a 3 rz_xx
&+L_£[5M+_fbxc2jzxeve+z(° - 4)[(5,” fb"czj—ch(é‘,,ﬁ%j:O

ox, ox, 17 Iy —r
(b,c=1,2,3) (Iv.6)
seklini alir.

Diger taraftan,

v, 8\/4 .
— -2 =2
ax4 axb Z { } h Cg b4

oldugundan,
MM 2, (b=1,2,3) (IV.7)
ox, ox, x,

dir.
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Son olarak,

v,
_ E =2
8x4 8x4 {4 4} 4= C8u

2 2
aV4 h _2x4x4 _ Ty
—+2———<v, =2
ax4 Xy (1‘0 Xy Xy ) Xy Xy \ 1 ( — XXy )
ise,
ov rl—=2x,x r2
Loy By e =0 (Iv.8)
ox, x, (r0 —x4x4) X, X, (ro —x4x4)
elde edilir.

O halde bir vektor alaninin Ot — metriginde Homotetik Killing Vektor Alani
olmast i¢in,

M2 (b=1,2,3)
ox, ox, x,

ve

2
-
v, +c 0 =0

2
av, 1y —2x,x,
2
Xy Xy (’?) _x4x4)

o, x, (’?)2 - x4x4)
esitlikleri ile,

%4_ avc 3(

2
ox, oJx, 1,

—X,X
]erv +2( i 4)(5bc+ fbx"2]—2c ! (ch+ fbx"ZJ:O
X, . —r XX, . —r

(b.c=1,2,3)

denklemlerini saglamasi gerekir.

Uciincii boliimde yapildig: gibi bu denklemler ¢oziilerek Homotetik Killing
Vektor Alan belirlenebilir.
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