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BÖLÜM I 

 
GİRİŞ VE AMAÇ 

 
I.1.GİRİŞ 

 

Vektör alanları Diferansiyel Geometrinin önemli açılımlarından birini 

oluşturur. Modern Diferansiyel Geometrinin gelişimine bağlı olarak vektör 

alanlarının çeşitli özellikleri pek çok araştırmaya konu olmuştur. İlk defa W.Killing 

[ ]1  tarafından 19. yüzyılın sonunda tanımlanan sonsuz küçük hareketler bilindiği 

üzere bir Riemann Manifoldu üzerinde yerel afin dönüşümlerin bir yerel 1-

parametreli grubunu üreten vektör alanlarıdır. Bunlara sonsuz küçük dönüşümler 

veya sonsuz küçük hareketler veya Killing Vektör Alanları denir. Bunlardan 

hareketle Harmonik, Konform Killing ve Homotetik Killing v.b. vektör alanları 

tanımlanmış, bu alanlar çeşitli metriklerde incelenmiş, araştırmacılar tarafından pek 

çok özellikleri elde edilmiştir. Söz konusu vektör alanlarının, Riemann Manifoldu 

üzerindeki bir çok özelliği ise, bilhassa K. Yano [ ]2  ve [ ]3 , B. Costant [ ]4 , 

C.C.Bosch [ ]5 , G. Bitis [ ]6  tarafından verilmiştir. Japon araştırmacı T. Otsuki, 4 - 

boyutlu 4 3
R R R+ += ×  uzayında, Einstein Koşulunu sağlayan bir Minkowski-tipi 

metrikten hareketle Ot-metriği adını verdiği bir metrik tanımlamış ve bu Pseudo-

Riemann Metrikli Spacetime ın önce geodeziklerini incelemiş [ ]7 , sonra da, aynı 
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spacetime ın bütün Killing Vektör Alanlarını belirlemiştir[ ]8 . Aynı yazar [ ]9  nolu 

makalesinde ise benzer problemi metrik için verdiği özel bir şart altında ele almış ve 

benzer sonuçlar vermiştir. 

 

I.2.AMAÇ 

 

 Bu araştırmada, Ot-metriğinden özel bir şartla elde edilen Riemann 

Manifoldu üzerinde sonsuz küçük hareketlerin (Killing Vektör Alanlarının) 

belirlenmesi probleminin çözümü detaylarıyla incelenmiş, ayrıca aynı metrikle 

verilen Riemann Manifoldu üzerinde, Harmonik, Konform Killing ve Homotetik 

Killing Vektör Alanlarının belirlenmesi problemi ele alınmıştır. 

 Bu amaçla çalışmanın II. Bölümünde konu ile ilgili ön bilgiler ileride 

kullanılmaya elverişli biçimleri ile verilmiştir. Dolayısı ile vektör alanı, kovaryant ve 

kontravaryant türev, Ricci ve skaler eğrilik tanımları ile Einstein Koşulu verilmiş, 

Killing, Harmonik, Konform Killing ve Homotetik Killing Vektör Alanlarının 

denklemleri, hem kovaryant hem de kontravaryant bileşenler ile yazılmıştır.  

Bölüm-III te Ot-metriğinden özel bir şart ile elde edilen Riemann Manifoldu 

üzerinde Killing Vektör Alanları belirlenmesi problemi detaylı olarak incelenmiştir. 

Bölüm-IV ise Ot-metriğinden elde edilen Riemann Manifoldu üzerinde, Harmonik, 

Konform Killing ve Homotetik Killing Vektör Alanlarının denklemlerinin 

oluşturulmasına ayrılmıştır. Bölüm-IV ün yöntemleri ile oluşturulan denklemlerin 

çözümleri, bir başka araştırmaya konu olabilecektir. 
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BÖLÜM II 

 
ÖN BİLGİLER 

 
II.1.VEKTÖR ALANI 

 

Bir M  manifoldunun her p  noktasına, p  noktasındaki bir 
p

X  teğet 

vektörünü karşılık getiren, 

:
P

X p X→  

dönüşümüne M  üzerinde bir vektör alanı denir. 

U M⊂  açık cümlesinde lokal koordinat sistemi ( )1,..., nx x  ise p U∈  

noktasında 
P

X  tek türlü olarak,  

( )
1

n
i

p

i i p

X p
x

ξ
=

 ∂
=  

∂ 
∑  

şeklinde ifade edilir. U  üzerinde ( )1,...,i
i nξ =  fonksiyonlarına X  in ( )1,..., nx x  

lokal koordinat sistemine göre bileşenleri denir. 
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II.2.CHRISTOFFEL SEMBOLLERİ 

 

M  bir Riemann Manifoldu, g  onun  Riemann Metriği olsun. g  nin  bu 

sisteme göre bileşenleri 
ij

g  ise ( ) ( )
1

ij

ij
g g

−

=  dir. 
i

x

∂

∂
, ( )1,...,ix i n=  koordinatlarına 

göre kısmi türevi göstermek üzere Christoffel Sembolleri,  

1

1

2

n
j jih i

j i

g gh g
g

j i x x x

αα α

α α=

 ∂ ∂  ∂
= + −    ∂ ∂ ∂   
∑                                            (II.1) 

ile tanımlanır. 

 

II.3.KOVARYANT TÜREV 

 

i
x

∂

∂
, ( )1,...,ix i n=  koordinatlarına göre kısmi türevi ve ( )1,...,iw i n=  

kovaryant vektörü göstermek üzere bir kovaryant vektör alanının kovaryant türevi, 

1

n
i

j i h

hj

hw
w w

j ix =

 ∂
∇ = −  

∂  
∑     ( ), 1,...,i j n=                                     (II.2) 

ile tanımlanır. 

( )1,...,h
v i n=  kontravaryant vektörü göstermek üzere bir kontravaryant 

vektör alanının kovaryant türevi, 

1

h n
h i

j

ij

hv
v v

j ix =

 ∂
∇ = +  

∂  
∑      ( ), 1,...,i j n=                                     (II.3) 

ile tanımlanır. 
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II.4.RICCI EĞRİLİĞİ 

 

h

j i

 
 
 

 Christoffel Sembollerini ifade etmek üzere Ricci Eğrilik Tensörünün 

bileşenleri, 

1 1

n n
i

j hk

l lh k

i i

i l i lj k j h
R

l h j k l k j hx x = =

   
∂ ∂   

        = − + −     
∂ ∂      

∑ ∑  

dir. i ij

h jhg gδ =  olmak üzere i i i

j hk h jk k jhR g gδ δ= −  ise Ricci Eğriliği, 

1

n
l

jk j lk

l

R R
=

=∑  

ile tanımlanır. 

 

II.5.SKALER EĞRİLİK 

 

jk
R , Ricci Eğriliğini göstermek üzere skaler eğrilik,  

, 1

n
jk

jk

j k

R g R
=

= ∑  

ile tanımlanır. 

 

II.6.EINSTEIN KOŞULU 

 

ij
R , Ricci Eğriliğini ve R , skaler eğriliği göstermek üzere Einstein Koşulu, 

ij ij

R
R g

n
=  

ile tanımlanır. 
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II.7.KILLING VEKTÖR ALANI 

 

M  bir Riemann Manifoldu, g onun Riemann Metriği olmak üzere, M  

üzerinde bir vektör alanı V  olsun. M  nin bir U  açık cümlesi üzerinde bir lokal 

koordinat sistemi ( )1,..., nx x  ve V  nin bu sisteme göre bileşenleri i
v  olsun. 

1

n
i

i i

V v
x=

∂
=

∂
∑  ve ∇ , kovaryant türevi göstermek üzere, 

0
j i i j
v v∇ + ∇ =  ( ), 1,...,i j n=                                                 (II.4) 

bağıntısı Riemann Manifoldunun bir sonsuz küçük hareketini veya Killing Vektör 

Alanını tanımlar. 

g nin bu sisteme göre bileşenleri 
ij

g  olmak üzere, (II.1) ve (II.2) ifadeleri 

(II.4) te yerine yazılırsa, 

1

2 0
n

ji
j i i j h

hj i

v hv
v v v

j ix x =

∂  ∂
∇ + ∇ = + − = 

∂ ∂  
∑  

1 1

1
2 0

2

n n
j j jihi i

h

hj i j i

v g gv g
g v

x x x x x

αα α

α α= =

  ∂ ∂ ∂∂ ∂ 
+ − + − =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∑ ∑  

, 1

0
n

j j jihi i
h

hj i j i

v g gv g
g v

x x x x x

αα α

α α=

 ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ − + − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑    ( ), 1,...,i j n=                  (II.5) 

kovaryant bileşenler ile Killing Diferansiyel Denklemleri elde edilir. 

Bu denklemlerin kontravaryant bileşenler ile ifadesi için, 
1

n
h

i ih

h

v g v
=

=∑  

olduğuna göre,  

1 1

0
h

n n
j j jihi i

j i i j

hj i j i

v g gv g
v v g v

x x x x x

αα α

α α= =

  ∂ ∂ ∂∂ ∂ 
∇ + ∇ = + − + − =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∑ ∑  

1

0
n

j j jii i

j i j i

v g gv g
v

x x x x x

αα α

α α=

 ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ − + − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑  

1 1 1

0
n n n

j jii
i j

j i j i

g gg
g v g v v

x x x x x

αα α α α
α α

α α α α= = =

 ∂ ∂∂∂ ∂   
+ − + − =      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

∑ ∑ ∑  

1 1 1

0
n n n

j j jii i
i j

j j i i j i

g g gg gv v
v g v g v

x x x x x x x

α α
α αα α αα α

α α
α α α α= = =

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + − + − =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

∑ ∑ ∑  
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1 1 1 1 1 1 1

0
n n n n n n n

j j jii i
i j

j j i i j i

g g gg gv v
v g v g v v v

x x x x x x x

α α
α αα α α α αα α

α α
α α α α α α α α= = = = = = =

∂ ∂ ∂∂ ∂∂ ∂
+ + + − − + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

1

0
n

ji

i j

j i

gv v
g g v

x x x

α α
α

α α
α α=

 ∂∂ ∂ 
+ + = 

∂ ∂ ∂  
∑   

dır. 

O halde Killing Diferansiyel Denklemleri, kontravaryant bileşenleri ile,  

1

0
n

ji

i j

j i

gv v
g g v

x x x

α α
α

α α
α α=

 ∂∂ ∂ 
+ + = 

∂ ∂ ∂  
∑  ( ), 1,...,i j n=             (II.6) 

şeklinde ifade edilir. 

 

II.8.HARMONİK VEKTÖR ALANI 

 

Bir M  Riemann Manifoldu üzerinde bir vektör alanı V  olsun. M  üzerinde 

∇  kovaryant türevi göstermek üzere eğer V  vektör alanı için,  

0
j i i j
v v∇ − ∇ =         ve       

1

0
n

i

i

i

v
=

∇ =∑       ( ), , 1,...,i j i j n≠ =            (II.7) 

bağıntıları sağlanırsa, V  vektör alanına Harmonik Vektör Alanı denir.   

(II.7) ifadesindeki birinci bağıntı,  

1 1

n n
ji

j i i j h h

h hj i

vh hv
v v v v

j i i jx x= =

∂    ∂
∇ − ∇ = − − −    

∂ ∂    
∑ ∑  

       0ji

j i

vv

x x

∂∂
= − =

∂ ∂
 

olduğuna göre,  

0ji

j i

vv

x x

∂∂
− =

∂ ∂
  ( ), , 1,...,i j i j n≠ =               (II.8) 

dır. 

(II.7) ifadesindeki ikinci bağıntı için, 
1

n
i ij

j

j

v g v
=

=∑  olduğuna göre,  

( )
1 , 1

n n
i ij

i i j

i i j

v g v
= =

∇ = ∇∑ ∑  

 ( ) ( ){ }
, 1

n
ij ij

i j i j

i j

g v v g
=

= ∇ + ∇∑  
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 ( )
, 1

n
ij

i j

i j

g v
=

= ∇∑  

 ( )
, 1

n
ji

j i

i j

g v
=

= ∇∑  

 
, 1 1

n n
ji i

h

i j hj

hv
g v

j ix= =

  ∂
= −   ∂   
∑ ∑  

 
, 1 , 1

1
0

2

n n
j jiji hi i

h

i j hj j i

g gv g
g g v

x x x x

αα α

α α= =

  ∂ ∂∂ ∂
= − + − =    ∂ ∂ ∂ ∂  
∑ ∑  

biçimindedir. 

Dolayısıyla,  

, 1 , 1

1
0

2

n n
j jiji hi i

h

i j hj j i

g gv g
g g v

x x x x

αα α

α α= =

  ∂ ∂∂ ∂
− + − =    ∂ ∂ ∂ ∂  

∑ ∑                       (II.9) 

denklemleri elde edilir. 

O halde kovaryant bileşenler ile verilen V  vektör alanı, (II.8) ve (II.9) 

denklemlerini sağlaması halinde bir Harmonik Vektör Alanıdır. 

Kovaryant bileşenlerden kontravaryant bileşenlere geçildiğinde, 
1

n
h

i ih

h

v g v
=

=∑  

olduğuna göre (II.7) ifadesindeki birinci bağıntı, 

1 1

n n
h h

j i i j ih jh

h hj i

v v g v g v
x x= =

∂ ∂   
∇ − ∇ = −   ∂ ∂   

∑ ∑  

       
1 1

h hn n
jhh hih

ih jh

h hj j i i

gg v v
v g v g

x x x x= =

  ∂ ∂ ∂ ∂
= + − +    ∂ ∂ ∂ ∂  
∑ ∑  

        
1

h hn
jhh hih

ih jh

h j i j i

gg v v
v v g g

x x x x=

 ∂∂ ∂ ∂ 
= − + − 

∂ ∂ ∂ ∂  
∑  

        
1

0
h hn

jh hih
ih jh

h j i j i

gg v v
v g g

x x x x=

  ∂∂ ∂ ∂ 
= − + − =   ∂ ∂ ∂ ∂   
∑  

şeklindedir. 

O halde,  

1

0
h hn

jh hih
ih jh

h j i j i

gg v v
v g g

x x x x=

  ∂∂ ∂ ∂ 
− + − =   ∂ ∂ ∂ ∂   

∑     ( ), , 1,...,i j i j n≠ =     (II.10)  

dır. 
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(II.7) ifadesindeki ikinci bağıntı, 
1

i n
i h

j

hj

iv
v v

j hx =

 ∂
∇ = +  

∂  
∑  olduğuna göre, 

1 1 1

in n n
i h

i

i i hi

iv
v v

i hx= = =

  ∂
∇ = +   

∂   
∑ ∑ ∑  

dir. 

Buradan,  

1 , 1

1
0

2

in n
i hi h ih

i hi h i

g g gv
g v

x x x x

α α α

α α= =

  ∂ ∂ ∂∂ 
+ + − =  

∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑                 (II.11) 

denklemleri elde edilir. 

Böylece Harmonik Vektör Alanının kontravaryant bileşenler cinsinden 

ifadeleri (II.10) ve (II.11) denklemleri ile verilir. 

 

II.9.KONFORM KILLING VEKTÖR ALANI 

 

Bir M  Riemann Manifoldu üzerinde bir vektör alanı V  olsun. ∇  kovaryant 

türevi göstermek üzere V  vektör alanı için, 

2
j i i j ji
v v g∇ + ∇ = Φ           ( ), 1,...,i j n=                 (II.12) 

bağıntısı sağlanırsa V  vektör alanına Konform Killing Vektör Alanı denir. 

Φ  fonksiyonunu belirlemek için, (II.12) ifadesinin her iki tarafı ijg  ile 

çarpılıp, i  ve j  üzerinden toplam alınırsa, 

( )
, 1 , 1

2
n n

ij ij

j i i j ij

i j i j

g v v g g
= =

∇ + ∇ = Φ∑ ∑  

elde edilir. 

Buradan, 

( ) ( )
, 1 , 1 , 1

2
n n n

ij ij ij

j i i j ij

i j i j i j

g v g v g g
= = =

∇ + ∇ = Φ∑ ∑ ∑  

1 1 1 1 , 1

2
n n n n n

ij ij ij

j i i j ij

j i i j i j

g v g v g g
= = = = =

  
∇ + ∇ = Φ  

   
∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

1 1 , 1

2
n n n

j i ij

j i ij

j i i j

v v g g
= = =

∇ + ∇ = Φ∑ ∑ ∑  

bulunur. 
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i j=  için, 

1 1 1

2
n n n

i i ii

i i ii

i i i

v v g g
= = =

∇ + ∇ = Φ∑ ∑ ∑  

( )1 2
1 2

1

2 2 ...
n

i n

i n

i

v δ δ δ
=

∇ = Φ + + +∑  

1

2 2
n

i

i

i

v n
=

∇ = Φ∑  

veya, 

1

1 n
i

i

i

v
n =

Φ = ∇∑                 (II.13) 

dir. 

Böylece, 

1

2 n
k

j i i j ji k

k

v v g v
n =

∇ + ∇ = ∇∑      ( ), 1,...,i j n=  

elde edilir. 

1

n
ji

j i i j i j

j i

gv v
v v g g v

x x x

α α
α

α α
α α=

 ∂∂ ∂ 
∇ + ∇ = + + 

∂ ∂ ∂  
∑  

ve 

1 1 1

kn n n
k h

k

k k hk

kv
v v

k hx= = =

  ∂
∇ = +   

∂   
∑ ∑ ∑  

olduğuna göre, 

1 1 1

2 kn n n
ji h

i j ji

k hj i k

g kv v v
g g v g v

k hx x x n x

α α
α

α α
α α= = =

 ∂   ∂ ∂ ∂ 
+ + = +    

∂ ∂ ∂ ∂      
∑ ∑ ∑  

1 1 , 1

2 1
0

2

kn n n
ji k hk h kh

i j ji

k hj i k h k

g g g gv v v
g g v g g v

x x x n x x x x

α α
α α α α

α α
α αα α= = =

   ∂  ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂   
+ + = + + − =    

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
∑ ∑ ∑

 ( ), 1,...,i j n=                    (II.14) 

bulunur ki, denklemler kontravaryant bileşenler cinsinden ifade edilmiş olur. 

Bu durumda bir vektör alanı (II.14) denklemlerini sağlaması halinde Konform 

Killing Vektör Alanı olur.  

Aynı denklemler kovaryant bileşenler ile aşağıdaki şekilde olacaktır: 

1

2
n

ji
j i i j h

hj i

v hv
v v v

j ix x =

∂  ∂
∇ + ∇ = + −  

∂ ∂  
∑  
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, 1

n
j j jihi i

h

hj i j i

v g gv g
g v

x x x x x

αα α

α α=

 ∂ ∂ ∂∂ ∂
= + − + −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑  

ve  
1

n
k ki

i

i

v g v
=

=∑ olmak üzere, 

1 , 1 , 1

1
0

2

n n n
k ik hk k i ik

k h

k i k hi i k

v g g g
v g g v

x x x x

α α α

α α= = =

  ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = − + − =   ∂ ∂ ∂ ∂  

∑ ∑ ∑  

olduğu göz önüne alınırsa, 

, 1 , 1 , 1

2 1

2

n n n
j j jih ik hi i k k i ik

h ji h

h i k hj i j i i i k

v g gv g v g g g
g v g g g v

x x x x x n x x x x

αα αα α α

α αα α= = =

   ∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − = − + −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∑ ∑ ∑

( ), 1,...,i j n=                   (II.15) 

dir. 

O halde bir vektör alanı (II.15) denklemlerini sağlarsa Konform Killing 

Vektör Alanıdır.  

 

II.10.HOMOTETİK KILLING VEKTÖR ALANI 

 

Bir M  Riemann Manifoldu üzerindeki bir V  vektör alanının 

2
j i i j ji
v v cg∇ + ∇ =         ( ), 1,...,i j n=             (II.16) 

bağıntısını sağlaması halinde V  ye Homotetik Killing Vektör Alanı denir. Burada c 

bir sabittir. 

1

2
n

ji
j i i j h

hj i

v hv
v v v

j ix x =

∂  ∂
∇ + ∇ = + −  

∂ ∂  
∑  

                           2
ji

cg=  

ise, 

, 1

2
n

j j jihi i
h ji

hj i j i

v g gv g
g v cg

x x x x x

αα α

α α=

 ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ − + − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑    ( ), 1,...,i j n=          (II.17) 

bulunur ki, denklemler kovaryant bileşenler cinsinden ifade edilmiş olur. 

O zaman, bir vektör alanı (II.17) denklemlerini sağlıyorsa Homotetik Killing 

Vektör Alanıdır. 
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Denklemlerin kontravaryant bileşenler cinsinden ifadesi ise aşağıdaki 

şekildedir: 

1

n
ji

j i i j i j

j i

gv v
v v g g v

x x x

α α
α

α α
α α=

 ∂∂ ∂ 
∇ + ∇ = + + 

∂ ∂ ∂  
∑  

                          2
ji

cg=    

olduğuna göre, 

1

2
n

ji

i j ji

j i

gv v
g g v cg

x x x

α α
α

α α
α α=

 ∂∂ ∂ 
+ + = 

∂ ∂ ∂  
∑    ( ), 1,...,i j n=           (II.18) 

dir.  
O halde bir vektör alanı (II.18) denklemlerini sağlıyorsa Homotetik Killing 

Vektör Alanıdır. 
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BÖLÜM III 

 
OT-METRİĞİ İLE ELDE EDİLEN RIEMANN 

MANİFOLDU ÜZERİNDE KILLING VEKTÖR 

ALANLARI 

 
III.1.OT-METRİĞİNİN BELİRLEDİĞİ RIEMANN 

MANİFOLDU 

 

 [ ]8  de  4 3
R R R+ += ×  uzayında, 

3
2

1
b b

b

r x x
=

=∑   ve  0a sabit= >  olmak üzere, 

Ot-metriği adı verilen, 

3
2

4 42
, 14 4 4 4

1 1

1 1
b c

bc b c

b c

ax x
ds dx dx dx dx

x x ar ax x
δ

=

  
= − −  

+ +  
∑                         (III.1)  

Pseudo - Riemann Metriği ile tanımlanan bir spacetime ın bütün Killing Vektör 

Alanları belirlenmiştir. Yukarıdaki metrikte, ( )02
0

1
, 0a r

r
= − >  yazıldığında,                      

23
2 0

4 42 2 2
, 14 4 0 0 4 4

1 b c
bc b c

b c

x x r
ds dx dx dx dx

x x r r r x x
δ

=

   
= + −  

− −   
∑                         (III.2)                                        

olur.  
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Bu metriğin 0r r=  ve 4 0x r=  için singüleriteleri vardır. 4 3
R R R+ += ×  

uzayında  D : 00 r r< <  ,  0 4r x<   bölgesi göz önüne alınırsa, (III.2) metriği bu 

bölgede bir Riemann Manifoldu tanımlar. Bu manifolda Ot-metriğinin tanımladığı 

Riemann Manifoldu adı verilecektir. 

D  bölgesi için (III.2) metriğinin açık ifadesi yazıldığında, 

2 1 31 1 1 2 2 1
1 1 1 2 1 3 2 12 2 2 2 2 2 2 2

4 4 0 0 0 0

1
1

x xx x x x x x
ds dx dx dx dx dx dx dx dx

x x r r r r r r r r

       
= + + + +       

− − − −       

2 3 3 1 3 22 2
2 2 2 3 3 1 3 22 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

1
x x x x x xx x

dx dx dx dx dx dx dx dx
r r r r r r r r

       
+ + + + +       

− − − −       
 

2
3 3 0

3 3 4 42 2 2
0 0 4 4

1
x x r

dx dx dx dx
r r r x x

    
+ + −    

− −     
  

bulunur. Bu ifade  

4
2

, 1
ij i j

i j

ds g dx dx
=

= ∑  ile karşılaştırıldığında, 

1 1
11 2 2

4 4 0

1
1

x x
g

x x r r

 
= + 

− 
 1 2

12 2 2
4 4 0

1 x x
g

x x r r

 
=  

− 
 

1 3
13 2 2

4 4 0

1 x x
g

x x r r

 
=  

− 
  14 0g =  

2 1
21 2 2

4 4 0

1 x x
g

x x r r

 
=  

− 
  2 2

22 2 2
4 4 0

1
1

x x
g

x x r r

 
= + 

− 
 

2 3
23 2 2

4 4 0

1 x x
g

x x r r

 
=  

− 
  24 0g =  

3 1
31 2 2

4 4 0

1 x x
g

x x r r

 
=  

− 
  3 2

32 2 2
4 4 0

1 x x
g

x x r r

 
=  

− 
 

3 3
33 2 2

4 4 0

1
1

x x
g

x x r r

 
= + 

− 
 34 0g =  

41 0g =    42 0g =  

43 0g =    
( )

2
0

44 2
4 4 0 4 4

r
g

x x r x x
= −

−
 

olduğu görülür. 
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Bu ifadeler yardımı ile ( )ij
g  matrisi oluşturulup, ( )det

ij
g hesaplandığında,  

( )
( ) ( )( )

2
0

8 2 2 2
4 0 4 4 0

det
ij

r
g

x r x x r r
= −

− −
 

bulunur. 

Diğer taraftan determinant elemanlarının işaretli minörleri sırası ile, 

( )
( ) ( )( )

2 2
0 0 1 1

11 6 2 2 2
4 0 4 4 0

r r x x
G

x r x x r r

−
= −

− −
 

( ) ( )( )

2
0 2 1

21 6 2 2 2
4 0 4 4 0

r x x
G

x r x x r r
=

− −
 

( ) ( )( )

2
0 3 1

31 6 2 2 2
4 0 4 4 0

r x x
G

x r x x r r
=

− −
 

41 0G =  

( ) ( )( )

2
0 1 2

12 6 2 2 2
4 0 4 4 0

r x x
G

x r x x r r
=

− −
 

( )
( ) ( )( )

2 2
0 0 2 2

22 6 2 2 2
4 0 4 4 0

r r x x
G

x r x x r r

−
= −

− −
 

( ) ( )( )

2
0 3 2

32 6 2 2 2
4 0 4 4 0

r x x
G

x r x x r r
=

− −
 

42 0G =  

( ) ( )( )

2
0 1 3

13 6 2 2 2
4 0 4 4 0

r x x
G

x r x x r r
=

− −
 

( ) ( )( )

2
0 2 3

23 6 2 2 2
4 0 4 4 0

r x x
G

x r x x r r
=

− −
 

( )
( ) ( )( )

2 2
0 0 3 3

33 6 2 2 2
4 0 4 4 0

r r x x
G

x r x x r r

−
= −

− −
 

43 0G =  

14 0G =  24 0G =  34 0G =  

( ) ( )

2
0

44 6 2 2
4 0

r
G

x r r
=

−
   olduğundan, 
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11 1 1
4 4 2

0

1
x x

g x x
r

 
= − 

 
  12 1 2

4 4 2
0

x x
g x x

r
= −  

13 1 3
4 4 2

0

x x
g x x

r
= −   14 0g =  

21 2 1
4 4 2

0

x x
g x x

r
= −   22 2 2

4 4 2
0

1
x x

g x x
r

 
= − 

 
 

23 2 3
4 4 2

0

x x
g x x

r
= −   24 0g =  

31 3 1
4 4 2

0

x x
g x x

r
= −   32 3 2

4 4 2
0

x x
g x x

r
= −  

33 3 3
4 4 2

0

1
x x

g x x
r

 
= − 

 
  34 0g =  

41 0g =    42 0g =  

43 0g =    
2

44 0 4 4
4 4 2

0

r x x
g x x

r

 −
= −  

 
 

 şeklini alır. 

 Bütün bu ifadeleri kısaca, 

2 2
4 4 0

1 b c
bc bc

x x
g

x x r r
δ
 

= + 
− 

 

4 0
b

g =       ( , 1,2,3)b c =                        (III.3) 

( )

2
0

44 2
4 4 0 4 4

r
g

x x r x x
= −

−
  

ve 

4 4 2
0

bc b c
bc

x x
g x x

r
δ
 

= − 
 

  

4 0bg =      ( , 1,2,3)b c =                       (III.4) 

( )2
0 4 444

4 4 2
0

r x x
g x x

r

−
= −   

biçiminde yazılabilir. 
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(II.1) de tanımlanan Christoffel Sembolleri (III.3) ve (III.4) ifadeleri 

kullanılarak aşağıdaki şekilde ifade edilir: 

4
1 1 1 11

1 1 1

1 1

1 1 2
k k k

k k

g g g
g

x x x=

   ∂ ∂ ∂
= + −   

∂ ∂ ∂   
∑         

11 1211 11 11 12 21 11

1 1 1 1 1 2

1 1

2 2

g g g g g g
g g

x x x x x x

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + + −   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

13 1413 31 11 14 41 11

1 1 3 1 1 4

1 1

2 2

g g g g g g
g g

x x x x x x

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + + −   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
          

11 12 12 13 131311 12 11 11

1 1 2 1 3

1 1 1

2 2 2

gg g g g
g g g g g

x x x x x

∂∂ ∂ ∂ ∂
= + − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

1 1 1 1 1 2 1 2
4 4 4 42 2 2 2 2 2

0 1 4 4 0 0 1 4 4 0

1 1 1
1 1

2

x x x x x x x x
x x x x

r x x x r r r x x x r r

           ∂ ∂   
= − + −           

∂ − ∂ −              
 

1 3 1 31 2 1 1
4 4 4 42 2 2 2 2 2

0 2 4 4 0 0 1 4 4 0

1 1 1
1

2

x x x xx x x x
x x x x

r x x x r r r x x x r r

         ∂ ∂   
+ + −         

∂ − ∂ −            
 

1 3 1 1
4 4 2 2 2

0 3 4 4 0

1 1
1

2

x x x x
x x

r x x x r r

   ∂ 
+ +   

∂ −    
 

( )
( )

( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2
1 0 2 3 2 0 1 2 31 1 1 2 1 2 2 1

2 2 22 2 22 2 2 2 2 2
0 0 00 0 0

1 1
1 2 2

2 2

x r x x x r x x xx x x x x x x x

r r rr r r r r r

     − − + − −       = − − + 
     − − −       

( )
( ) ( )

2 2 2 2 2
3 0 1 2 31 3 1 3 3 1

2 22 22 2 2 2
0 00 0

1
2

2

x r x x xx x x x x x

r rr r r r

   + − −
   − +
   − −   

 

2
1 1
2 2 2

0 0

1
x x

r r r

 
= + 

− 
 

2
1 1

112 2 2
0 0

x x

r r r
δ
 

= + 
− 

 

 O halde, 

1 1 1
112 2 2

0 0

1

1 1

x x x

r r r
δ
  

= +   
−   

 

bulunur. 
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Benzer işlemlerle, 

1 1 2
2 2 2

0 0

1

1 2

x x x

r r r

  
=   

−   
 

1 31
2 2 2

0 0

1

1 3

x xx

r r r

  
=   

−   
 

bulunacağından, 

2 2 2
0 0

e b c
bc

e x x x

b c r r r
δ
  

= +   
−   

           ( ), , 1,2,3b c e =  

yazılabilir. 

Diğer taraftan,  

4
4 1 1 11

1 1 1

4 1

1 1 2
k k k

k k

g g g
g

x x x=

   ∂ ∂ ∂
= + −   

∂ ∂ ∂   
∑  

olduğuna göre, 

41 4211 11 11 12 21 11

1 1 1 1 1 2

4 1 1

1 1 2 2

g g g g g g
g g

x x x x x x

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + + −     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
 

             43 4413 31 11 14 41 11

1 1 3 1 1 4

1 1

2 2

g g g g g g
g g

x x x x x x

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + + −   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 

              44 4414 11

1 4

1

2

g g
g g

x x

∂ ∂
= −

∂ ∂
 

              
2

0 4 4 1 1
4 4 2 2 2

0 4 4 4 0

1
1

r x x x x
x x

r x x x r r

  − ∂
= +  

∂ −  
 

              
( )

2 2
0 4 4 1

4 4 2 3 3 2 2 2 2
0 4 4 4 0 1 2 3

1r x x x
x x

r x x x r x x x

 − ∂
 = − +
 ∂ − − − 

 

              
2 2

0 4 4 0 4 41 1 1 1
112 2 2 2 2 2

0 4 0 0 4 0

1
r x x r x xx x x x

r x r r r x r r
δ

   − −
= − + = − +   

− −   
  

dir. 

 Yani, 

2
0 4 4 1 1

112 2 2
0 4 0

4

1 1

r x x x x

r x r r
δ
   −

= − +   
−   

  

dir. 
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Benzer şekilde, 

2
0 4 4 1 2

2 2 2
0 4 0

4

1 2

r x x x x

r x r r

   −
= −   

−   
 

2
0 4 4 1 3

2 2 2
0 4 0

4

1 3

r x x x x

r x r r

   −
= −   

−   
 

2
0 4 4 2 3

2 2 2
0 4 0

4

2 3

r x x x x

r x r r

   −
= −   

−   
  

bulunacağından, 

2
0 4 4

2 2 2
0 4 0

4
b c

bc

r x x x x

b c r x r r
δ
   −

= − +   
−   

        ( ), 1,2,3b c =  

biçimindedir. 

4
1 4 4 44

1 4 4

1 1

4 4 2
k k k

k k

g g g
g

x x x=

   ∂ ∂ ∂
= + −   

∂ ∂ ∂   
∑   

olduğuna göre, 

11 1241 14 44 42 24 44

4 4 1 4 4 2

1 1 1

4 4 2 2

g g g g g g
g g

x x x x x x

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + + −     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
 

              13 1443 34 44 44 44 44

4 4 3 4 4 4

1 1
0

2 2

g g g g g g
g g

x x x x x x

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + + − =   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 

dır. 

 Benzer işlemlerle, 

2
0

4 4

 
= 

 
 

3
0

4 4

 
= 

 
 

 bulunur. 

 O halde,  

0
4 4

e 
= 

 
              ( )1,2,3e =   

dır. 

4
4 1 4 14

1 4 1

4 1

1 4 2
k k k

k k

g g g
g

x x x=

   ∂ ∂ ∂
= + −   

∂ ∂ ∂   
∑  

 olduğuna göre, 
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41 4211 14 14 12 24 14

4 1 1 4 1 2

4 1 1

1 4 2 2

g g g g g g
g g

x x x x x x

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + + −     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
 

             43 4413 34 14 14 44 14

4 1 3 4 1 4

1 1
0

2 2

g g g g g g
g g

x x x x x x

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + + − =   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
  

dır. 

 Benzer şekilde, 

4
0

2 4

 
= 

 
 

4
0

3 4

 
= 

 
  

bulunacağından, 

4
0

4b

 
= 

 
         ( )1,2,3b =  

 şeklini alır. 

4
1 1 4 14

1 4 1

1 1

1 4 2
k k k

k k

g g g
g

x x x=

   ∂ ∂ ∂
= + −   

∂ ∂ ∂   
∑   

olduğuna göre,  

11 1211 14 14 12 24 14

4 1 1 4 1 2

1 1 1

1 4 2 2

g g g g g g
g g

x x x x x x

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + + −     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

13 1413 34 14 14 44 14

4 1 3 4 1 4

1 1

2 2

g g g g g g
g g

x x x x x x

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + + −   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 

11 12 13 1311 12

4 4 4

1 1 1

2 2 2

gg g
g g g

x x x

∂∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
     

1 1 1 1 1 2 1 2
4 4 4 42 2 2 2 2 2

0 4 4 4 0 0 4 4 4 0

1 1 1 1
1 1

2 2

x x x x x x x x
x x x x

r x x x r r r x x x r r

          ∂ ∂
= − + + −          

∂ − ∂ −          
       

1 3 1 3
4 4 2 2 2

0 4 4 4 0

1 1

2

x x x x
x x

r x x x r r

    ∂
+ −     

∂ −    
 

( )

( )
( ) ( )

2 2
4 0 1 11 1 4

4 4 2 22 2 2 2
0 4 4 4 4 0

221
1

2

x r r x xx x x
x x

r x x x x r r

 −   = − − − 
 −   

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2 2
4 0 1 2 4 0 1 31 31 2

4 4 4 42 22 22 22 2 2 2
0 04 4 0 4 4 0

2 21 1

2 2

x r r x x x r r x xx xx x
x x x x

r rx x r r x x r r

   − −
   + +
   − −   
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( ) ( ) ( )

2 22 2 2 2 2
1 31 1 1 1 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2
4 0 00 4 0 4 0 0 4 0

1
1 1

x xx x x x x

x r rr r x r r x r r r x r

   
= − − − + +   

− − −   
 

1
1

4 4

1 1

x x
δ= − = −   

dir. 

Benzer işlemlerle, 

2
1

4

2 1
0

1 4 x
δ

 
= − = 

 
 

3
1

4

3 1
0

1 4 x
δ

 
= − = 

 
 

1
2

4

1 1
0

2 4 x
δ

 
= − = 

 
 

2
2

4 4

2 1 1

2 4 x x
δ

 
= − = − 

 
  

bulunacağından, 

 
4

1

4
e

b

e

b x
δ

 
= − 

 
           ( ), 1, 2,3b e =   

yazılabilir. 

4
4 4 4 44

1 4 4

4 1

4 4 2
k k k

k k

g g g
g

x x x=

   ∂ ∂ ∂
= + −   

∂ ∂ ∂   
∑  

41 4241 14 44 42 24 44

4 4 1 4 4 2

4 1 1

4 4 2 2

g g g g g g
g g

x x x x x x

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + + −     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
 

     43 4443 34 44 44 44 44

4 4 3 4 4 4

1 1

2 2

g g g g g g
g g

x x x x x x

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + + −   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 

             44 44

4

1

2

g
g

x

∂
=

∂
 

             
( )

( )

2 2
0 4 4 0

4 4 2 2
0 4 4 4 0 4 4

1

2

r x x r
x x

r x x x r x x

 − ∂
 = − −

∂ −  

 

             
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 3
0 4 4 0 4 0 4

4 4 22 2 2
0 4 4 0 4 4

2 41

2

r x x r x r x
x x

r x x r x x

− −
= −

−

( )
( )

2
0 4 4

2
4 0 4 4

2r x x

x r x x

−
= −

−
  

dir.  
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O halde, 

4

4 4

 
 
 

( )
( )

2
0 4 4

2
4 0 4 4

2r x x

x r x x

−
= −

−
 

biçimindedir.  

Böylece bütün Christoffel Sembolleri aşağıdaki şekilde ifade edilebilir: 

2 2 2
0 0

e b c
bc

e x x x

b c r r r
δ
  

= +   
−   

 

( )2
0 4 4

2 2 2
0 4 0

4
b c

bc

r x x x x

b c r x r r
δ

−   
= − +   

−   
 

4

1

4
e

b

e

b x
δ

 
= − 

 
                                                      ( ), , 1,2,3b c e =        (III.5)        

4
0

4b

 
= 

 
 

0
4 4

e 
= 

 
 

4

4 4

 
 
 

( )
( )

2
0 4 4

2
4 0 4 4

2r x x

x r x x

−
= −

−
 

 

III.2.OT-METRİĞİ İLE BELİRLENEN RIEMANN 

MANİFOLDU ÜZERİNDE KILLING VEKTÖR ALANLARI  

 

 
4

1

j

i ij

j

v g v
=

=∑  olmak üzere, 
4

1

i

i i

V v
x=

∂
=

∂
∑  aşağıdaki koşulu sağlayan bir Killing 

Vektör Alanı olsun: 

4

1

2 0ji
k

kj i

v kv
v

i jx x =

∂  ∂
+ − = 

∂ ∂  
∑       ( ), 1,2,3, 4i j =  

 (III.3) ve (III.5) te bulunan değerler bu denklemde yerine yazılırsa, 

4

1

2 0b c
k

kc b

kv v
v

b cx x =

 ∂ ∂
+ − = 

∂ ∂  
∑        ( ), 1,2,3b c =  

1 2 3 4

1 2 3 4
2 0b c

c b

v v
v v v v

b c b c b c b cx x

        ∂ ∂
+ − + + + =        

∂ ∂         
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31 2
1 2 32 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

2b c b c b c b c
bc bc bc

c b

v v x x x x x x xx x
v v v

x x r r r r r r r r r
δ δ δ

      ∂ ∂
+ − + + + + +      

∂ ∂ − − −     
 

2
0 4 4

42 2 2
0 4 0

0b c
bc

r x x x x
v

r x r r
δ

 −
− + = 

−  
 

olduğundan,

( )
( )

23
0 4 4

42 2 2 2 2 2
10 0 0 4 0

22
0 , 1, 2,3b c b c b c

bc e e bc

ec b

r x xv v x x x x
x v v b c

x x r r r r x r r
δ δ

=

−   ∂ ∂
+ − + + + = =   

∂ ∂ − −   
∑

bulunur. 

Benzer şekilde, 

4
4

14

2 0
4

b
k

kb

kv v
v

bx x =

 ∂ ∂
+ − = 

∂ ∂  
∑  

4
1 2 3 4

4

1 2 3 4
2 0

4 4 4 4
b

b

v v
v v v v

b b b bx x

        ∂ ∂
+ − + + + =        

∂ ∂         
 

1 2 34
1 2 3

4 4 4 4

1 1 1
2 0b

b b b

b

v v
v v v

x x x x x
δ δ δ

 ∂ ∂
+ − − − − = 

∂ ∂  
 

4

4 4

1
2 0b

b

b

v v
v

x x x

 ∂ ∂
+ − − = 

∂ ∂  
 

ise, 

4

4 4

2
0b

b

b

v v
v

x x x

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
        ( )1,2,3b =   

biçimindedir. 

 Ayrıca, 

4
4 4

14 4

2 0
4 4 k

k

kv v
v

x x =

 ∂ ∂
+ − = 

∂ ∂  
∑  

4
1 2 3 4

4

1 2 3 4
2 2 0

4 4 4 4 4 4 4 4

v
v v v v

x

        ∂
− + + + =        

∂         
 

4
4

4

4
0

4 4

v
v

x

 ∂
− = 

∂  
 

ise, 

( )

2
0 4 44

42
4 4 0 4 4

2
0

r x xv
v

x x r x x

−∂
+ =

∂ −
  

dır. 
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O halde Killing Diferansiyel Denklemleri, 

( )23
0 4 4

42 2 2 2 2 2
10 0 0 4 0

22
0b c b c b c

bc e e bc

ec b

r x xv v x x x x
x v v

x x r r r r x r r
δ δ

=

−   ∂ ∂
+ − + + + =   

∂ ∂ − −   
∑  

( ), 1,2,3b c =                          (III.6)              

4

4 4

2
0b

b

b

v v
v

x x x

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
                                                      ( )1,2,3b =          (III.7)             

( )

2
0 4 44

42
4 4 0 4 4

2
0

r x xv
v

x x r x x

−∂
+ =

∂ −
                                                                         (III.8) 

şeklinde ifade edilir. 

 (III.8) denklemi göz önüne alındığında, 

( )

2
0 4 44

42
4 4 0 4 4

2r x xv
v

x x r x x

−∂
= −

∂ −
  

dir. Bu diferansiyel denklem sadece 4x  e bağlı olduğundan, 

( )

2
0 4 44

42
4 4 0 4 4

2r x xdv
dx

v x r x x

−
= −

−
  

olarak yazılır. 

 Bu diferansiyel denklem çözülürse, 

( )

2
0 4 44

42
4 4 0 4 4

2r x xdv
dx

v x r x x

−
= −

−∫ ∫  

4
4 42

4 0 4 4

1
ln

x
v dx

x r x x

 
= − − 

− 
∫  

4 4
4 42

0 4 4 4

ln
x dx

v dx
r x x x

 
= − 

− 
∫ ∫  

( )2 4
4 0 4 4

0

1
ln ln ln ln

2

x
v r x x f

r
= − − − +  

( )
1

2 42
4 0 4 4

0

ln ln ln ln
x

v r x x f
r

−

= − − +  

4 0
2

4 0 4 4

f
v r

x r x x
=

−
                              ( )1 2 3, ,f f x x x=                         (III.9) 

bulunur. 
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Bulunan bu değer (III.7) de yerine yazılırsa, 

0

2
4 44 0 4 4

2
0b

b

b

v r f
v

x x xx r x x

∂ ∂
+ + =

∂ ∂−
 

0

2
4 4 4 0 4 4

2b
b

b

v r f
v

x x xx r x x

∂ ∂
+ = −

∂ ∂−
 

 olur. 

 Her iki taraf 4 4x x  ile çarpılırsa, 

0 4
4 4 4

2
4 0 4 4

2b
b

b

v r x f
x x x v

x xr x x

∂ ∂
+ = −

∂ ∂−
 

( ) 0 4
4 4

2
4 0 4 4

b

b

r x f
x x v

x xr x x

∂ ∂
= −

∂ ∂−
 

( ) ( )2
4 4 0 0 4 4

4 4

b

b

f
x x v r r x x

x x x

 ∂ ∂ ∂
= − 

∂ ∂ ∂ 
  

elde edilir.  

Her iki tarafın integrali alınırsa, 

2
4 4 0 0 4 4b b

b

f
x x v r r x x f

x

∂
⋅ = − +

∂
               ( )1 2 3, ,b bf f x x x=  

2
0 0 4 4

4 4 4 4

b
b

b

r r x x ff
v

x x x x x

− ∂
= +

∂
                      ( )1,2,3b =                           (III.10)                                           

bulunur. 

 (III.10) un 
c

x  ye göre kısmi türevi alınırsa, 

2 2
0 0 4 4

4 4 4 4

1b b

c b c c

r r x xv ff

x x x x x x x x

−∂ ∂∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂
                   ( ), 1,2,3b c =   

şeklini alır.  

Bu bağıntı ve (III.9) , (III.6) da yerine yazılırsa, 

( )

2 22 2 3
0 0 4 4 0 0 4 4

2 2 2
14 4 4 4 4 4 4 4 0 0

2
0 4 4

02 2 2 2
0 4 0 4 0 4 4

1 1 2

2
0

b c b c
bc e e

eb c c c b b

b c
bc

r r x x r r x xf f x xf f
x v

x x x x x x x x x x x x x x r r r

r x x x x f
r

r x r r x r x x

δ

δ

=

− −  ∂ ∂∂ ∂
+ + + − + 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − 

−  
+ + = 

−  −

∑
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( )

2 2
0 0 4 4

4 4 4 4 4 4

23
0 4 4

02 2 2 2 2
10 0 0 4 4 0 4 4

1 1
2

1
2 0

b c

b c c b

b c
bc e e

e

r r x x f ff

x x x x x x x x x x

r x xx x f
x v r

r r r r x x r x x
δ

=

− ∂ ∂∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂

 −   
− + − =  

−  −  

∑

 

22 3
0 4 42 4 4

0 0 4 4 2 2 2
10 0 0

2 2 0b c b c
bc e e

eb c c b

r x xf f x x x xf
r r x x x v f

x x x x r r r r
δ

=

 − ∂ ∂∂  
− + + − + − =  

∂ ∂ ∂ ∂ −    

∑  

bulunur.  

Burada 
e

v  yerine yazılırsa, 

2
2

0 0 4 4

2 2
3

0 4 4 0 0 4 44 4
2 2 2

10 0 0 4 4 4 4

2

2 0

b c

b c c b

b c e
bc e

e e

f ff
r r x x

x x x x

r x x r r x xx x fx x f
f x

r r r r x x x x x
δ

=

∂ ∂∂
− + +

∂ ∂ ∂ ∂

  − −  ∂  + + − + =    − ∂      

∑
 

2
2

0 0 4 4

2 2
3 3

0 4 4 0 4 4

2 2 2
1 10 0 0 0

2

1
2 0

b c

b c c b

b c
bc e e e

e ee

f ff
r r x x

x x x x

r x x r x xx x f
f x f x

r r r r x r
δ

= =

∂ ∂∂
− + +

∂ ∂ ∂ ∂

 − −  ∂ 
+ + − − =  

− ∂    

∑ ∑
 

olacağından, 

2
2

0 0 4 42 b c

b c c b

f ff
r r x x

x x x x

∂ ∂∂
− + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

2
3 3

0 4 4

2 2 2
1 10 0 0

1
2 0b c

bc e e e

e ee

r x xx x f
f x f x

r r r x r
δ

= =

 −   ∂ 
+ + − − =    

− ∂     

∑ ∑ ( ), 1,2,3b c = (III.11) 

 elde edilir. 

 Bu denklemler aşağıdaki şekilde de yazılabilir: 

22 3
0 4 42

0 0 4 4 2 2
10 0

3

2 2 2
10 0

2 2

1
2 0

b c
bc e

eb c e

b c b c
e e bc

ec b

r x xx xf f
r r x x f x

x x r r r x

f f x x
f x

x x r r r

δ

δ

=

=

 −   ∂ ∂ 
− + + −    

∂ ∂ − ∂     

  ∂ ∂
+ + + − + =  

∂ ∂ −  

∑

∑

 

(III.11) i sağlayan f ve 
b

f  ( )1,2,3b =  bulunursa, (III.6) , (III.7) ve (III.8) i 

sağlayan 
i

v ( )1, 2,3, 4i =  çözümleri elde edilmiş olur. 
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(III.11) de f ve 
b

f  ler birbirinden bağımsız olduklarından denklemler 

aşağıdaki şekilde parçalanabilir: 

22 3
0 4 42

0 0 4 4 2 2
10 0

2 2 0b c
bc e

eb c e

r x xx xf f
r r x x f x

x x r r r x
δ

=

 −   ∂ ∂ 
− + + − =    

∂ ∂ − ∂     

∑  

ve 

3

2 2 2
10 0

1
2 0b c b c

e e bc

ec b

f f x x
f x

x x r r r
δ

=

  ∂ ∂
+ + − + =  

∂ ∂ −  
∑  

Buradan, 

22 3
0 4 42

0 0 4 4 2 2
10 0

2 2 b c
bc e

eb c e

r x xx xf f
r r x x f x

x x r r r x
δ

=

 −   ∂ ∂ 
− = − + −    

∂ ∂ − ∂     

∑   

2 3

2 2 2
10 0

1 b c
bc e

eb c e

x xf f
f x

x x r r r x
δ

=

  ∂ ∂
= − + −  

∂ ∂ − ∂  
∑          ( ), 1,2,3b c =            (III.12)              

elde edilir. 

 Ayrıca, 

3

2 2 2
10 0

2
0b c b c

bc e e

ec b

f f x x
f x

x x r r r
δ

=

 ∂ ∂
+ − + = 

∂ ∂ − 
∑                  ( ), 1,2,3b c =            (III.13)                   

dır. 

 

III.2.1.Diferansiyel Denklemlerin Çözümü 

III.2.1.1.(III.12) Diferansiyel Denkleminin Çözümü 

 

 ( )1 2 3, ,f x x x  in , 1 2 3, ,x x x e göre analitik olduğu farzedilerek, 
m

P , 1 2 3, ,x x x e 

göre m -inci mertebeden homojen bir polinom olmak üzere, 

 ( )1 2 3
0

, ,m

m

f P x x x
∞

=

=∑                                                                                (III.14) 

olsun. 

 Bu ifade (III.12) de yerine yazılırsa, 

( ) ( )
( )2 3

1 2 3
1 2 3 1 2 32 2 2

0 0 1 00 0

, ,1
, , , , mb c

m bc m e

m m e mb c e

P x x xx x
P x x x P x x x x

x x r r r x
δ

∞ ∞ ∞

= = = =

  ∂  ∂  
= − + −        ∂ ∂ − ∂       

∑ ∑ ∑ ∑

bulunur. 
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( )1 2 3 1 2 3
, ,

, ,
q r s m

q r s

m qrs

q r s

P x x x A x x x
+ + =

= ∑   

şeklinde olduğuna göre, 

1
1 1 2 3 1

, ,1

q r s m
q r sm

qrs

q r s

P
x A qx x x x

x

+ + =
− ∂

=  
∂  

∑  

            1 2 3
, ,

q r s m
q r s

qrs

q r s

A qx x x
+ + =

= ∑  

1
2 1 2 3 2

, ,2

q r s m
q r sm

qrs

q r s

P
x A rx x x x

x

+ + =
− ∂

=  
∂  

∑  

             1 2 3
, ,

q r s m
q r s

qrs

q r s

A rx x x
+ + =

= ∑  

1
3 1 2 3 3

, ,3

q r s m
q r sm

qrs

q r s

P
x A sx x x x

x

+ + =
− ∂

=  
∂  

∑  

             1 2 3
, ,

q r s m
q r s

qrs

q r s

A sx x x
+ + =

= ∑   

dır. 

Diğer taraftan, 

3
0

1

0
e

e e

P
x

x=

∂
=

∂
∑  

ve 

3
1

1
1

e

e e

P
x P

x=

∂
=

∂
∑   

olduğu göz önüne alınarak, 

3
0 1

1 0 1

... ...m m
e e

e m ee e e e

P P PP
x x

x x x x

∞ ∞

= = =

    ∂ ∂ ∂∂ 
= + + + +    

∂ ∂ ∂ ∂     
∑ ∑ ∑  

1 1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , , , , ,

... ...
q r s m q r s m q r s m

q r s q r s q r s

qrs qrs qrs

q r s q r s q r s

P A qx x x A rx x x A sx x x
+ + = + + = + + =

= + + + + +∑ ∑ ∑

 ( )1 1 2 3
, ,

... ...
q r s m

q r s

qrs

q r s

P A q r s x x x
+ + =

= + + + + +∑                   

   1 ... ...
m

P mP= + + +                        

   
1

m

m

mP
∞

=

=∑                        

bulunur. 
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 O halde, 

2

2 2 2
2 0 10 0

1m b c

bc m m

m m mb c

P x x
P mP

x x r r r
δ

∞ ∞ ∞

= = =

 ∂  
= − + −  ∂ ∂ −   

∑ ∑ ∑   

2

0 1 12 2 2
2 2 20 0

1m b c

bc m m

m m mb c

P x x
P P P P mP

x x r r r
δ

∞ ∞ ∞

= = =

 ∂  
== − + + + − −  ∂ ∂ −   

∑ ∑ ∑  

( )
2

02 2 2
2 20 0

1
1m b c

bc m

m mb c

P x x
P m P

x x r r r
δ

∞ ∞

= =

 ∂  
== − + + −  ∂ ∂ −   

∑ ∑

( )
2

02 2 2
2 20 0

1
1m b c

bc m

m mb c

P x x
P m P

x x r r r
δ

∞ ∞

= =

 ∂  
= − + − −  ∂ ∂ −   

∑ ∑   

dir. 

 Bu ifadenin her iki tarafı 
2

2
0

1
r

r

 
− 

 
 ile çarpılırsa, 

( )
22 2

02 2 2 2 2
2 20 0 0 0

1
1 1 1m b c

bc m

m mb c

P x xr r
P m P

r x x r r r r
δ

∞ ∞

= =

      ∂   
− = − − + − −       ∂ ∂ −         

∑ ∑  

( )
( )

2 2 22
0

022 2 22
2 20 00

1 1m b c
bc m

m mb c

P r r x xr
P m P

r x x r rr
δ

∞ ∞

= =

   ∂ −  
− = + − −    ∂ ∂ −     

∑ ∑  

( ) ( )
( )

2 2 22
0

02 22 2 2
2 20 0 0

1 1m b c
bc m

m mb c

P r r x xr
P m P

r x x r r
δ

∞ ∞

= =

   ∂ −   − = − − −    ∂ ∂     
∑ ∑  

( ) ( )
( )

22 2

02 22 22 2
2 20 00 0

1
1 1m b c

bc m

m mb c

P x xr r
P m P

r x x rr r
δ

∞ ∞

= =

    ∂    − = − − − −     ∂ ∂      

∑ ∑  

( )
( )

( ) ( )
2 22

2
0 022 2 2

2 2 2 20 0 0

1 1
1 1m m

bc m bc b c m

m m m mb c b c

P Pr
P m P r x x P m P

x x r x x r r
δ δ

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

∂ ∂    
− = − − − + − − −   ∂ ∂ ∂ ∂    

∑ ∑ ∑ ∑

( ), 1,2,3b c =                                                        (III.15) 

elde edilir. 

 2 2 2 2
1 2 3r x x x= + +  olduğundan, ( ) ( )2 2 2 2

1 2 3

m m

r x x x= + +  dir. Bu ifadenin 
b

x  

ye göre kısmi türevi alındığında,  

 ( )
2

12 2
m

m

b

b

r
m r x

x

−∂
=

∂
 

bulunur. Bulunan bu ifadenin 
c

x  ye göre kısmi türevi alınırsa, 

( )( ) ( ) ( )( )
2

2 12 2 2 4 21 2 2 2 2 2 1
m

m m
m

b c bc bc b c

b c

r
m m r x x m r mr r m x x

x x
δ δ

− − −∂
= − + = + −

∂ ∂
 

olacağından,  
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 ( )( )
2

2 4 22 2 1
m

m

bc b c

b c

r
mr r m x x

x x
δ−∂

= + −
∂ ∂

  ( )1,2,...m =  ( ), 1,2,3b c =  (III.16) 

dir. 

 (III.15) denkleminde 0 -ıncı mertebeden terimler yazılırsa,  

 
2

2
02

0

1
bc

b c

P
P

x x r
δ

∂
= −

∂ ∂
  

bulunur.  

 Bu diferansiyel denklemin çözümü için,  

 2 2 2
2 11 1 22 2 33 3 12 1 2 13 1 3 23 2 3P A x A x A x A x x A x x A x x= + + + + +                         (III.17) 

olduğu göz önüne alınarak, 

2
11 1 12 2 13 3

1

2
P

A x A x A x
x

∂
= + +

∂
 

2
2

11 02
1 1 0

1
2

P
A P

x x r

∂
= = −

∂ ∂
 

11 02
0

1

2
A P

r
= −   

olur. 

2
22 2 12 1 23 3

2

2
P

A x A x A x
x

∂
= + +

∂
 

2
2

22 02
2 2 0

1
2

P
A P

x x r

∂
= = −

∂ ∂
 

22 02
0

1

2
A P

r
= −   

ve 

2
33 3 13 1 23 2

3

2
P

A x A x A x
x

∂
= + +

∂
 

2
2

33 02
3 3 0

1
2

P
A P

x x r

∂
= = −

∂ ∂
 

33 02
0

1

2
A P

r
= −  

biçimindedir. 
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 Diğer taraftan,  

2
2

12

1 2

0
P

A
x x

∂
= =

∂ ∂
 

12 0A =   

bulunur.  

 Benzer şekilde, 

13 0A =  

23 0A =   

dır.  

 Bulunan bu değerler (III.17) de yerine yazılırsa, 

2 2 2
2 0 1 0 2 0 32 2 2

0 0 0

1 1 1
P P x P x P x

r r r
= − − −  

( )2 2 2
2 0 1 2 32

0

1
P P x x x

r
= − + +  

2
2 02

0

1
P P r

r
= −  

olarak bulunur. 

 O halde, 

 2
2 02

0

1

2
P P r

r
= −  

 dir. 

 (III.15) denkleminde 1-inci mertebeden terimler yazılırsa,  

 
2

3 0
b c

P

x x

∂
=

∂ ∂
  

bulunur.  

 Bu diferansiyel denklemin çözümünden   

 3 0P =  

 elde edilir. 

 (III.15) denkleminde 2-inci mertebeden terimler yazılırsa, 

( )
( )

( )
2 22

24 2
2 022 2 2

0 0 0

1 1
bc bc b c

b c b c

P Pr
P r x x P

x x r x x r r
δ δ

∂ ∂
− = − − + −

∂ ∂ ∂ ∂
  

bulunur.  
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 Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

( )
( )

2 2
2 24

0 0 022 2 2 2 2
0 0 0 0 0

1 1 1 1

2bc bc bc b c

b c

P r
P P r r x x P

x x r r r r r
δ δ δ

   ∂
− − = − + −   

∂ ∂    
 

( ) ( ) ( )

2 2 2
24

0 0 0 02 2 22 22 2 2
0 00 0 0

1 1

2
b c

bc bc bc

b c

x xP r r
P P r P P

x x r rr r r
δ δ δ

 ∂
+ = − + − 

∂ ∂  
 

( )

2
24

0 022 2 2
0 0 0

1 1 1

2bc b c

b c

P
P r x x P

x x r r r
δ

 ∂
= − − 

∂ ∂  
 

 
( )

( )
2

24
022

0

1
2

2
bc b c

b c

P
P r x x

x x r
δ

∂
= − +

∂ ∂
                    ( ), 1,2,3b c =            (III.18) 

dır.  

 (III.16) denkleminde 2m =  yazılırsa, 

( )
2 4

24 2
bc b c

b c

r
r x x

x x
δ

∂
= +

∂ ∂
  

elde edilir. Buradan,  

( )
2 4

2 1
2

4bc b c

b c

r
r x x

x x
δ

∂
+ =

∂ ∂
 

dır.Bu değer (III.18) de yerine yazılırsa, 

( )

2 2 4
4

022
0

1 1

42b c b c

P r
P

x x x xr

 ∂ ∂
= −  

∂ ∂ ∂ ∂ 
 

( )
( )

2 2
4

4 022
0

1

8b c b c

P P r
x x x x r

 
∂ ∂  = −

 ∂ ∂ ∂ ∂
 

 

 
( )

4
4 022

0

1

8
P P r

r
= −  

 olarak bulunur. 

 (III.15) denkleminde 3-üncü mertebeden terimler yazılırsa 

 
2

5 0
b c

P

x x

∂
=

∂ ∂
 

dır. Buradan, 

 5 0P =   

olur.  
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 Benzer şekilde devam edilirse, 

 
( )

6
6 032

0

1

16
P P r

r
= −  

 7 0P =  

 
( )

8
8 042

0

5

128
P P r

r
= −  

 9 0P =  

 
( )

10
10 052

0

7

256
P P r

r
= −  

 elde edilir.  

 O halde,  

 2 1 0
m

P + =   ( )1,2,...m =   

ve 2X r=  olmak üzere 

  ( )1f P Xϕ= +   

 yazılabilir. 

  "  '  "  , ϕ  nin X e göre türevini göstermek üzere, f  nin 
c

x  ye göre kısmi 

türevi alınırsa, 

( )1

c c c

XPf

x x x

ϕ∂∂∂
= +

∂ ∂ ∂
 

        1

c c

P X

x X x

ϕ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
 

        1 '2
c

c

P
x

x
ϕ

∂
= +

∂
 

 bulunur.  

 O halde, 

 1 2 '
c

c c

Pf
x

x x
ϕ

∂∂
= +

∂ ∂
  

dir.  

 Bulunan bu ifadenin 
b

x  ye göre kısmi türevi alınırsa, 

2
1 '

2 ' 2c
c

b c b c b b

xPf
x

x x x x x x

ϕ
ϕ

  ∂∂∂ ∂ ∂
= + + 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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'

2 ' 2bc c

b

X
x

X X

ϕ
ϕ δ

 ∂ ∂
= +  

∂ ∂ 
 

            ''2 ' 2 2
bc b c

x xϕ δ ϕ= +      

            ''2 ' 4
bc b c

x xϕ δ ϕ= +          

dir.  

 O halde 

 
2

''2 ' 4
bc b c

b c

f
x x

x x
ϕ δ ϕ

∂
= +

∂ ∂
  

biçimindedir.  

 Ayrıca ( )1f P Xϕ= +  olduğu göz önüne alınarak, 

( )
( )( )3 3

1

1
1 1

e e

e ee e

P Xf
f x P X x

x x

ϕ
ϕ

= =

∂ +∂
− = + −

∂ ∂
∑ ∑  

                     ( )
( )3 3

1
1

1 1
e e

e ee e

XP
P X x x

x x

ϕ
ϕ

= =

∂ ∂
= + − + 

∂ ∂ 
∑ ∑  

                     ( ) ( ) ( ) ( ){ }' ' '
1 1 1 1 2 2 3 32 2 2P X P x x x x x xϕ ϕ ϕ ϕ= + − + + +  

                     ( ) ( ){ }' 2 2 2
1 1 1 2 32P X P x x xϕ ϕ= + − + + +  

                     ( ) ' 22X rϕ ϕ= −   

olduğundan, 

 
3

' 2

1

2
e

e e

f
f x r

x
ϕ ϕ

=

∂
− = −

∂
∑  

 bulunur.  

 Bulunan bu değerler (III.12) de yerine yazılırsa, 

( )' '' ' 2

2 2 2
0 0

1
2 4 2b c

bc b c bc

x x
x x r

r r r
ϕ δ ϕ δ ϕ ϕ

 
+ = − + − 

− 
 

( )' '' '

2 2 2
0 0

1
2 4 2 0b c

bc b c bc

x x
x x X

r r r
ϕ δ ϕ δ ϕ ϕ

 
+ + + − = 

− 
 

 
( )

( )' ' '' '

2 2 2 2
0 0 0 0

1 2 1
2 4 2 0bc b cX X x x

r r r r X
ϕ ϕ ϕ δ ϕ ϕ ϕ

  
 + − + + − =   −   

 ( ), 1,2,3b c =                     (III.19) 

elde edilir.  



 35 

 Bu eşitlik 
c

x  ile çarpılıp, c  üzerinden toplam alınırsa, 

( )
( )

3 3
' ' '' ' 2

2 2 2 2
1 10 0 0 0

1 2 1
2 4 2 0bc c b c

c c

X x X x x
r r r r X

ϕ ϕ ϕ δ ϕ ϕ ϕ
= =

  
 + − + + − =   −   

∑ ∑  

( )
( ) ( )' ' '' ' 2 2 2

1 2 32 2 2 2
0 0 0 0

1 2 1
2 4 2 0b bX x X x x x x

r r r r X
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

  
 + − + + − + + =   −   

 

( )
( )' ' '' ' 2

2 2 2 2
0 0 0 0

1 2 1
2 4 2 0b bX x X x r

r r r r X
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

  
 + − + + − =   −   

  

olur.  

 Buradan, 

 
( )

( )' ' '' '

2 2 2 2
0 0 0 0

1 2 1
2 4 2 0X X X

r r r r X
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

  
 + − + + − =   −   

           (III.20) 

bulunur.  

 Bu ifade (III.19) da yerine yazılırsa, 

( )
( )

( )
( )'' ' '' '

2 2 2 2
0 0 0 0

1 1
4 2 4 2 0bc b cX X X x x

r r X r r X
ϕ ϕ ϕ δ ϕ ϕ ϕ

   
   − + − + + − =
   − −   

 

( )
( ) ( )'' '

2 2
0 0

1
4 2 0bc b cX X x x

r r X
ϕ ϕ ϕ δ

 
 + − − =
 − 

  

elde edilir.  

 Bu  ifadede  ( )bc b cX x xδ −  hiçbir zaman sıfıra eşit olamayacağından, 

 
( )

( )'' '

2 2
0 0

1
4 2 0X

r r X
ϕ ϕ ϕ+ − =

−
                                                         (III.21) 

dır. 

 O halde, (III.20) eşitliğinde (III.21) ifadesi sıfıra eşit olduğundan, 

 ' '

2 2
0 0

1 2
2 0X

r r
ϕ ϕ ϕ+ − =                                                                         (III.22) 

olarak bulunur.  

 (III.22) denklemi çözülürse, 

' '

2 2
0 0

2 1
2X

r r
ϕ ϕ ϕ− =  
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2
' 0

2 2
0 0

1
2

r X

r r
ϕ ϕ
 −

= − 
 

 

( )2
0

1

2X r X

ϕ
ϕ

∂
= −

∂ −
 

( )2
0

1

2
X

r X

ϕ

ϕ

∂
= − ∂

−
  

dır.  

 Her iki tarafın integrali alınırsa, 

( )2
0 0 0

1
ln ln ln ln

2
r X r Pϕ = − − +  

2
0

0

0

ln ln
r X

P
r

ϕ
−

=  

( )
2

0
0

0

r X
X P

r
ϕ

−
=   

bulunur.  

 O halde, 

 ( )
2 2

0
0

0

r r
X P

r
ϕ

−
=                                                                              (III.23) 

şeklindedir. Buradan, 

( )' 0

2 2
0 0

1

2

P
X

r r r
ϕ = −

−
                                                                                      (III.24) 

( )
( )

'' 0

32 20
0

1

4

P
X

r
r r

ϕ = −

−

                                        (III.25) 

olduğu görülür.  

 (III.23) ,  (III.24) , (III.25) değerleri (III.21) de yerine yazılırsa, ϕ  nin 

(III.21) i sağladığı kolaylıkla görülür: 

( ) ( )

2 2
00 0

02 23 2 22 20 0 00 0 00

1 1 1
4 2

24

r rP P
P X

r r rr r X r rr r

 −
 − + +
 − −−  

 

( ) ( )
0 0 0

3 2 2 2 32 2 2 2 2
0 0 00 0 0 0 0

P P P
X

r r r rr r r r r r r

= − + +
−− −
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( )

( )

( )

2 22 2
0 00 0 0

3 3 2 2 33 2 2 3 2 2
0 00 0 0 0

0
P r rP r P r

r r rr r r r r r

−
= − + + =

−− −

  

 Böylece 1 2 3, ,λ λ λ ve 0P  integral sabitleri olmak üzere, (III.12) denkleminin 

genel çözümü, 

 ( )
2 2

0
1 2 3 1 1 2 2 3 3 0

0

, ,
r r

f x x x x x x P
r

λ λ λ
−

= + + +                                      (III.26)  

biçiminde verilir. 

 

III.2.1.2.(III.13) Diferansiyel Denkleminin Çözümü 

  

 1 2 3, ,x x x  değişkenlerine bağlı, mertebesi m  olan homojen polinom 
bm

P  

olmak üzere, 

 
0

b bm

m

f P
∞

=

=∑             ( )1,2,3b =                        (III.27) 

olsun. 

 
3

1
1

m em e

e

Q P x+
=

=∑                                                                                     (III.28) 

olmak üzere, 
b

f  (III.13) de yerine yazılırsa, 

3

2 2 2
0 0 0 10 0

2
0bm cm b c

bc em e

m m m ec b

P P x x
P x

x x r r r
δ

∞ ∞ ∞

= = = =

 ∂ ∂
+ − + = 

∂ ∂ − 
∑ ∑ ∑∑  

12 2 2
0 00 0

2
0bm cm b c

bc m

m mc b

P P x x
Q

x x r r r
δ

∞ ∞

+
= =

   ∂ ∂
+ − + =   

∂ ∂ −   
∑ ∑  

 bulunur.  

 0m =  için ,
bm cm

P P  polinomları 0 -ıncı mertebeden sabit polinomlardır. Bu 

polinomların birinci türevi sıfır eşit olacağından, yukarıdaki denklem, 

2 2 2
1 10 0

2
0bm cm b c

bc m

m mc b

P P x x
Q

x x r r r
δ

∞ ∞

= =

   ∂ ∂
+ − + =   

∂ ∂ −   
∑ ∑  

şeklini alır.  
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 Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

2

2 2 2 2
1 10 0 0

2
1 0bm cm b c

bc m

m mc b

P P x xr
Q

r x x r r r
δ

∞ ∞

= =

      ∂ ∂ 
− + − + =      

∂ ∂ −       
∑ ∑  

( )
( )

2
2 2

022 2 22
1 1 10 00

2
0bm cm bm cm b c

bc m

m m mc b c b

P P P P x xr
r r Q

x x r x x r rr
δ

∞ ∞ ∞

= = =

     ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − − + =     

∂ ∂ ∂ ∂ −     
∑ ∑ ∑  

( )

2 2

22 2 2 22
1 1 10 0 00

2 2
0bm cm bm cm b c

bc m

m m mc b c b

P P P P x xr r
Q

x x r x x r r rr
δ

∞ ∞ ∞

= = =

      ∂ ∂ ∂ ∂  + − + − − + =      ∂ ∂ ∂ ∂ −      
∑ ∑ ∑  

( )

( ) ( ) ( )

22

22 2 2
1 1 1 10 0 0

2

22 2 2 2 2 2
1 10 0 0 0

22

2 2
0

bm cm bm cm bc
bc m m

m m m mc b c b

b c b c
m m

m m

P P P P rr
Q Q

x x r x x r r

x x r x x
Q Q

r r r r r r

δ
δ

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

∞ ∞

= =

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − +   

∂ ∂ ∂ ∂   

− + =
− −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

22

22 2 2
1 1 1 10 0 0

2 2
0

2 22 2 2 2 2 2
1

0 0 0 0

22

2 2
0

bm cm bm cm bc
bc m m

m m m mc b c b

b c b c
m

m

P P P P rr
Q Q

x x r x x r r

r x x r x x
Q

r r r r r r

δ
δ

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

∞

=

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − +   

∂ ∂ ∂ ∂   

 
 + − + =
 − − 

∑ ∑ ∑ ∑

∑

 

olacağından, 

( )
( )

( ) ( )

2 222
0

2 22 2 2 2 2 2
1 1 1 10 0 0 0 0

222
0

b cbm cm bm cm bc
bc m m

m m m mc b c b

r r x xP P P P rr
Q Q

x x r x x r r r r r

δ
δ

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

 −   ∂ ∂ ∂ ∂  + − + − + + =     ∂ ∂ ∂ ∂ −     
∑ ∑ ∑ ∑

( )
( )

2
2

22 2 2
1 1 1 10 0 0

2 2
0bm cm bm cm

bc m bc b c m

m m m mc b c b

P P P Pr
Q r x x Q

x x r x x r r
δ δ

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − + − =   

∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑ ∑ ∑  

( ), 1,2,3b c =                 (III.29) 

elde edilir. 

 (III.29) ifadesinde 0 -ıncı mertebeden terimler yazılırsa, 

 1 1 0b c

c b

P P

x x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
  ( ), 1,2,3b c =                                                         (III.30) 

bulunur. 

 (III.29) ifadesinde 1-inci mertebeden terimler yazılırsa, 

 2 2
12

0

2
0b c

bc

c b

P P
Q

x x r
δ

∂ ∂
+ − =

∂ ∂
         ( ), 1,2,3b c =                                       (III.31) 

şeklini alır.  
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 Bu ifade 
c

x  ile çarpılır, c üzerinden toplam alınırsa, 

3 3 3
2 2

12
1 1 10

2
0b c

c c bc c

c c cc b

P P
x x x Q

x x r
δ

= = =

∂ ∂
+ − =

∂ ∂
∑ ∑ ∑  

 3212 22
2 1 2 3 12

0

2
2 0

b b

b b b

PP P
P x x x x Q

x x x r

∂∂ ∂
+ + + − =

∂ ∂ ∂
           ( )1,2,3b =         (III.32) 

biçimindedir.  

 
3

3 2 12 1 22 2 32 3
1

e e

e

Q P x P x P x P x
=

= = + +∑   

olduğuna göre, 

3 3212 22
12 1 2 3

1 1 1 1

Q PP P
P x x x

x x x x

∂ ∂∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

3 3212 22
1 22 2 3

2 2 2 2

Q PP P
x P x x

x x x x

∂ ∂∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

3 3212 22
1 2 32 3

3 3 3 3

Q PP P
x x P x

x x x x

∂ ∂∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
  

dir. Bu durumda, 

3 3212 22
2 1 2 3b

b b b b

Q PP P
P x x x

x x x x

∂ ∂∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
  

32 312 22
1 2 3 2b

b b b b

P QP P
x x x P

x x x x

∂ ∂∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂ ∂
 

yazılabilir.  

 Bulunan bu değer (III.32) de yerine yazılırsa, 

3
2 2 12

0

2
2 0

b b b

b

Q
P P x Q

x r

∂
+ − − =

∂
 

3
2 12

0

2
0

b b

b

Q
P x Q

x r

∂
+ − =

∂
  

bulunur. 

 O zaman, 

 3
2 12

0

2
0

b b

b

Q
P x Q

x r

∂
+ − =

∂
                                         ( )1,2,3b =              (III.33) 

dır.  
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 Benzer şekilde bu ifade 
b

x  ile çarpılır, b üzerinden toplam alınırsa, 

3 3 3
23

2 12
1 1 10

2
0

b b b b

b b bb

Q
P x x x Q

x r= = =

∂
+ − =

∂
∑ ∑ ∑  

( )
3

2 2 23212 22
3 2 1 2 3 1 2 3 12

1 0

2
0b b

b b b b

PP P
Q P x x x x x x x Q

x x x r=

 ∂∂ ∂
+ + + + − + + = 

∂ ∂ ∂ 
∑  

3
23212 22

3 2 1 2 3 12
1 0

2
0b b b b b

b b b b

PP P
Q P x x x x x x x r Q

x x x r=

 ∂∂ ∂
+ + + + − = 

∂ ∂ ∂ 
∑  

3 3 3 3
23212 22

3 2 1 2 3 12
1 1 1 1 0

2
0

b b b b b

b b b bb b b

PP P
Q P x x x x x x x r Q

x x x r= = = =

∂∂ ∂
+ + + + − =

∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑ ∑  

3 3 3
23212 22

3 3 1 2 3 12
1 1 1 0

2
0

b b b

b b bb b b

PP P
Q Q x x x x x x r Q

x x x r= = =

∂∂ ∂
+ + + + − =

∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑  

2
3 12 1 22 2 32 3 12

0

2
2 2 2 2 0Q P x P x P x r Q

r
+ + + − =  

( ) 2
3 12 1 22 2 32 3 12

0

2
2 2 0Q P x P x P x r Q

r
+ + + − =  

2
3 3 12

0

2
2 2 0Q Q r Q

r
+ − =  

2
3 12

0

2
4Q Q r

r
=  

2
3 12

0

1

2
Q r Q

r
=  

elde edilir. Bu değer (III.33) te yerine yazılırsa, 

2
2 1 12 2

0 0

1 2
0

2
b b

b

P r Q x Q
x r r

 ∂
+ − = 

∂  
 

2
2 1 12 2

0 0

1 2

2
b b

b

P r Q x Q
r x r

 ∂
= − + 

∂ 
 

      ( )
3

2 2 2 2
1 2 3 1 0 12 2

10 0

1 2

2
b b b

bb b

x x x Q P x r x Q
r x x r=

 ∂ ∂  
= − + + + +  ∂ ∂   

∑  

      ( )2
1 0 12 2

0 0

1 2
2

2 b b b
x Q P r x Q

r r
= − + +  

      2
1 02 2

0 0

1 1

2b b
x Q P r

r r
= − ( )2

0 12
0

1
2

2 b b
r P x Q

r
= − −  

bulunur.  
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 O halde  

 ( )2
2 0 12

0

1
2

2b b b
P r P x Q

r
= − −   

dir.  

 Bulunan bu değerlerin (III.31) i  sağladığı kolaylıkla görülür: 

( ) ( )2 2
0 1 0 1 12 2 2

0 0 0

1 1 2
2 2

2 2
b b c c bc

c b

r P x Q r P x Q Q
x r x r r

δ
   ∂ ∂

− − + − − −   
∂ ∂   

 

( ) ( )2 2
0 1 0 1 12 2

0 0

1 2
2 2

2
b b c c bc

c b

r P x Q r P x Q Q
r x x r

δ
 ∂ ∂

= − − + − − 
∂ ∂ 

 

( ) ( )
3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 0 0 1 2 3 0 0 12 2

1 10 0

1 2
2 2

2
b b c c c c b b bc

c bc b

x x x P x P x x x x P x P x Q
r x x r

δ
= =

 ∂ ∂   
= − + + − + + + − −    ∂ ∂    

∑ ∑

( ) ( ){ }0 1 0 0 1 0 12 2
0 0

1 2
2 2 2 2 2 2

2 c b bc b c b c bc c b bc
x P Q x P x P Q x P Q

r r
δ δ δ= − − − + − − −  

( )1 12 2
0 0

1 2
4

2 bc bc
Q Q

r r
δ δ= − − −  

1 12 2
0 0

2 2
0

bc bc
Q Q

r r
δ δ= − =   

 (III.29) ifadesinde 2 -inci mertebeden terimler yazılırsa, 

 
2

3 3 1 1
22 2

0 0

2
0b c b c

bc

c b c b

P P P Pr
Q

x x r x x r
δ

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − = 

∂ ∂ ∂ ∂ 
          ( ), 1,2,3b c =         (III.34) 

bağıntısı elde edilir. 

 (III.30) ifadesi 
c

x  ile çarpılır, c üzerinden toplam alınırsa, 

3 3
1 1

1 1

0b c
c c

c cc b

P P
x x

x x= =

∂ ∂
+ =

∂ ∂
∑ ∑   

 3111 21
1 1 2 3 0

b

b b b

PP P
P x x x

x x x

∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
                     ( )1,2,3b =                  (III.35) 

bulunur. 

 
3

2 1 11 1 21 2 31 3
1

e e

e

Q P x P x P x P x
=

= = + +∑   

olduğuna göre, 

312 11 21
11 1 2 3

1 1 1 1

PQ P P
P x x x

x x x x

∂∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
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312 11 21
1 21 2 3

2 2 2 2

PQ P P
x P x x

x x x x

∂∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

312 11 21
1 2 31 3

3 3 3 3

PQ P P
x x P x

x x x x

∂∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
   

biçimindedir. Buradan, 

312 11 21
1 1 2 3b

b b b b

PQ P P
P x x x

x x x x

∂∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
  

3111 21 2
1 2 3 1b

b b b b

PP P Q
x x x P

x x x x

∂∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂ ∂
 

yazılabilir. 

 Bu ifade (III.35) te yerine yazılırsa, 

 2
1 1 0

b b

b

Q
P P

x

∂
+ − =

∂
 

2 0
b

Q

x

∂
=

∂
  

şekini alır. 

 Aynı yöntemle bu ifade 
b

x  ile çarpılır, b üzerinden toplam alınırsa, 

3
2

1

0
b

b b

Q
x

x=

∂
=

∂
∑  

3
3111 21

1 1 2 3
1

0b b

b b b b

PP P
P x x x x

x x x=

 ∂∂ ∂
+ + + = 

∂ ∂ ∂ 
∑  

3 3 3 3
3111 21

1 1 2 3
1 1 1 1

0
b b b b b

b b b bb b b

PP P
P x x x x x x x

x x x= = = =

∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑ ∑  

3 3 3
3111 21

2 1 2 3
1 1 1

0
b b b

b b bb b b

PP P
Q x x x x x x

x x x= = =

∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑  

2 11 1 21 2 31 3 0Q P x P x P x+ + + =  

2 2 0Q Q+ =  

2 0Q =   

bulunur. 

3

2 1
1

0b b

b

Q P x
=

= =∑  olduğundan, 1 0
b

P =  dır. 
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 (III.34) eşitliğinde (III.30) ifadesi ve 2Q sıfıra eşit olduğundan, 

3 3 0b c

c b

P P

x x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

dır.    

 Bu ifade 
c

x  ile çarpılır, c üzerinden toplam alınırsa, 

3 3
3 3

1 1

0b c
c c

c cc b

P P
x x

x x= =

∂ ∂
+ =

∂ ∂
∑ ∑   

 13 23 33
3 1 2 33 0

b

b b b

P P P
P x x x

x x x

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
              ( )1,2,3b =                      (III.36) 

şeklini alır. 

 
3

4 3 13 1 23 2 33 3
1

e e

e

Q P x P x P x P x
=

= = + +∑   

olduğuna göre, 

13 23 334
13 1 2 3

1 1 1 1

P P PQ
P x x x

x x x x

∂ ∂ ∂∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

13 23 334
1 23 2 3

2 2 2 2

P P PQ
x P x x

x x x x

∂ ∂ ∂∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

13 23 334
1 2 33 3

3 3 3 3

P P PQ
x x P x

x x x x

∂ ∂ ∂∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
  

dır. Bu durumda, 

13 23 334
3 1 2 3b

b b b b

P P PQ
P x x x

x x x x

∂ ∂ ∂∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

13 23 33 4
1 2 3 3b

b b b b

P P P Q
x x x P

x x x x

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂ ∂
  

olduğu görülür. 

  Bu ifade (III.36) da yerine yazılırsa, 

4
3 33 0

b b

b

Q
P P

x

∂
+ − =

∂
 

4
32 0

b

b

Q
P

x

∂
+ =

∂
 

bulunur.  
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 Benzer şekilde bu ifade
b

x  ile çarpılır, b üzerinden toplam alınırsa, 

3 3
4

3
1 1

2 0
b b b

b b b

Q
P x x

x= =

∂
+ =

∂
∑ ∑  

3 3
13 23 33

3 3 1 2 3
1 1

2 0b b b b

b b b b b

P P P
P x P x x x x

x x x= =

 ∂ ∂ ∂
+ + + + = 

∂ ∂ ∂ 
∑ ∑  

3 3 3 3
13 23 33

4 3 1 2 3
1 1 1 1

2 0
b b b b b

b b b bb b b

P P P
Q P x x x x x x x

x x x= = = =

∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑ ∑  

3 3 3
13 23 33

4 4 1 2 3
1 1 1

2 0
b b b

b b bb b b

P P P
Q Q x x x x x x

x x x= = =

∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑  

4 13 1 23 2 33 33 3 3 3 0Q P x P x P x+ + + =  

( )4 13 1 23 2 33 33 3 0Q P x P x P x+ + + =  

4 43 3 0Q Q+ =  

4 0Q =  

biçimindedir. 

3

4 3
1

0b b

b

Q P x
=

= =∑  olduğundan 3 0
b

P =  olduğu kolaylıkla görülür. 

  O halde 

 3 0
b

P =   

dır. 

 Benzer şekilde, sırayla 8m =  e kadar devam edilirse, 

    
( )

( )2 2
4 0 122

0

1
4

8
b b b

P r r P x Q
r

= − −  

 5 0
b

P =  

 
( )

( )4 2
6 0 132

0

1
6

16
b b b

P r r P x Q
r

= − −  

 7 0
b

P =  

 
( )

( )6 2
8 0 142

0

5
8

128
b b b

P r r P x Q
r

= − −    

elde edilir.  
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 Bu sonuçlardan aşağıdaki kabul yapılabilir: 

( )

( ) ( ) ( )
( )

3 5 2 1

1 2 2 2
0 12 2

0

... 0

1, 2,...,1
1 2

b b b m

n

n n

n b bb n

P P P

n m
P k r r P nx Q

r

+

− −

= = = =

= 
= − − − 

 

     ( )m Z +∈    (III.37)    

 (III.29) da, mertebesi ( )2 2m +  olan terimler göz önüne alınırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2
2 3 2 3 2 1 2 1 2

2 2 222 2 2
0 0 0

2 2
0

b m c m b m c m

bc m bc b c m

c b c b

P P P Pr
Q r x x Q

x x r x x r r
δ δ

+ + + +

+

∂ ∂ ∂ ∂ 
+ − + − + − =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

şeklini alır. 

 (III.37) den, 

 ( ) ( )2 3 2 3
0

b m c m

c b

P P

x x

+ +
∂ ∂

+ =
∂ ∂

  

olduğu görülür.  

 Bu ifade 
c

x  ile çarpılır, c  üzerinden toplam alınırsa, 

( ) ( )
3 3

2 3 2 3

1 1

0
b m c m

c c

c cc b

P P
x x

x x

+ +

= =

∂ ∂
+ =

∂ ∂
∑ ∑  

 ( ) ( )
( )

3
2 3

2 3
1

2 3 0
c m

cb m

c b

P
m P x

x

+

+
=

∂
+ + =

∂
∑                 ( ), 1,2,3b c =              (III.38) 

bulunur. 

 ( ) ( ) ( ) ( )

3

2 4 1 2 32 3 1 2 3 2 2 3 3 2 3
1

m ee m m m m
e

Q P x P x P x P x+ + + + +
=

= = + +∑    

olduğuna göre, 

( )
( ) ( ) ( )1 2 3 2 2 3 3 2 32 4

1 2 31 2 3
1 1 1 1

m m mm

m

P P PQ
P x x x

x x x x

+ + ++
+

∂ ∂ ∂∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

( )
( )

( ) ( )1 2 3 2 2 3 3 2 32 4
1 2 32 2 3

2 2 2 2

m m mm

m

P P PQ
x P x x

x x x x

+ + ++
+

∂ ∂ ∂∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

( ) ( )
( )

( )1 2 3 2 2 3 3 2 32 4
1 2 33 2 3

3 3 3 3

m m mm

m

P P PQ
x x P x

x x x x

+ + ++
+

∂ ∂ ∂∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
  

dır. Buradan, 

( )
( ) ( ) ( )1 2 3 2 2 3 3 2 32 4

1 2 32 3

m m mm

b m

b b b b

P P PQ
P x x x

x x x x

+ + ++
+

∂ ∂ ∂∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
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( ) ( ) ( )
( )

1 2 3 2 2 3 3 2 3 2 4
1 2 3 2 3

m m m m

b m

b b b b

P P P Q
x x x P

x x x x

+ + + +
+

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂ ∂
  

elde edilir.  

 Bu ifade (III.38) de yerine yazılırsa, 

( ) ( ) ( )
2 4

2 3 2 3
2 3 0m

b m b m

b

Q
m P P

x

+
+ +

∂
+ + − =

∂
 

( ) ( )
2 4

2 3
2 2 0m

b m

b

Q
m P

x

+
+

∂
+ + =

∂
  

olur.  

 Benzer yöntemle bu ifade 
b

x  ile çarpılır, b üzerinden toplam alınırsa, 

( ) ( )

3 3
2 4

2 3
1 1

2 2 0m
b bb m

b b b

Q
m P x x

x

+
+

= =

∂
+ + =

∂
∑ ∑  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 3
1 2 3 2 2 3 3 2 3

1 2 32 3 2 3
1 1

2 2 0
m m m

b bb m b m

b b b b b

P P P
m P x P x x x x

x x x

+ + +

+ +
= =

∂ ∂ ∂ 
+ + + + + =  ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 3 3 3
1 2 3 2 2 3 3 2 3

2 4 1 2 32 3
1 1 1 1

2 2 0
m m m

m b b b bb m

b b b bb b b

P P P
m Q P x x x x x x x

x x x

+ + +

+ +
= = = =

∂ ∂ ∂
+ + + + + =

∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

1 2 3 2 2 3 3 2 3

2 4 2 4 1 2 3
1 1 1

2 2 0
m m m

m m b b b

b b bb b b

P P P
m Q Q x x x x x x

x x x

+ + +

+ +
= = =

∂ ∂ ∂
+ + + + + =

∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 1 2 31 2 3 2 2 3 3 2 3
2 3 2 3 2 3 2 3 0m m m m

m Q m P x m P x m P x+ + + +
+ + + + + + + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 4 1 2 31 2 3 2 2 3 3 2 32 3 2 3 0m m m m
m Q m P x P x P x+ + + +

+ + + + + =  

( ) ( )2 4 2 42 3 2 3 0m mm Q m Q+ ++ + + =  

2 4 0mQ + =  

bulunur.  

( )

3

2 4 2 3
1

0m bb m
b

Q P x+ +
=

= =∑  olduğundan ( )2 3
0

b m
P

+
=  olduğu görülür.  

 O halde, 

 ( )2 3
0

b m
P

+
=  

dır. 
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 (III.29) da, mertebesi ( )2 1m +  olan terimler yazılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2
2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 122 2 2
0 0 0

2 2
0

b m c m b m c m

bc m bc b c m

c b c b

P P P Pr
Q r x x Q

x x r x x r r
δ δ

+ +

+ −

∂ ∂ ∂ ∂ 
+ − + − + − =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

( ), 1,2,3b c =                                                                                                         (III.39) 

biçimindedir. 

 (3.37) den, 

 ( ) ( ) ( )1 2 2 2
0 12 2

0

1
1 2

m

m m

m b bb m
P k r r P mx Q

r

− − 
= − − − 

 
       ( )1,2,3b =       (III.40)                     

dir.  

 Bu ifadenin 
c

x  ye göre kısmi türevi alınırsa, 

( ) ( ) ( ){ }12 2 2 2
0 12

0

1
1 2

m

mb m m

m b b

c c

P
k r r P mx Q

x r x

− −
∂   ∂

= − − − 
∂ ∂ 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 4 2 2 2
0 1 0 1 02

0

1
1 2 2 2 2 2 2

m

m m m

m c b b c b bc b c
k m r x r P mx Q r x P mQ mx P

r
δ

− − − 
= − − − − + − − 

 

( ) {1 2 4 2 2 4 2 4 2 2 4
0 1 0 12

0

1
1 2 2 2 2 2 2

m

m m m m m

m c b c b c b c b
k mr x r P mr x mx Q r x r P r x mx Q

r

− − − − − 
= − − − − − 

 
 

}2 4 2 2 4 2 2 4 2
0 1 02 2 2m m m

c b bc b c
r r x P r r mQ r r mx Pδ− − −+ − −  

( ) ( ){ ( )( ) }
1 2 4 2 2

0 0 12
0

1
1 2 2 1

m

m m

m b c c b bc b c
k r m r P x P x r m x x Q

r
δ

− − 
= − − − − + − 

 
  

bulunur.  

 O halde, 

( ) ( ) ( ){ ( )( ) }
12 2 4 2 2

0 0 12
0

1
1 2 2 1

m

mb m m

m b c c b bc b c

c

P
k r m r P x P x r m x x Q

x r
δ

− −
∂  

= − − − − + − 
∂  

  

şeklindedir. 

 (III.40) ifadesi 
b

x  ile çarpılır, b  üzerinden toplam alınırsa, 

( ) ( )
3 3 3

1 2 2 2 2
0 12 2

1 1 10

1
1 2

m

m m

b m b b bb m

b b b

P x k r r P x mQ x
r

− −

= = =

   
= − − −   

  
∑ ∑ ∑  

( ) ( )1 2 2 2 2
2 1 1 12

0

1
1 2

m

m m

m m
Q k r r Q mQ r

r

− −
+

 
= − − − 

 
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           ( ) ( )
1 2

12
0

1
1 1 2

m

m m

m
k r Q m

r

−  
= − − − 

 
 

           ( ) ( ) 2
12

0

1
1 2 1

m

m m

m
m k r Q

r

 
= − − − 

 
  

bulunur.  

 O halde, 

 ( ) ( ) 2
2 1 12

0

1
1 2 1

m

m m

m m
Q m k r Q

r
+

 
= − − − 

 
 

dir.  

 Bu ifadede m  yerine 1m −  yazılırsa, 

 ( ) ( )
1

1 2 2
2 1 1 12

0

1
1 2 3

m

m m

m m
Q m k r Q

r

−

− −
− −

 
= − − − 

 
  

şeklini alır.  

 Bulunan bu değerler (III.39) da yerine yazılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
2

12 2 2 2 2 4 2 2
0 0 12 2

0 0

1
1 2 2 1

m

mb m c m m

m b c c b bc b c

c b

P P r
k r m r P x P x r m x x Q

x x r r
δ

−+ + −
∂ ∂  

+ − − − − − + −  
∂ ∂  

( ) ( ) ( )( )( )1 2 4 2 2
0 0 12

0

1
1 2 2 1

m

m m

m c b b c bc b ck r m r P x P x r m x x Q
r

δ
− −

  
+ − − − − + −  

  

 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
1

12 2 2 2
1 1 122 2 22

0 0 00

2 1 2 1
1 2 1 1 2 3 0

m m

m mm m

bc m bc b c mm k r Q r x x m k r Q
r r rr

δ δ

−

− −
−

   
− − − − + − − − − =   

   

elde edilir.  

 Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
2

12 2 2 2 2 4 2 2
0 0 12 2

0 0

1
2 1 2 2 1

m

mb m c m m

m b c c b bc b c

c b

P P r
k r m r P x P x r m x x Q

x x r r
δ

−+ + −
 ∂ ∂   

+ − − − − − + −  
∂ ∂    

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
1

12 2 2 2
1 1 122 2 22

0 0 00

2 1 2 1
1 2 1 1 2 3 0

m m

m mm m

bc m bc b c mm k r Q r x x m k r Q
r r rr

δ δ

−

− −
−

   
− − − − + − − − − =   

   

olduğundan,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){

( ) ( )( ) }

1

2 2 2 2 2 2 2
12

0

1 1

1
1 2 4 1 2 3

4 1 2 3 0

m

mb m c m m

m m bc

c b

m m b c

P P
r m k m k r

x x r

m m k m k x x Q

δ

+

+ + −
−

−

∂ ∂  
+ + − − − − − 

∂ ∂  

+ − + − =

  

dır.  
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 Bu ifade 
c

x  ile çarpılır, c  üzerinden toplam alınırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1
3 3 3

2 2 2 2 2 2 2
12

1 1 10

3
2

1 1
1

1
1 2 4 1 2 3

4 1 2 3 0

m

mb m c m m

c c m m bc c

c c cc b

m m b c

c

P P
x x r m k m k r x

x x r

m m k m k x x Q

δ

+

+ + −
−

= = =

−
=

∂ ∂   
+ + − − − − − 

∂ ∂  


+ − + − =



∑ ∑ ∑

∑

 

bulunur ki, 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ){

1
3

2 2 2 2 2
12 2 2

1 0

1
2 2 1 2 4 1 2 3

m

mc m m

c m m bb m

c b

P
m P x r m k m k r x

x r

+

+ −
−+

=

∂  
+ + + − − − − − 

∂  
∑

( ) ( )( ) }2
1 14 1 2 3 0

m m b
m m k m k x r Q−+ − + − =                                 ( )1,2,3b =     (III.41) 

olur. 

 ( ) ( ) ( ) ( )

3

2 3 1 2 32 2 1 2 2 2 2 2 3 2 2
1

m ee m m m m
e

Q P x P x P x P x+ + + + +
=

= = + +∑   

olduğuna göre, 

( )
( ) ( ) ( )1 2 2 2 2 2 3 2 22 3

1 2 31 2 2
1 1 1 1

m m mm

m

P P PQ
P x x x

x x x x

+ + ++
+

∂ ∂ ∂∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

( )
( )

( ) ( )1 2 2 2 2 2 3 2 22 3
1 2 32 2 2

2 2 2 2

m m mm

m

P P PQ
x P x x

x x x x

+ + ++
+

∂ ∂ ∂∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

( ) ( )
( )

( )1 2 2 2 2 2 3 2 22 3
1 2 33 2 2

3 3 3 3

m m mm

m

P P PQ
x x P x

x x x x

+ + ++
+

∂ ∂ ∂∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
  

dir. Bu durumda, 

( )
( ) ( ) ( )1 2 2 2 2 2 3 2 22 3

1 2 32 2

m m mm

b m

b b b b

P P PQ
P x x x

x x x x

+ + ++
+

∂ ∂ ∂∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

( ) ( ) ( )
( )

1 2 2 2 2 2 3 2 2 2 3
1 2 3 2 2

m m m m

b m

b b b b

P P P Q
x x x P

x x x x

+ + + +
+

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂ ∂
  

şeklini alır.  

 Bu ifade (III.41) de yerine yazılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 2 22 3
12 2 2 2 2

0

1
2 2 1 2 4 4 4 0

m

m mm
b m m m mb m b m

b

Q
m P P r x r mk k m k mk Q

x r

+

−+
+ +

 ∂
+ + − + − − − + − = 

∂  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 22 3
12 2 2

0

1
2 1 1 2 4 1 0

m

m mm
m bb m

b

Q
m P r m k x Q

x r

+

+
+

 ∂
+ + + − − − = 

∂  
     

 ( )1,2,3b =                  (III.42) 

dır.  
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 Benzer şekilde bu ifade 
b

x  ile çarpılır, b üzerinden toplam alınırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )
1

3 3 3
2 2 22 3

12 2 2
1 1 10

1
2 1 1 2 4 1 0

m

m mm
b b m bb m

b b bb

Q
m P x x r m k Q x

x r

+

+
+

= = =

 ∂
+ + + − − − = 

∂  
∑ ∑ ∑  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

3
1 2 2 2 2 2 3 2 2

2 3 1 2 32 2
1

1

2 2 2
12

0

2 1

1
1 2 4 1 0

m m m

m bb m
b b b b

m

m m

m

P P P
m Q P x x x x

x x x

r m k Q r
r

+ + +

+ +
=

+

∂ ∂ ∂ 
+ + + + +  ∂ ∂ ∂ 

 
+ − − − = 

 

∑
  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 3 3 3
1 2 2 2 2 2 3 2 2

2 3 1 2 32 2
1 1 1 1

1

2 2 2
12

0

2 1

1
1 2 4 1 0

m m m

m b b b bb m

b b b bb b b

m

m m

m

P P P
m Q P x x x x x x x

x x x

r m k Q r
r

+ + +

+ +
= = = =

+

∂ ∂ ∂
+ + + + +

∂ ∂ ∂

 
+ − − − = 

 

∑ ∑ ∑ ∑
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 3 3
1 2 2 2 2 2 3 2 2

2 3 2 3 1 2 3
1 1 1

1

2 2 2
12

0

2 1

1
1 2 4 1 0

m m m

m m b b b

b b bb b b

m

m m

m

P P P
m Q Q x x x x x x

x x x

r m k Q r
r

+ + +

+ +
= = =

+

∂ ∂ ∂
+ + + + +

∂ ∂ ∂

 
+ − − − = 

 

∑ ∑ ∑
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 3 1 2 31 2 2 2 2 2 3 2 2

1

2 2 2
12

0

2 2 2 2 2 2 2 2

1
1 2 4 1 0

m m m m

m

m m

m

m Q m P x m P x m P x

r m k Q r
r

+ + + +

+

+ + + + + + +

 
+ − − − = 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

2 2 2
2 3 1 2 3 11 2 2 2 2 2 3 2 2 2

0

1
2 2 2 2 1 2 4 1 0

m

m m

m mm m m
m Q m P x P x P x r m k Q r

r

+

+ + + +

 
+ + + + + + − − − = 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 2
2 3 2 3 12

0

1
2 2 2 2 1 2 4 1 0

m

m m

m m mm Q m Q r m k Q r
r

+

+ +

 
+ + + + − − − = 

 
 

( ) ( ) ( )
1

2 2 2
2 3 12

0

1
4 4 1 2 4 1 0

m

m m

m mm Q r m k Q r
r

+

+

 
+ + − − − = 

 
 

( ) ( ) ( )
1

1 2 2 2
2 3 12

0

1
4 1 1 2 4 1

m

m m

m mm Q r m k Q r
r

+

+

+

 
+ = − − − 

 
 

( )
( )

( )

12
1 2 2

2 3 12
0

4 1 1
1

2 1

m

m m

m m

m
Q k r Q

m r

+

+ +
+

−  
= − − 

+  
  

olarak bulunur. 

 O halde, 

 ( )
( )

( )

12
1 2 2

2 3 12
0

4 1 1
1

2 1

m

m m

m m

m
Q k r Q

m r

+

+ +
+

−  
= − − 

+  
  

biçimindedir.  
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 Bu ifadenin 
b

x  ye göre kısmi türevi alınırsa, 

( )
( )

( )
( )

12
1 2 22 3

12
0

4 1 1
1

2 1

m

m mm
m

b b

mQ
k r Q

x m r x

+

+ ++
−  ∂ ∂

= − − 
∂ + ∂ 

 

            ( )
( )

( )
( )

12 311 2 2 2
1 2 3 02

10

4 1 1
1

2 1

m

mm

m b b

bb

m
k x x x P x

m r x

+
++

=

−   ∂  
= − − + +   + ∂   

∑  

             ( )
( )

( )
( )( )

12
1 2 2 2

1 02
0

4 1 1
1 2 1

2 1

m

m m m

m b b

m
k m r x Q P r

m r

+

+ +
−  

= − − + + 
+  

 

            ( )
( )

( )
( )( )

12
1 2 2

0 12
0

4 1 1
1 2 1

2 1

m

m m

m b b

m
k r r P m x Q

m r

+

+ −  
= − − + + 

+  
  

bulunur. 

 O halde, 

 ( )
( )

( )
( )( )

12
1 2 22 3

0 12
0

4 1 1
1 2 1

2 1

m

m mm
m b b

b

mQ
k r r P m x Q

x m r

+

++
−  ∂

= − − + + 
∂ +  

  

dir.  

 Bu ifade (III.42) de yerine yazılırsa, 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( )

( ) ( )

12
1 2 2

0 12 2 2
0

1

2 2
12

0

4 1 1
2 1 1 2 1

2 1

1
1 2 4 1 0

m

m m

m b bb m

m

m m

m b

m
m P k r r P m x Q

m r

r m k x Q
r

+

+

+

+

−  
+ + − − + + 

+  

 
+ − − − = 

 

 

( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( )

1 1

1 2 2 2
0 1 12 2 2 2

0 0

2 1 1 1
1 2 1 1 2 2 1 0

2 1

m m

m mm m

m b b m bb m

m
P k r r P m x Q r m k x Q

m r r

+ +

+

+

−    
+ − − + + + − − − =   

+    
elde edilir.  

 Sonuç olarak, 

 
( ) ( )

( )
( )( )

1

2 2
0 12 2 2

0

2 1 1
1 2 1

2 1

m

m m

m b bb m

m
P k r r P m x Q

m r

+

+

 −
= − − − + 

+  
  

bulunur.  

 Burada, 

 
( )1

2 1

2 1
m m

m
k k

m
+

−
=

+
  

yazılırsa, m Z
+∈  için, 

2 1

1

4
k k=    
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3 2 1

3 3 1

6 6 4
k k k= =     

4 3 1

5 5 3 1

8 8 6 4
k k k= =  

 �  

bulunur.  

 Benzer şekilde devam edilirse, 1

1

2
k =  olduğuna göre, 2,3,...m =  

tamsayıları için, 

 
( )( )

( )
( ) ( )

( )
( )

1

2 3 2 5 ...1 2 3 2 5 ...1 2 3 !!1

2 2 1 ...4 2 2 1 ...4 2 2 !m m

m m m m m
k k

m m m m m

− − − − −
= = =

− −
  

dir.  

 Bu durumda (III.37) yi sağlayan 
m

k  değeri de bulunmuş olur. 

 O halde, 

 ( ) ( )
( ) ( )1 2 2 2

0 12 2
0

2 3 !! 1
1 2

2 !

m

m m

b bb m m

m
P r r P mx Q

m r

− −−  
= − − − 

 
( )2,3,...m =  

 ( )1,2,3b =                (III.43) 

elde edilir 

 Böylece bulunan katsayılar, 

 ( )2
2 0 12

0

1
2

b b b
P r P x Q

r
= − −    ,  

3

1 0
1

e e

e

Q P x
=

=∑        ( )1,2,3b =  

ve  

 ( ) ( )
( ) ( )1 2 2 2

0 12 2
0

2 3 !! 1
1 2

2 !

m

m m

b bb m m

m
P r r P mx Q

m r

− −−  
= − − − 

 
  ( )2,3,...m =

 ( )1,2,3b =  

denklemleri ile, 

 ( )3 5 2 1
... 0

b b b m
P P P

+
= = = =      ( )1,2,3b =  

biçiminde ifade edilir. 
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 Bu bölümde bulunan sonuçlar düzenlenirse, aşağıdaki teorem elde edilir. 

 Teorem III.1. 4 3
R R R+ += ×  uzayında Ot-metriği ile elde edilen Riemann 

Manifoldu üzerinde herhangi bir 
4

1

i

i i

V v
x=

∂
=

∂
∑  Killing Vektör Alanı aşağıdaki 

formüller ile verilir: 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 4 4 0 0 0 4 42 2

4 4 0 00

1 1 1 1
b b b bb

v r r x x r r p x p r x x p x x
x x r rr r

λ µ
   

= − + − − × − − − ⋅  
−    

� �

 

( )( )2 2
4 0 0 0

2
4 0 4 4

1
v r x p r r

x r x x
λ= ⋅ + −

−
�  ,                ( )2

r x x= ⋅� �                      (III.44) 

 Burada 
4

1

j

i ij

j

v g v
=

=∑  ve 
1

2

3

b

λ

λ λ

λ

 
 

=  
 
 

 , 
1

2

3

b

p

p p

p

 
 

=  
 
 

 , 
1

2

3

µ

µ µ

µ

 
 

=  
 
 

 , 
1

2

3

x

x x

x

 
 

=  
 
 

�    

3R  teki vektörleri,  " "⋅  iç çarpımı,  " "×  dış çarpımı göstermektedir. O halde V  

Killing Vektör Alanı, 0p , 
b

λ , 
b

p , 
b

µ  ( )1,2,3b =  ile ifade edilen 10 reel sabite 

bağlıdır. 

 İspat: 

 (III.27) den, 

 
0

b bm

m

f P
∞

=

=∑   

dir.   

 (III.43) ten, 

( ) ( )
( ) ( )12 2 2 2

0 1 0 1 0 12 2
20 0

2 3 !!1 1
2 1 2

2 2 !

m

m m

b b b b b b bm
m

m
f P P r P x Q r r P mx Q

r m r

∞
− −

=

−  
= + − − + − − − 

 
∑

dır.  

 Buradan, 

( )
( )

( )
( )

( )

2
1 2

1 02 2
20 0

1 2 2
12 1 2

20 0

2 3 !! 1
1 1

2 2 !

2 3 !!1 1
1

2 1 !

m

m m

b b bm
m

m

m m

bm
m

mr
f P r P

r m r

m
r x Q

r m r

∞
−

=

∞
− −

−
=

 −  
 = + − + − −    

 −  
 − − + − −  −   

∑

∑

 

bulunur. 



 54 

 ( ) ( )
( )1

1
2

2

2 3 !!1
1 1 1

2 !2

m m

m
m

m
t t t

m

∞
−

=

−
+ = + + −∑   

ve 

 ( ) ( )
( )

( )

1
1 12

1
2

2 3 !!
1 1 1

1 !2

m m

m
m

m
t t

m

∞
− − −

−
=

−
+ = + −

−
∑  

olduğundan, 

 

1 1
2 2 32 2

1 0 02 2 2
10 0 0

1
1 1b b b e e b

e

r r
f P P P x x

r r r

−

=

     
= + − + −     

    
∑   

elde edilir.  

 (III.30) dan 1b

c

P

x

 ∂
 

∂ 
 3 3× boyutlu matrisi, 

3 2

1
3 1

2 1

0

0

0

b

c

P

x

µ µ

µ µ

µ µ

− 
 ∂  

= −   ∂   − 

  

şeklinde belirtilir.  

 O zaman, ( )1b b
P xµ= − × �   

dır.  

 0b b
P p=  ile gösterilirse, 

 ( ) ( ) ( )
2 2

0

2 2
0 0 0

1
b b bb

r r
f x p p x x

r r r r
µ

−
= − × + + ⋅

−
� �   

ve 

 ( ) 2 20
0

0

p
f x r r

r
λ= ⋅ + −�    ,   0 0p P=   

elde edilir.  

 Bütün bulunan değerler (III.10) da yerine yazılırsa, 

( ) ( )

( ) ( )

2
0 0 4 4 2 20

0

4 4 0

2 2
0

2 2
4 4 0 0 0

1 1

b

b

b bb

r r x x p
v x r r

x x x r

r r
x p p x x

x x r r r r

λ

µ

−  ∂
= ⋅ + − 

∂  

 − 
+ − × + + ⋅ 

−  

�

� �
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( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 4 4 0 0 0 4 42 2

4 4 0 00

1 1 1 1
b b b bb

v r r x x r r p x p r x x p x x
x x r rr r

λ µ
   

= − + − − × − − − ⋅  
−    

� �

ve  

( ) ( ) 2 20 0
4 0

2
0 4 0 4 4

p r
v x r r

r x r x x
λ

 
= ⋅ + − 
  −

�  

( ) ( )( )2 2
4 0 0 0

2
4 0 4 4

1
v r x p r r

x r x x
λ= ⋅ + −

−
�   

elde edilir.  

 O halde, 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 4 4 0 0 0 4 42 2

4 4 0 00

1 1 1 1
b b b bb

v r r x x r r p x p r x x p x x
x x r rr r

λ µ
   

= − + − − × − − − ⋅  
−    

� �

( ) ( )( )2 2
4 0 0 0

2
4 0 4 4

1
v r x p r r

x r x x
λ= ⋅ + −

−
�   

dir. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 56 

 

 

 

BÖLÜM IV 

 
OT-METRİĞİ İLE ELDE EDİLEN RIEMANN 

MANİFOLDU ÜZERİNDE HARMONİK, 

KONFORM KILLING VE HOMOTETİK 

KILLING VEKTÖR ALANLARI 

 
IV.1.HARMONİK VEKTÖR ALANLARI 

 

 Bir 
4

1

i

İ i

V v
x=

∂
=

∂
∑  vektör alanının Harmonik Vektör Alanı olması için (II.8) ve 

(II.9) gereğince, 

0ji

j i

vv

x x

∂∂
− =

∂ ∂
  ( ), , 1,...,i j i j n≠ =   

ve              

 
, 1 , 1

1
0

2

n n
j jiji hi i

h

i j hj j i

g gv g
g g v

x x x x

αα α

α α= =

  ∂ ∂∂ ∂
− + − =    ∂ ∂ ∂ ∂  

∑ ∑  

 denklemlerini sağlaması gerekir. 
4

1

j

i ij

j

v g v
=

=∑  olmak üzere, (III.2) metriği için, 

(III.3) ve (III.5) te bulunan katsayılar, 
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2 2
4 4 0

1 b c
bc bc

x x
g

x x r r
δ
 

= + 
− 

 

4 0
b

g =       ( , 1,2,3)b c =                           

( )

2
0

44 2
4 4 0 4 4

r
g

x x r x x
= −

−
  

 ve 

 
2 2 2

0 0

e b c
bc

e x x x

b c r r r
δ
  

= +   
−   

 

2
0 4 4

2 2 2
0 4 0

4
b c

bc

r x x x x

b c r x r r
δ
   −

= − +   
−   

 

4

1

4
e

b

e

b x
δ

 
= − 

 
                                                      ( ), , 1,2,3b c e =                   

4
0

4b

 
= 

 
 

0
4 4

e 
= 

 
 

4

4 4

 
 
 

( )
( )

2
0 4 4

2
4 0 4 4

2r x x

x r x x

−
= −

−
 

 denklemlerde yerine yazılırsa, 

4

4

0

0

b c

c b

b

b

v v

x x

v v

x x

∂ ∂
− =

∂ ∂

∂ ∂
− =

∂ ∂

   ( ), , 1, 2,3b c b c≠ =            (IV.1) 

bulunur. 

4 4 4

1 , 1 1

i ji i
i h

i i j hj

hv
v g v

j ix= = =

  ∂
∇ = −   ∂   

∑ ∑ ∑

3 3
44 4

4 4
, 1 1 4

4 4

4 4
bc b

e

b c ec

ev v
g v v g v

b c b cx x= =

        ∂ ∂
= − − + −        

∂ ∂        
∑ ∑  

23 3
0 4 4

42 2 2 2 2 2
, 1 1 0 0 0 4 0

bc b e b c b c
bc e bc

b c ec

v x x x r x x x x
g v v

x r r r r x r r
δ δ

= =

    ∂ −
= − + + +     ∂ − −    
∑ ∑  

( )

2
44 0 4 44

42
4 4 0 4 4

2
0

r x xv
g v

x x r x x

 −∂
 + + =
 ∂ − 
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23
0 4 4

4 4 42 2 2 2 2 2 2
10 0 0 0 4 0

b c b e b c b c
bc bc e bc

ec

x x v x x x r x x x x
x x v v

r x r r r r x r r
δ δ δ

=

      ∂ −
− − + + +       ∂ − −      

∑  

( )

2 2
0 4 4 0 4 44

4 4 42 2
0 4 4 0 4 4

2
0

r x x r x xv
x x v

r x x r x x

 − −∂
 − + =
 ∂ − 

 

3
4 4

4 4 2 2 2 2 2
10 0 0 0

b c b b c b c
bc bc bc e e

ec

x x v x x x xx x
x x x v

r x r r r r
δ δ δ

=

    ∂
− − − +    

∂ −    
∑  

( ) ( )2 2
4 4 0 4 4 4 4 0 4 4 4

42 2 2 2 2
0 4 0 0 0 4

b c b c
bc bc

x x r x x x x r x xx x x x v
v

r x r r r r x
δ δ

− −   ∂
+ − + −  

− ∂  
 

( )
( )

2 2
4 4 0 4 4 0 4 4

42 2
0 4 0 4 4

2
0

x x r x x r x x
v

r x r x x

− −
− =

−
 

( )2 3
0 4 4 4

2 2 2 2 2 2
10 0 4 0 0 0

1b c b b c b c
bc bc bc e e

ec

r x xx x v x x x xv
x v

r x r x r r r r
δ δ δ

=

−    ∂ ∂
− − − − +    

∂ ∂ −    
∑  

( )2 2
0 4 4 0 4 4

42 2 2 2 2
0 4 0 0 0 4 4

2
0b c b c

bc bc

r x x x x x x r x x
v

r x r r r r x x
δ δ

−     −
+ − + − =    − −   

  

dır. 

O halde, 

( )
3

2 2 4
0 0 4 42 2 2 2

10 4 0 0

b c b b c b c
bc bc bc e e

ec

x x v x x x xv
r r x x x v

r x x r r r
δ δ δ

=

    ∂ ∂
− − − − − +    

∂ ∂ −    
∑  

( )2 2
0 4 4 0 4 4

42 2 2 2
4 0 0 0 4 4

2
0b c b c

bc bc

r x x x x x x r x x
v

x r r r r x x
δ δ

−     −
+ − + − =    − −   

    ( , 1,2,3)b c =    (IV.2) 

dir. 

 Bu durumda bir vektör alanının Ot – metriğinde Harmonik Vektör Alanı 

olması için, 

0b c

c b

v v

x x

∂ ∂
− =

∂ ∂
          ve                4

4

0b

b

v v

x x

∂ ∂
− =

∂ ∂
  ( ), , 1, 2,3b c b c≠ =  

eşitlikleri ile, 

 ( )
3

2 2 4
0 0 4 42 2 2 2

10 4 0 0

b c b b c b c
bc bc bc e e

ec

x x v x x x xv
r r x x x v

r x x r r r
δ δ δ

=

    ∂ ∂
− − − − − +    

∂ ∂ −    
∑  

( )2 2
0 4 4 0 4 4

42 2 2 2
4 0 0 0 4 4

2
0b c b c

bc bc

r x x x x x x r x x
v

x r r r r x x
δ δ

−     −
+ − + − =    − −   

     ( , 1,2,3)b c =  

denklemlerini sağlaması gerekir.  
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Üçüncü bölümde yapıldığı gibi bu denklemler çözülerek Harmonik Vektör 

Alanı belirlenebilir. 

 

IV.2.KONFORM KILLING VEKTÖR ALANLARI 

 

Bir 
4

1

i

İ i

V v
x=

∂
=

∂
∑  vektör alanının Konform Killing Vektör Alanı olması için 

(II.15) gereğince, 

, 1 , 1 , 1

2 1

2

n n n
j j jih ik hi i k k i ik

h ji h

h i k hj i j i i i k

v g gv g v g g g
g v g g g v

x x x x x n x x x x

αα αα α α

α αα α= = =

   ∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − = − + −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∑ ∑ ∑

( ), 1,...,i j n=  

denklemlerini sağlaması gerekir. 
4

1

j

i ij

j

v g v
=

=∑  olmak üzere, (III.2) metriği için, 

(III.3) ve (III.5) te bulunan katsayılar bu denklemlerde yerine yazılırsa aşağıdaki 

denklemler elde edilir: 

4 4 4

1 1 1

2
2

4
bkb c k

h bc h

h k hc b b

h hv v v
v g g v

b c b kx x x= = =

    ∂ ∂ ∂
+ − = −    

∂ ∂ ∂    
∑ ∑ ∑  

3

4
1

4
2 2b c

e

ec b

ev v
v v

b c b cx x =

   ∂ ∂
+ − −   

∂ ∂    
∑  

3 4 4
4 4

1 1 1

1

2
bk bk

bc h h

k h hb b

h hv v
g g v g v

b k b kx x= = =

       ∂ ∂ 
= − + −        

∂ ∂        
∑ ∑ ∑  

( )23
0 4 4

42 2 2 2 2 2
10 0 0 4 0

22b c b c b c
bc e e bc

ec b

r x xv v x x x x
x v v

x x r r r r x r r
δ δ

=

−   ∂ ∂
+ − + + +   

∂ ∂ − −   
∑  

3 3

4
1 1

41

2
bk k

bc e

k eb

ev
g g v v

b k b kx= =

     ∂ 
= − −      

∂       
∑ ∑  

( )23
0 4 4

42 2 2 2 2 2
10 0 0 4 0

22b c b c b c
bc e e bc

ec b

r x xv v x x x x
x v v

x x r r r r x r r
δ δ

=

−   ∂ ∂
+ − + + +   

∂ ∂ − −   
∑  

3

4 42 2 2 2 2 2
14 4 0 0 0 0

1 1

2
b c b k k b e

bc bk be e e

eb

x x x x v x x
x x x v

x x r r r x r r r
δ δ δ

=

       ∂
= + − − +       − ∂ −       

∑

( )2
0 4 4

42 2 2
0 4 0

b c
bc

r x x x x
v

r x r r
δ

−   
+ +  

−  
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( )23
0 4 4

42 2 2 2 2 2
10 0 0 4 0

22b c b c b c
bc e e bc

ec b

r x xv v x x x x
x v v

x x r r r r x r r
δ δ

=

−   ∂ ∂
+ − + + +   

∂ ∂ − −   
∑  

3

2 2 2 2 2 2 2 2 2
10 0 0 0 0 0

1 1

2 2
b c b k k b c b k b e

bc bk bc bk be e e

eb

x x x x v x x x x x x
x v

r r r x r r r r r r
δ δ δ δ δ

=

      ∂
= + − − + − +      

− ∂ − −      
∑

2 2
0 4 4

42 2 2 2
0 0 0 4

1

2
b c b k

bc bk

x x x x r x x
v

r r r r x
δ δ
    −

+ + −    
−    

  

bulunur. 

O halde 

2 2 2
0 0

1

2
b c b c b k k

bc bk

c b b

v v x x x x v

x x r r r x
δ δ
  ∂ ∂ ∂

+ − + −  
∂ ∂ − ∂  

 

3

2 2 2 2 2 2
10 0 0 0

1 1
2

2
b c b k b e

bc bk be e e

e

x x x x x x
x v

r r r r r r
δ δ δ

=

     
− + − − +      − −     

∑  

( )
2

0 4 4
42 2 2 2 2 2

0 4 0 0 0

1
2 0 , 1,2,3

2
b c b k b c

bc bk bc

r x x x x x x x x
v b c

r x r r r r r
δ δ δ

     −
+ + − − + = =      − −     

 

                                      (IV.3) 

dır. 

 Diğer taraftan, 

4 4 4
4

4
1 1 14

2
2

4 4
bkb k

h b h

h k hb b

h hv vv
v g g v

b b kx x x= = =

    ∂ ∂∂
+ − = −    

∂ ∂ ∂    
∑ ∑ ∑  

3
4

4
14

4
2 2 0

4
b

e

eb

ev v
v v

b c bx x =

   ∂ ∂
+ − − =   

∂ ∂    
∑  

3
4

14 4

2
0eb

b e

eb

v v
v

x x x
δ

=

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
∑  

ise, 

4

4 4

2
0b

b

b

v v
v

x x x

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
      ( )1,2,3b =               (IV.4) 

biçimindedir. 

 Son olarak, 

4 4 4
44 4

4 44
1 1 14 4 4

2
2

4 4 44
k k

h

h k h

h hvv v
v g g v

kx x x= = =

    ∂∂ ∂
+ − = −    

∂ ∂ ∂    
∑ ∑ ∑  

dır. 
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3
4

4
14

4
2 2 2

4 4 4 4e

e

ev
v v

x =

   ∂
− −   

∂    
∑  

3 4 4
4 44 4

44
1 1 14 4

1

4 4 42
e e

h h

e h h

h hv v
g g v g v

kx x= = =

       ∂ ∂ 
= − + −        

∂ ∂        
∑ ∑ ∑  

( )

2
0 4 44

42
4 4 0 4 4

2
2 2

r x xv
v

x x r x x

−∂
+

∂ −
 

( )
( )22 3

0 4 40 4
4 4 422

10 44 4 0 4 4

41

4 4 4 42 e

e

r x x er v
x x v v

r xx x r x x =

−     ∂
= − −    

∂−     
∑  

( ) ( )

2 2
0 4 4 0 4 44 4

4 42 2
4 44 0 4 4 4 0 4 4

2 21
2 2

2

r x x r x xv v
v v

x xx r x x x r x x

 − −∂ ∂
 + = +
 ∂ ∂− − 

 

( )

2
0 4 44

42
4 4 0 4 4

23
0

2

r x xv
v

x x r x x

 −∂
 + =
 ∂ − 

 

olduğundan, 

( )

2
0 4 44

42
4 4 0 4 4

2
0

r x xv
v

x x r x x

 −∂
 + =
 ∂ − 

               (IV.5) 

elde edilir. 

 O halde bir vektör alanının Ot – metriğinde Konform Killing Vektör Alanı 

olması için, 

4

4 4

2
0b

b

b

v v
v

x x x

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
              ( )1,2,3b =   

ve 

( )

2
0 4 44

42
4 4 0 4 4

2
0

r x xv
v

x x r x x

 −∂
 + =
 ∂ − 

  

eşitlikleri ile, 

2 2 2
0 0

1

2
b c b c b k k

bc bk

c b b

v v x x x x v

x x r r r x
δ δ
  ∂ ∂ ∂

+ − + −  
∂ ∂ − ∂  

3

2 2 2 2 2 2
10 0 0 0

1 1
2

2
b c b k b e

bc bk be e e

e

x x x x x x
x v

r r r r r r
δ δ δ

=

     
− + − − +      − −     

∑  

( )
2

0 4 4
42 2 2 2 2 2

0 4 0 0 0

1
2 0 , 1,2,3

2
b c b k b c

bc bk bc

r x x x x x x x x
v b c

r x r r r r r
δ δ δ

     −
+ + − − + = =      − −     

 

denklemlerini sağlaması gerekir.  
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Üçüncü bölümde yapıldığı gibi bu denklemler çözülerek Konform Killing 

Vektör Alanı belirlenebilir. 

 

IV.3.HOMOTETİK KILLING VEKTÖR ALANLARI 

 

 Bir 
4

1

i

İ i

V v
x=

∂
=

∂
∑  vektör alanının Homotetik Killing Vektör Alanı olması için 

(II.17) gereğince, 

, 1

2
n

j j jihi i
h ji

hj i j i

v g gv g
g v cg

x x x x x

αα α

α α=

 ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ − + − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑    ( ), 1,...,i j n=  

denklemlerini sağlaması gerekir. 
4

1

j

i ij

j

v g v
=

=∑  olmak üzere, (III.2) metriği için, 

(III.3) ve (III.5) te bulunan katsayılar bu denklemlerde yerine yazılırsa aşağıdaki 

denklemler elde edilir: 

4

1

2 2b c
h bc

hc b

hv v
v cg

b cx x =

 ∂ ∂
+ − = 

∂ ∂  
∑  

( )23
0 4 4

2 2 2 2 2 2 2 2
10 0 0 4 0 4 4 0

2 1
2 2b c b c b c b c

bc e e bc bc

ec b

r x xv v x x x x x x
x v c

x x r r r r x r r x x r r
δ δ δ

=

−     ∂ ∂
+ − + + + = +     

∂ ∂ − − −     
∑

ise,

( )23
0 4 4

2 2 2 2 2 2 2 2
10 0 0 4 0 4 4 0

2 1
2 2 0b c b c b c b c

bc e e bc bc

ec b

r x xv v x x x x x x
x v c

x x r r r r x r r x x r r
δ δ δ

=

−     ∂ ∂
+ − + + + − + =     

∂ ∂ − − −     
∑

( ), 1,2,3b c =                    (IV.6) 

şeklini alır. 

 Diğer taraftan, 

4
4

4
14

2 2
4

b
h b

hb

hv v
v cg

bx x =

 ∂ ∂
+ − = 

∂ ∂  
∑  

olduğundan, 

4

4 4

2
0b

b

b

v v
v

x x x

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
  ( )1,2,3b =              (IV.7) 

dır. 
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Son olarak, 

4
4 4

4 44
14 4

2 2
4 4h

hv v
v cg

x x =

 ∂ ∂
+ − = 

∂ ∂  
∑  

( ) ( )

2 2
0 4 4 04

42 2
4 4 0 4 4 4 4 0 4 4

2
2 2 2

r x x rv
v c

x x r x x x x r x x

−∂
+ = −

∂ − −
 

ise, 

( ) ( )

2 2
0 4 4 04

42 2
4 4 0 4 4 4 4 0 4 4

2
0

r x x rv
v c

x x r x x x x r x x

−∂
+ + =

∂ − −
            (IV.8) 

elde edilir. 

 O halde bir vektör alanının Ot – metriğinde Homotetik Killing Vektör Alanı 

olması için, 

 4

4 4

2
0b

b

b

v v
v

x x x

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
        ( )1,2,3b =  

ve 

( ) ( )

2 2
0 4 4 04

42 2
4 4 0 4 4 4 4 0 4 4

2
0

r x x rv
v c

x x r x x x x r x x

−∂
+ + =

∂ − −
 

eşitlikleri ile, 

( )23
0 4 4

2 2 2 2 2 2 2 2
10 0 0 4 0 4 4 0

2 1
2 2 0b c b c b c b c

bc e e bc bc

ec b

r x xv v x x x x x x
x v c

x x r r r r x r r x x r r
δ δ δ

=

−     ∂ ∂
+ − + + + − + =     

∂ ∂ − − −     
∑

( ), 1,2,3b c =  

denklemlerini sağlaması gerekir.  

Üçüncü bölümde yapıldığı gibi bu denklemler çözülerek Homotetik Killing 

Vektör Alanı belirlenebilir. 
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