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ÖZET 

HEMEN HEMEN ASAL İDEALLER VE ZAYIF ASAL 

İDEALLER 

   Tezimizin amacı yeni tip ideal yapılarını özellikleriyle birlikte tanıtmaktır. Bunun için 

öncelikle ideal tanımı verilmiĢtir. Bu yeni tip ideal yapıları asal ideal ve asalımsı ideal 

baĢlıkları altında incelenmiĢtir. 

   Ġkinci kısımda zayıf asal idealler ve hemen hemen asal idealler, asal idealler baĢlığı 

altında tanımlanmıĢtır. Bu idealler çeĢitli halka yapıları altında incelenmiĢtir. 

   Son kısımda ise zayıf asalımsı idealler ve hemen hemen asalımsı idealler, asalımsı 

idealler baĢlığı altında tanımlanmıĢtır. 
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ABSTRACT 

ALMOST PRIME IDEALS AND WEAKLY PRIME 

IDEALS    

In this study our main purpose is to introduce the structures of various ideals with 

their properties. For this, firstly, we give the definition of “ideal”. And we investigate 

these ideals in domains of “Prime Ideals” and “Primary Ideals”. 

If we give some details, we survey “Almost Prime Ideals” and “Weakly Prime 

Ideals” in domain of “Prime Ideals”. Furthermore, we present these ideals with 

structures of different rings. 

Finally, we examine “Almost Prime Ideals” and “Weakly Prime Ideals” in domain of 

“Prime Ideals”. 
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR 

 
    : değiĢmeli birimli halka 

    : doğal sayılar kümesi 

    : tamsayılar kümesi 

     : Tam sayıların mod   kalan sınıflar kümesi 

    : reel sayılar kümesi 

    : rasyonel sayılar kümesi 

           nin boyutu 

          ve   kümeleri birbirine eĢittir. 

            nin bir alt kümesidir. 

            nin kendisinden farklı bir alt kümesidir. 

          kümesi   kümesinde içerilmez. 

          kümesinin   kümesinden farkı 

             kümesinin   dönüĢümü altındaki ters görüntü kümesi 

    : gerek ve yeter koĢul 

    : gerektirmenin ispatı 

    : yeterliliğin ispatı 

 |        böler   yi 

            nin elemanıdır. 

            nin elemanı değildir. 

       : A, B ideallerinin kesiĢimi 

      : A, B ideallerinin birleĢimi 

        : A kolon   

       : A küçük eĢittir   

        : R nin tüm ideallerinin kümesi 

        : R nin Jakobson radikali 

          : R nin tüm asal ideallerinin kümesi 

       : R den katsayılı polinimlar halkası 

         : R den katsayılı polinimlar halkası 

     : R nin   ideali 
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     : R nin   ideali 

√     : I idealinin radikali 

      : A fark   

       : f  homomorfizmasının çekirdeği 

       : f  homomorfizmasının görüntüsü 

〈 〉     : a ile üretilmiĢ temel ideal 

      : A nın ürettiği ideal 

    : doğal homomorfizma 

     : A ve   ideallerinin çarpımı 

       : S nin   de yerelleĢtirilmesi 

            ların supremumu 

           ların infimumu 

        : S, T ye izomorftur 

        : X in kuvvet kümesi 

    : indis kümesi 

         : sıfır bölen kümesi 

        : A yı kapsayan tüm asal ideallerin kümesi 

syf   : sayfa 
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1. GİRİŞ 

   Hemen hemen asal ideal kavramı, S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafından 

Noetherian bölgelerin çarpanlarına ayrılma çalıĢması olarak tanımlanmıĢtır[7]. Zayıf 

asal ideal kavramı, sıfır bölenli değiĢmeli halkaların çarpanlarına ayrılma çalıĢması 

olarak A. G. Ağargün, D. D. Anderson ve S. Valdes-Leon tarafından tanımlanmıĢtır. 

Daha sonra ise D. D. Anderson ve E. Smith tarafından çalıĢılmıĢtır[3,4].     nin bir has 

ideali olmak üzere her       için         iken     veya     oluyorsa   ye 

hemen hemen asal ideal denir.     nin bir has ideali olmak üzere her       için 

       iken     veya     oluyorsa   ye zayıf asal ideal denir. Her asal ideal 

bir zayıf asal ideal ve her zayıf asal ideal bir hemen hemen asal idealdir. Zayıf asal 

idealler ve hemen hemen asal idealler, asal ideallerin genelleĢtirilmesidir.    idealinin 

her zaman bir zayıf asal ideal olduğunu dolayısıyla hemen hemen asal ideal olduğunu 

kolayca görebiliriz. Fakat    ideali       olmak üzere       quasilokal halkasında 

asal ideal değildir. Buradan zayıf asal ideal ve hemen hemen asal ideallerin asal ideal 

olmak zorunda olmadıklarını anlayabiliriz. 

   Daha sonra   hemen hemen asal ideali tanımlanacak ve tersinir bir   hemen 

hemen asal idealin asal olduğu ispatlanacaktır.   ideali   nin   hemen hemen asal 

ideali ve   kümesi   nin herhangi bir çarpımsal kapalı alt kümesi olmak üzere     

  olacak Ģekilde      idealinin   hemen hemen asal ideal olduğu gösterilecektir. 

Ayrıca hemen hemen asal ideallerin örneklerini verip onların genelleĢtirmesi olan 

  asal idealler tanımlanacaktır. Bir idealin asal olması için gerekli durumlara 

benzeyen hemen hemen asal ideal olması için birkaç denk durum gösterilecektir. Ayrıca 

hemen hemen asal ve zayıf asal idealler arasındaki iliĢki açıklanacaktır.     nin bir 

tersinir hemen hemen asal ideali ise   asal idealdir.   elemanı   nin sıfırdan farklı birim 

olmayan bir elemanı olsun. O zaman       nin hemen hemen asal ideali ve (     )  

    oluyorsa     asal idealdir.        olacak Ģekilde   nin bir   ideali için       

quasilokal halkasında   nın hemen hemen asal ideal olmasının gerek ve yeter koĢulu 

      olmasıdır.   halkasının her has idealinin hemen hemen asal ideal olmasının 

gerek ve yeter koĢulu   nin ya Von Neumann regüler halkası ya da       nin      

olacak Ģekilde quasilokal halka olmasıdır. Hemen hemen asal ideallerin  
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homomorfizmalar, yerelleĢtirmeler ve diğer halka yapıları altındaki durumları 

araĢtırılacaktır. 

   Sonraki bir bölümde ise her has ideali hemen hemen asal ideallerin çarpımı olan 

Noetherian halkalar tanımlanacaktır. Ayrıca her has temel ideali hemen hemen asal 

ideallerin çarpımı olan quasilokal bölgeler sınıflandırılacaktır. Hemen hemen asal 

ideallerin bir   değer bölgesinde asal idealler gibi olduğu, ancak bir Prüfer bölgesinde 

böyle bir durum olmadığı bir örnekle gösterilecektir. Hemen hemen asal elemanlar 

tanımlanıp ve örnekler verilecektir. 

   ĠdealleĢtirme Metodu ile hemen hemen asal idealler için örneklerin nasıl 

oluĢturulabileceği gösterilecektir.   bir   modül iken          ve  

                                                                 

oluyorsa      değiĢmeli bir halkadır.     nın hemen hemen asal ideal olmasının gerek 

ve yeter koĢulu   idealinin hemen hemen asal olmasıdır. Ayrıca       olacak Ģekilde 

      ve       için          ise     veya     olmasıdır. Polinom 

halkalar ve quasilokal halkalar ile ilgili örnekler verilecektir. 

   Son olarak hemen hemen asalımsı idealler ve zayıf asalımsı idealleri özellikleriyle 

tanımlanacaktır. Bu ideallerin bazı karakterizasyonları verilecektir. 

1. 1. Temel Tanımlar ve Teoremler 

Tanım 1. 1. 1.   boĢtan farklı bir küme ve         iki iĢlemli cebirsel bir yapı olmak 

üzere her         için, 

1)        , 

2)                , 

3) Her     için        olacak Ģekilde bir        vardır, 

4) Her     için          olacak Ģekilde bir        vardır, 

5)                , 

6)                 ve                 

koĢulları sağlanıyorsa   ye halka denir. 

 Tanım 1. 1. 2.         bir halka olmak üzere; 

1)   halkasında “   ” iĢleminin değiĢme özelliği varsa yani her       için 

        ise   ye değiĢmeli halka denir. 
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2)   halkasında “   ” iĢleminin birim elemanı varsa yani her     için         

olacak Ģekilde bir     varsa   ye birimli halka denir. 

3) Birimli ve değiĢmeli bir halkanın sıfırdan farklı her elemanının tersi varsa 

halkaya cisim, eğer bu halka değiĢmeli değilse bölümlü halka denir. 

   Bundan sonra “   ” ifadesini “  ” Ģeklinde göstereceğiz. 

   Bu tezde halkalar hep birimli ve değiĢmeli halka olacaktır. Halka sadece    dan ibaret 

ise yani       ise halkaya trivial halka denir. 

   Bundan sonra “  ” ifadesini “ ” ve “  ” ifadesini “ ” Ģeklinde göstereceğiz. 

Tanım 1. 1. 3.     için      olacak Ģekilde bir       bulunabilirse   ya 

halkanın bir sıfır böleni denir.   dan baĢka hiçbir sıfır böleni bulunmayan halkaya da 

tamlık bölgesi denir. 

     de tersi mevcut elemanlara birimsel elemanlar denir. Halkada birimsel elemanlar bir 

çarpımsal grup oluĢtururlar. Bu gruba halkanın birim grubu denir ve    ile gösterilir. 

Sıfır bölenlerin birimsel olamayacağı açıktır. 

Tanım 1. 1. 4.     için      olacak Ģekilde bir     tam sayısı bulunabilirse   

elemanına nilpotent,      ise idempotent denir. 

Tanım 1. 1. 5.       olmak üzere   birimsel olmayan bir eleman olsun. 

1)       için      olması   veya   nin   de birimsel olmasını gerektirirse   

ye   nin indirgenemez (atom) elemanı denir. 

2)       için  |   olması  |  veya  |  olmasını gerektirirse   ye   nin asal 

elemanı denir. 

Tanım 1. 1. 6.   bir tamlık bölgesi olsun.   de sıfırdan ve birimsel elemanlardan farklı 

her eleman indirgenemez elemanların bir çarpımı olarak yazılabiliyor ve bu yazılıĢ sıra 

ve ilgililik düĢünmeden tek türlü ise   ye Tek türlü Asal Çarpanlara ayrılabilen bölge 

(   ) denir.  

1. 2. İdealler 

Tanım 1. 2. 1.       olsun. 

1) Her       için      , 

2) Her     ve her     için      ise   ya   nin ideali denir. 

          ve   nin kendisi her zaman bir ideal olduğundan trivial olmayan her 
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halkanın en az iki ideali vardır.   nin kendinden farklı ideallerine has ideal denir.   

halkasının tüm ideallerinin kümesini      ile gösterelim. Kapsama bağıntısına göre 

     sıralı bir kümedir. 

Tanım 1. 2. 2.   kümesi   nin bir alt kümesi olsun.   nin   yı kapsayan en küçük 

idealine   nın ürettiği ideal denir ve     ile gösterilir. Özel olarak     ise       

olur.       tek elemanlı bir küme ise         ya   nın ürettiği temel ideal denir. 

Önerme 1. 2. 3.     nin bir ideali olsun. √      : bir     için         nin   yı 

kapsayan bir idealidir. Bu ideale   idealinin radikali denir. 

İspat:   √  olduğu açıktır. Her     √  için     √  olduğunu gösterelim. 

    √  olduğundan bir     için      ve bir     için      dır. Binom 

açılımını kullanarak            ∑      (     
 

)               
    dir. 

Toplamda her      terimi için           olduğundan     veya     

olmalıdır. Aksi halde       ve       olsaydı           olurdu.     

ise      olurken     ise      olduğu göz önüne alınarak binom açılımındaki her 

terimin dolayısıyla toplamın              olduğu ve böylece     √  olacağı 

görülür.      olduğundan her     için              olur. Yani    √  elde 

edilir. 

Sonuç 1. 2. 4.     ideali için √      : bir     için       ideali halkanın tüm 

nilpotent elemanlarının oluĢturduğu kümedir. Bu ideale nil radikal veya asal radikal 

denir[1]. 
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2. ASAL İDEALLER 

   Bu bölümün amacı hemen hemen asal idealleri tanımlamak, hemen hemen asal 

ideallerin bazı nitelemelerini ve örneklerini vermektir. Ayrıca bu ideallerin temel 

özelliklerinin bir kısmını belirtmektir. Bütün bunlardan önce asal idealler, zayıf asal 

idealler ve hemen hemen asal idealler arasındaki iliĢkiyi göstermek yararlı olacaktır. 

Bunun için bir idealin asal olmasını gerektiren durumlar gösterilecektir. 

Tanım 2. 1.     nin kendinden farklı (has) bir ideali olsun.      olacak Ģekilde 

      için     veya     oluyorsa   ye asal ideal denir.   halkasının tüm asal 

ideallerinin kümesi          ile gösterilir. 

Örnek 2. 2.   de bir     elemanının asal olması için gerek ve yeter koĢul     nin bir 

asal ideal olmasıdır. 

Çözüm:     bir asal eleman ve       olsun.        ise       olacak Ģekilde 

bir     vardır.   asal olduğundan  |   sağlanır. 

  |  veya  |  olur. 

       veya       bulunur.  

ġu halde     bir asal idealdir. Tersine     nin bir asal ideal olduğunu kabul edelim. 

      olmak üzere  |   sağlanır. 

        olur. 

       veya       dır. 

  |  veya  |  bulunur. Böylece   bir asal elemandır[1]. 

Tanım 2. 3.   nin boĢtan farklı   ve   alt kümeleri için           |      

olsun.   bir ideal ise       de bir idealdir.       için         idealini       olarak 

yazarız.       olmak üzere her       için      ise   ye çarpımsal kapalı 

küme denir. Bu çalıĢmada     kabul edeceğiz. 

     idealinin asal olması için birçok denk durum vardır. Örneğin   nin asal olması için 

gerek ve yeter koĢul   ve     nin idealleri olmak üzere      iken     veya      

olmasıdır.   

Teorem 2. 4.     has ideali için aĢağıdakiler denktir: 

1)   asaldır. 

2) Her       için          dir. 

3)      olacak Ģekilde   nin bütün     idealleri için     veya     dir. 
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4)     çarpımsal kapalıdır. 

5)     tamlık bölgesidir. 

İspat: 1)   2):       olsun.         kapsaması açıktır.         olsun. O 

halde      olur. Bu durumda   asal ideal ve     olduğundan     dir. 

Dolayısıyla         dir. 

2)   1):       için      olsun. O zaman     veya       dir. Birinci 

durumda     olduğundan kolayca   nin asal ideal olduğu görülür. Ġkinci durumda ise 

kabulümüzden           olur. 

1)   3):   asal ideal olsun.     ve     için         elde edilir.   asal ideal 

olduğundan     veya     sonucu çıkar.     ise   elemanının keyfi seçimi ile 

    elde edilir. 

3)   1):       için      olsun. Buradan      ise        olur.             

olduğu için kabulümüzden       veya       olur. Buradan     veya     elde 

edilir.  

1)   4): Asal ideal olma koĢulunun karĢıt tersinden       ve       ise 

       olur. 

1)   5):  ̅      ve  ̅ ̅   ̅         olacak Ģekilde  ̅  ̅   ̅ olsun. Buradan  

      olacak Ģekilde  ̅      ve  ̅      olur.  

                                     ̅ ̅                   ̅     

olacağından      olur. Bu durumda   asal ideal olduğundan     veya     dir. 

Böylece  ̅   ̅ veya  ̅   ̅ elde edilir. 

5)   1):      olacak Ģekilde       olsun. Bu durumda  ̅ ̅   ̅ olacağından  ̅   ̅ 

veya  ̅   ̅ elde ederiz. Böylece      veya     sonucuna ulaĢırız[13]. 

Önerme 2. 5.     idealinin asal olması için gerek ve yeter koĢul     bölüm 

halkasının bir tamlık bölgesi olmasıdır. 

İspat: ( ):   bir asal ideal olsun.     olduğundan     bölüm halkası trivial 

değildir.     olmak üzere         bir sıfır bölen olsa                 

olacak Ģekilde bir           bulunabilir ve                      

den      bulunurdu.   yi asal ideal ve     kabul ettiğimizden     yani aldığımız 

    sınıfının sıfırın sınıfı olduğu ve     nin bir tamlık bölgesi olduğu anlaĢılır. 

( ):     bir tamlık bölgesi ve      ,      olsun.  
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olduğundan       veya       yani     veya     elde edilir. 

Sonuç 2. 6.   nin bir tamlık bölgesi olması için gerek ve yeter koĢul     nin bir asal 

ideal olmasıdır[1].    

2. 1. Maksimal İdealler 

Tanım 2. 1. 1.     nin kendinden farklı (has) bir ideali olsun.   nin   yi kapsayan   

den baĢka hiçbir has ideali yoksa   ye maksimal ideal denir. 

Önerme 2. 1. 2.     has idealinin maksimal olması için gerek ve yeter koĢul     

bölüm halkasının bir cisim olmasıdır. 

Sonuç 2. 1. 3. Her maksimal ideal asaldır. 

   Her asal idealin maksimal olduğu doğru değildir. Gerçekten   tam sayılar halkasında 

    ideali asal fakat maksimal ideal değildir. 

Önerme 2. 1. 4.     nin bir ideali olmak üzere   nin maksimal olması için gerek ve 

yeter koĢul her     için        olacak Ģekilde bir     nin bulunabilmesidir.  

Önerme 2. 1. 5. Trivial olmayan her   de en az bir maksimal ideal vardır.  

Sonuç 2. 1. 6.     bir has ideal ise   yi kapsayan bir maksimal ideal vardır.  

Sonuç 2. 1. 7.     elemanının birimsel olması için gerek ve yeter koĢul   nın   nin 

hiçbir maksimal idealinde olmamasıdır. 

Tanım 2. 1. 8.   nin tam bir tane maksimal ideali varsa   ye yerel (lokal) halka denir. 

  tek maksimal ise     cismine de kalıntı (rezidü) cismi denir.  

Tanım 2. 1. 9.   nin tüm maksimal ideallerinin arakesitine Jacobson radikali denir ve 

     ile gösterilir. Yani      ⋂              dir. 

   Yerel bir halkanın Jacobson radikali tek maksimal idealidir. 

Tanım 2. 1. 10.        bir değiĢmeli grup olsun.   deki elemanların   deki 

elemanlarla skaler çarpımı olan       fonksiyonu aĢağıdaki koĢulları sağlıyorsa 

  ye “  üzerinde bir modül” veya kısaca   modül denir.  

1. Her      ve her        için               , 

2. Her        ve her     için               , 

3. Her        ve her     için              , 

4. Her     için      . 
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Nakayama Lemma:   sonlu üretilmiĢ bir   modül olsun.        olacak Ģekilde   

nin   ideali için      ise      dır[1].     

2. 2. Zayıf Asal İdealler ve Hemen Hemen Asal İdealler 

Tanım 2. 2. 1.     nin bir has ideali olsun. Her        için        iken     

veya     oluyorsa   ye zayıf asal ideal denir. 

Tanım 2. 2. 2.     nin bir has ideali olsun. Her        için         iken     

veya     oluyorsa   ye hemen hemen asal ideal denir.  

   Asal idealin zayıf asal ideal, zayıf asal idealin de hemen hemen asal ideal olduğu 

açıktır.     her zaman zayıf asal ideal dolayısıyla hemen hemen asal idealdir. 

Hatırlayacağımız gibi     ın asal ideal olması için gerek ve yeter koĢul R nin tamlık 

bölge olmasıdır. Buna göre zayıf asal ideal ve hemen hemen asal ideal, asal ideal olmak 

zorunda değildir. Zayıf asal idealler A. G. Ağargün, D. D. Anderson ve S. Valdes-Leon 

tarafından tanımlanmıĢtır[3]. Hemen hemen asal idealler ise S. M. Bhatwadekar ve P. 

K. Sharma tarafından tanımlanmıĢtır[7]. Bir idempotent ideal          hemen hemen 

asal idealdir.  ġimdi trivial olmayan hemen hemen asal idealin asal olmadığını gösteren 

bir örnek verelim: 

  quasi-lokal halkasını tek maksimal ideali   olan değiĢmeli bir halka olarak kabul 

edelim ve       olarak gösterelim. 

Örnek 2. 2. 3.            olacak Ģekilde bir quasi-lokal halka olsun. O zaman   

nin her   has ideali zayıf asal ideal dolayısıyla hemen hemen asal idealdir.          

olsun.      ve   asal ideal olduğu için     veya     dir.      ve      

olduğundan ya   ya da   elemanı   de bulunmaz.     ise   birim elemandır. Fakat 

            dir.     ise     nin tek asal ideali olduğundan   asal değildir. 

   Bu örneği somut bir Ģekilde ifade edelim. 

Örnek 2. 2. 4.   bir cisim,                 ve                 olsun. 

               nin tek asal ideali olduğundan   asal değildir.   ideali   nin zayıf asal 

ideali ve hemen hemen asal idealidir. 

   AĢağıda verilen lemmadan sonra Teorem 2. 4. ün hemen hemen asal ideallere 

genelleĢtirmesi elde edilecektir. 

Lemma 2. 2. 5.  ,   ve   kümeleri   nin keyfi idealleri olsun.       ise     

veya     olur. Özel olarak       ise     veya     dir. 
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İspat: Sonucun yanlıĢ olduğunu varsayalım. Bu durumda     ve     olacak 

Ģekilde        vardır. O zaman     ve      olur. Fakat           

olduğundan       veya       olur. O zaman her iki çeliĢkide de ikinci 

durumda     iken ilk durumda     olur. Ġkinci ifadede       için     veya 

    koĢulunun sağlanması yeterlidir. 

Teorem 2. 2. 6.   nin bir   has ideali için aĢağıdakiler denktir: 

1)   hemen hemen asaldır. 

2)       için               . 

3)       için         veya             . 

4)      olan   nin her   ve   idealleri için       koĢulu sağlanıyorsa     

veya     olur. 

İspat: 1)   2):       için         olsun. Buradan      olur.       ise   

hemen hemen asal olduğundan     olur. Buradan                elde ederiz. 

               doğru olduğu açıktır. 

2)   3): Bu gerektirmeyi Lemma 2. 2. 5. den elde ederiz.  

3)   4):      olacak Ģekilde     ve     için   ve   kümeleri   nin idealleri 

olsun.       olduğunu göstereceğiz. Ġlk olarak       olduğunu varsayalım. O 

zaman      olur. Dolayısıyla         elde ederiz.     olduğundan         

olur. Bundan dolayı              ve                olur. Buradan       

elde ederiz.    ⋂  ve     olsun.     ise       olur.       ise ilk 

varsayımımızın sonucuna göre       olur. Bu iki varsayımdan       elde ederiz. 

Bundan dolayı       olur. 

4)   1):         olacak Ģekilde       olsun. O zaman     ve     kümeleri   nin 

idealleridir ve                olur. Fakat           dır. Dolayısıyla hipotezden 

      veya       olur. Buradan     veya     sonucuna ulaĢırız. 

Tanım 2. 2. 7.   kümesi   nin bir alt kümesi olsun.       için  

     veya           

oluyorsa    ye hemen hemen çarpımsal kapalı denir. 

     nin bir   has idealinin asal olması için gerek ve yeter koĢul     nın çarpımsal 

kapalı olmasıdır. 

     nin bir   idealinin zayıf asal olmasının gerek ve yeter koĢulu     nın         
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için        veya      olmak üzere zayıf çarpımsal kapalı olmasıdır. 

     nin bir   idealinin hemen hemen asal olmasının gerek ve yeter koĢulu     nın 

hemen hemen çarpımsal kapalı olmasıdır.  

   Krull’a ait bir sonucu ifade edelim.     nin bir çarpımsal kapalı alt kümesi olmak 

üzere  ⋂    olacak Ģekilde     nin bir maksimal ideali ise   asal idealdir. Bu durum 

zayıf çarpımsal küme         olmak üzere           veya hemen hemen 

çarpımsal kapalı küme için geçerli olmaz. 

Örnek 2. 2. 8.   
 

   
,   

  

   
 ve     ̅  ̅  olsun. O zaman   kümesi hem zayıf 

çarpımsal kapalı hem de hemen hemen çarpımsal kapalıdır.   ideali       olacak 

Ģekilde maksimaldir. Fakat   ideali  ̅   ̅       iken  ̅    ve  ̅    olduğundan 

hemen hemen asal ve zayıf asal ideal değildir. 

Tanım 2. 2. 9.     olsun.   ideali   nin bir has ideali olmak üzere         iken 

    veya     oluyorsa   ye   hemen hemen asal ideal denir. 

     hemen hemen asal ideal, hemen hemen asal ideal ile aynı Ģeydir.     için bir 

       asal ideal,   asal idealdir. 

   Teorem 2. 2. 6. da hemen hemen asal idealleri (  hemen hemen asallar) karakterize 

ettik. Sıradaki teoremde   hemen hemen asal idealleri karakterize edeceğiz. Ġspat 

hemen hemen aynıdır.  

Teorem  2. 2. 10.   ideali   nin bir has ideali olmak üzere aĢağıdakiler denktir: 

1)   ideali   hemen hemen asaldır. 

2)       için               . 

3)       için         veya             . 

4)      olacak Ģekilde   nin   ve   idealleri için       koĢulu sağlanıyorsa 

    veya     olur. 

İspat: 1)   2):       olsun.         olsun. Dolayısıyla      olur.       ise  

         dir.       ise     dir. Dolayısıyla                dir. Diğer 

kapsama her zaman geçerlidir. 

2)   3): Bunu Lemma 2. 2. 5. ten elde edebiliriz. 

3)   4):   ve     nin idealleri olmak üzere      olacak Ģekilde     ve     

olsun.       olduğunu göstereceğiz.     olsun. Ġlk varsayımdan     olur. O 

zaman      olur. Buradan         elde ederiz.     olduğundan              
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olur. Buradan       elde ederiz. Ġkinci olarak       olduğunu varsayalım. 

       olsun. O zaman           olur. Ġlk varsayımdan     ideali  

(          olur.     olsun. O zaman        ve            olur. Buradan 

      elde ederiz.       sonucuna ulaĢırız.  

4)   1):         olsun. Buradan (         koĢuluyla (        olur. Bu 

durumda (     veya       dır. Yani     veya     dır. 

Tanım 2. 2. 11.      kümesi   nin bütün ideallerinin kümesi ve   bir fonksiyon olsun. 

                tanımlayalım. Bir       olmak üzere           için     

veya     oluyorsa   nin   has idealine   asal denir. 

Örnek 2. 2. 12.      nın özel kümeler alınması halinde aĢağıdakiler elde edilir: 

1)         olacak Ģekilde                  tanımlayalım. Bu durumda 

   asal ideali bir asal idealdir. 

2)         tanımlayalım. Bu durumda      asal ideali bir zayıf asal idealdir. 

3)          tanımlayalım. Bu durumda    asal ideali hemen hemen asal 

idealdir. 

4)      olmak üzere          tanımlayalım. Bu durumda    asal ideali 

  hemen hemen asal idealdir. 

   AĢağıdaki teorem hemen hemen asal ideallerin ve zayıf asal ideallerin iliĢkisini 

gösterir. 

Teorem 2. 2. 13.   nın   nin hemen hemen asal ideali olması için gerek ve yeter koĢul  

     nin      halkasında zayıf asal ideal olmasıdır. 

İspat: ( ):   nın hemen hemen asal ideal olduğunu varsayalım.  ̅              , 

     de      idealinin elemanı olsun. O zaman       olacak Ģekilde      olur.   

hemen hemen asal ideal olduğundan     veya     dır. Buradan       zayıf asal olur. 

( ):      idealinin      de zayıf asal ideal olduğunu varsayalım.          olsun. 

Bundan dolayı  ̅                    olur.      zayıf asal ideal olduğu için 

            veya             olur. Buradan      veya     olur. Böylece   

nın hemen hemen asal ideal olduğunu elde ederiz. 

   ġimdi homomorfizmalar, yerelleĢtirmeler ve diğer halka yapıları altında hemen hemen 

asal idealleri inceleyelim.  

Teorem 2. 2. 14.     nin bir hemen hemen asal ideali olmak üzere; 
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1)     olacak Ģekilde     nin bir ideali ise          nın hemen hemen asal 

idealidir. 

2)  ⋂    olacak Ģekilde     nin çarpımsal kapalı kümesi ise    ideali    de 

hemen hemen asaldır. 

İspat: 1):                  –        olsun. Buradan                   

olur. O zaman      ve         dır. Buradan        dir.   hemen hemen asal 

olduğundan     veya     dir. Buradan          veya         elde ederiz. 

Böylece     nın      da hemen hemen asal ideal olduğu sonucuna ulaĢırız. 

2):                              olacak Ģekilde        ve       olsun. O 

zaman       olacak Ģekilde     vardır.   nin herhangi bir   elemanı için  

       dir. Buradan          dır.   hemen hemen asal ideal olduğundan  

     veya     dır. Buradan          veya          olur.      nin      de 

hemen hemen asal ideal olduğu sonucuna ulaĢırız. 

   Teorem 2. 2. 14. zayıf asal idealler için de geçerlidir.     de asal ideal ve     nin alt 

halkası ise       nın asal idealidir.     de zayıf asal idealse ve     nin alt halkası 

ise       nın zayıf asal idealidir. Bununla birlikte bu hemen hemen asal idealler için 

doğru değildir. Bununla ilgili örnekleri inceleyelim. 

Örnek 2. 2. 15.    ̅ bütün cebirsel tamsayıların halkası olsun.   de     ve     

ideallerini düĢünelim.   ̅ halkası   üzerinde integral olduğundan         ve 

        olacak Ģekilde  ̅ nin   ve   maksimal idealleri vardır.   ve   

idempotenttir. Aslında   nin bir   radikal ideali idempotenttir.     Ģartı için √     

ve  √        dır. Buradan  √    olur.      dir.        idempotenttir ve 

dolayısıyla   nin hemen hemen asal idealidir[13]. Fakat temel ideal ancak ve ancak asal 

olursa hemen hemen asal olduğundan                     hemen hemen 

asal değildir(Bakınız, Teorem 2. 2. 21. ).  

   AĢağıdaki teorem S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafından ispatlanmıĢtır[7].   

Noetherian ise   regülerdir ve   nin her maksimal   ideali için    regüler bir yerel 

halkadır. Yani    kümesi    elemanlarının yüksekliğiyle oluĢturulur. 

Teorem 2. 2. 16.   regüler bir bölge olsun.   nin   ideali ancak ve ancak   asal ise 

hemen hemen asaldır. 
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   Teorem 2. 2. 14. ün zayıf asal idealler için ispatı D. D. Anderson ve E. Smith 

tarafından yapılmıĢtır[4]. Teorem 2. 2. 14. 2) nin bir   bölgesi için ispatı S. M. 

Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafından yapılmıĢtır[7]. Teorem 2. 2. 14. 1) e göre 

    için ancak ve ancak  ̅      ideali  ̅      nın asal ideali ise   ideali   nin bir 

asal idealidir(Correspondence Teoremine göre   ̅   ̅ kümesi     ye izomorftur).  ̅ 

hemen hemen asal ideal ise   de hemen hemen asaldır. Ancak tersi doğru değildir. 

Aslında herhangi bir   has ideali için       ideali     da zayıf asal dolayısıyla hemen 

hemen asaldır. 

Örnek 2.2.17.         ,   bir cisim,           ve          olsun.     hemen 

hemen asal olacak Ģekilde     dır. (Çünkü         maksimal idealinin karesi     

olacak Ģekilde     quasi-lokal halkadır.) Fakat   hemen hemen asal değildir. Çünkü   

hemen hemen asal olsaydı        ideali        de hemen hemen asal olurdu.        yi  

regüler yerel halka olarak düĢünürsek        asal olmazdı, hemen hemen asal ideal 

olurdu. Teorem 2. 2. 16. ya göre regüler bir yerel halkada hemen hemen asal ideal 

asaldır. 

       nin çarpımsal kapalı alt kümesi olmak üzere       olacak Ģekilde     nin bir 

asal ideali ise       nin asal idealidir ve        dir.       olacak Ģekilde   

hemen hemen asal ise    ideali    de hemen hemen asaldır[13]. 

   ġimdi de        olduğunu göstereceğiz. 

Örnek 2. 2. 18.       ise           dir ve bu küme   yi içerir.        ve  

    ̅  ̅  ̅  düĢünelim. Böylece       bir     için       |    ̅    ̅  ̅  

elde ederiz. 

Lemma 2. 2. 19.    ve    herhangi iki değiĢmeli halka ve   ideali    in has ideali 

olsun.   nın    de hemen hemen asal olması için gerek ve yeter koĢul      nin 

      de hemen hemen asal olmasıdır. 

İspat: ( ):                             
  olsun. Buradan  

                            
  

olur.     
     olduğundan              

            olur. O zaman 

          dır. Dolayısıyla      veya      dır. 

( ):      nin hemen hemen asal ideal olduğunu varsayalım.   nın hemen hemen asal 

olduğunu göstereceğiz.         olsun. O zaman                      olur.  

Fakat                        
  dir.      hemen hemen asal 
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olduğundan            veya            dir. Buradan      veya     olur. 

Teorem 2. 2. 20.    ve    herhangi iki değiĢmeli halka olsun.       nin bir ideali 

ancak ve ancak aĢağıda verilen üç formdan birine sahipse hemen hemen asaldır. 

1)      nin hemen hemen asal ideali olmak üzere      ideali. 

2)      nin hemen hemen asal ideal olmak üzere      ideali. 

3)      nin idempotent ideali ve      nin idempotent ideali olmak üzere     ideali. 

İspat:         nin hemen hemen asal ideali olsun.        veya      formunda 

bir ideal ise   ideali    in   de    nin has idealidir. Bu durumda biz Lemma 2. 2. 19. u 

kullanabiliriz.   ve   has idealler olmak üzere       ve        olsun.  

     (        )             

olduğundan            olur. Fakat                  dır. Buradan         

veya         olur.         ise     dir.         ise     dır. Bu durum   ve   

nin has idealler olmasıyla çeliĢir. Bundan dolayı      boĢ kümedir ve   nın idempotent 

olduğu sonucu çıkar. Benzer Ģekilde   nin de idempotent olduğu sonucuna varırız. 

Diğer yandan   ve   idempotent iken       ise       idempotenttir. Buradan    

nın hemen hemen asal ideal olduğu sonucuna ulaĢırız[13]. 

   Sıradaki teorem bölge konusunda S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafından 

ispatlanmıĢtır[7]. ġimdi bu teoremi herhangi bir   halkası için gösterelim ve 

ispatlayalım. 

Teorem 2. 2. 21.   elemanı   nin sıfırdan farklı birim olmayan bir elemanı olsun.     

hemen hemen asal ve (     )      ise     asal idealdir. 

İspat:     nin asal ideal olmadığını varsayalım.        olacak Ģekilde       ve 

      bulunur.        ise bunu ispatlamıĢ oluruz. Öyleyse         olsun.  

           yi düĢünelim.                 ise     hemen hemen asal ideal 

olduğundan       veya         olur.       ise bir çeliĢki elde ederiz. O zaman 

        olsun. Buradan bir     için        olur. Öyleyse              

dir. Bir çeliĢki elde ettik. O zaman             dir.         olduğundan 

        dır. Yani bir      için        olur. O zaman           dır. 

(     )      hipoteziyle             dir ve       dir[13]. 
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   Sıradaki lemma     koĢuluyla (diğer bir deyiĢle hemen hemen asal idealler) bir   

bölgesi için S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafından ispatlanmıĢtır[7]. ġimdi bu 

lemmayı   de bir   hemen hemen asal ideal için gösterelim ve ispatlayalım. 

Lemma 2. 2. 22.   ideali   de bir   hemen hemen asal ideal olsun. Bu durumda 

aĢağıdakiler geçerlidir: 

1)   elemanı     da bir sıfır bölen ise     veya       dir. 

2)   nin herhangi bir   ideali için     ve    ideali     da sıfır bölenler içeriyorsa  

         dir. 

3)   terslenebilir bir ideal ise asaldır. 

İspat: 1): Varsayımdan      olacak Ģekilde     bulunabilir.     olsun. Buradan 

        ve      dır. Dolayısıyla     hemen hemen asal ideal olduğundan 

      dir. Buradan bir     için       ve          olur.   ideali   hemen 

hemen asal olduğundan           olur.       olduğundan       dir. Sonuç 

olarak       dir. 

2):  Bu 1) den açıktır. 

3):      ve     olsun.     ise bunu ispatlamıĢ oluruz. Varsayalım ki     dır. O 

zaman    ,     ve      dır. Bundan dolayı   elemanı     da sıfır bölendir. 1) den 

      olur.   terslenebilir olduğundan             olur. Bundan dolayı         

dır. Buradan         olur. Dolayısıyla     dır. Böylece   nın asal ideal olduğunu 

elde ederiz. 

   Teorem 2. 2. 14. 2) yi   hemen hemen asal idealler için ispatlayabiliriz. 

Teorem 2. 2. 23.     de   hemen hemen asal ideal olsun. O zaman     nin herhangi 

çarpımsal kapalı alt kümesi olmak üzere       için        hemen hemen asal 

idealdir. 

İspat:       ve       olsun. 
  

  
            olsun.       için     ve 

    için        vardır. Bundan dolayı          dir.   ideali   hemen hemen 

asal olduğundan      veya     olur. Sonuç olarak          veya          dır. 

Buradan       bir   hemen hemen asal ideal olur. 

   ġimdi vereceğimiz bölge ile ilgili önerme S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma 

tarafından ispatlanmıĢtır[7]. Bunu genel bir   halkası için ispatlayalım. Ġspat hemen 

hemen aynıdır. 
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Önerme 2. 2. 24.       bir quasi-lokal halka olsun.        olacak Ģekilde     

nin bir ideali olsun. Bu durumda   nın hemen hemen asal olmasının gerek ve yeter 

koĢulu       olmasıdır. 

İspat: Varsayalım ki       dir.         olacak Ģekilde       olsun.     ise 

  bir birim elemandır ve     olur. Buradan       olsun. Bu durumda  

         dir. Fakat bu doğru değildir. Buradan    nın hemen hemen asal olduğu 

açıktır. Tersine   hemen hemen asal ideal olsun. Herhangi       için      

olduğundan         dır.       olduğunu gösterelim.         olduğundan   

elemanı     da bir sıfır bölendir. Lemma 2. 2. 22. 1) den          olur. Buradan 

sonuca ulaĢırız. 

Örnek 2. 2. 3. e göre      olacak Ģekilde       quasi-lokal halka ise   nin her has 

ideali hemen hemen asaldır. Tersinin hemen hemen doğru olduğunu Teorem 2. 2. 32. de 

göstereceğiz. 

Tanım 2. 2. 25.         olacak Ģekilde aĢikar olmayan    ve    halkaları olsun. 

Bu durumda   ye ayrıĢabilir denir. Eğer   ayrıĢabilir değilse, ayrıĢamaz denir. 

Tanım 2. 2. 26.     ve     olacak Ģekilde       Ģartı sağlanıyorsa   ye Von 

Neumann regüler halkası denir. 

   ġimdi her has ideali hemen hemen asal ideal olan halkaların özelliklerini inceleyelim. 

Bunun için önce aĢağıda verilen lemmalara bakalım. 

Lemma 2. 2. 27.       her has temel ideali hemen hemen asal ideal olan bir  

quasi-lokal halka olsun. Bu durumda      olur. 

İspat:            olsun.      idealini düĢünelim.        olsun. O zaman      

hemen hemen asal idealdir. Dolayısıyla         dir. Buradan ya        ya 

       ya da          olur.        ise Nakayama lemmadan       olacak 

Ģekilde          dir(Bakınız [10], Hungerford). Benzer Ģekilde        ise       

dır.           ise        olacak Ģekilde            dir. Dolayısıyla 

        ve      ile ilgili varsayımımız için bir çeliĢki elde ederiz. 

Lemma 2. 2. 28.   her has temel ideali hemen hemen asal olan bir halka olsun. O 

zaman her     için           dir.   bir idempotent eleman olmak üzere          

dir. 
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İspat:   ideali   nin maksimal ideali olsun. O zaman    nin her has temel ideali 

hemen hemen asaldır. Lemma 2. 2. 27. den   
     dir. (

 

 
)
 

 
 

 
 veya 

 

 
 ideali    

halkasında bir birimdir. BaĢka bir durumda (
 

 
)
 

 (
 

 
)
 

 dir. Dolayısıyla           

yereldir ve dolayısıyla geneldir.           olduğundan           dir. Bu yüzden 

       dir. Dolayısıyla                 dir. Bu yüzden       

idempotenttir. Ayrıca            dir. Buradan               olur ve 

         elde ederiz[13]. 

Lemma 2. 2. 29.   için aĢağıdakiler denktir: 

1)   Von Neumann regüler halkadır. 

2)     nin maksimal ideali olmak üzere    bir cisimdir. 

3)   nin her temel ideali idempotenttir. 

İspat: 1)   2):     ve       olsun. O zaman                      dir. 

Buradan        elemanı idempotenttir. Buradan      olur.         

olduğundan       dır. 

2)   3):   ve   idealleri için     olmasının gerek ve yeter koĢulu   nin her   

maksimal ideali için       Ģartının sağlanmasıdır.    halkası herhangi bir   

maksimal ideali için bir cisim olduğundan       veya       olur. Dolayısıyla 

                dir. 

3)   1):     olsun.          olduğundan bir     için       olur,       

gibi[9]. 

   ġimdi bilinen bir önermeyi verelim. 

Önerme 2. 2. 30.   nin her has ideali asal olmasının gerek ve yeter koĢulu   nin bir 

cisim olmasıdır. 

İspat: ( ) Tek ideali olan bir cisim     dır. Bir cisim aynı zamanda bölge olduğundan 

    asal olmalıdır. 

( )     asal olduğundan   bir bölge olmalıdır.       olsun.   in bir birim eleman 

olmadığını varsayalım. Dolayısıyla      ideali asaldır. Buradan        ve         

olur. Dolayısıyla          dir. Buradan       olacak Ģekilde     bulunur. 

Bundan dolayı           dır.   bir bölge ve     olduğundan        dır. Bu 

yüzden   bir birim eleman olmalıdır. 
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   AĢağıdaki teorem D. D. Anderson ve E. Smith tarafından ispatlanmıĢtır[4]. 

Teorem 2. 2. 31.   nin her has idealinin zayıf asal olmasının gerek ve yeter koĢulu    

ve    cisim olmak üzere         olmasıdır veya      olacak Ģekilde       nin 

bir quasi-lokal halka olmasıdır. 

   Bu durumu sıradaki teoremde hemen hemen asal idealler için ispatlayalım. 

Teorem 2. 2. 32.   için aĢağıdakiler denktir: 

1) Her has ideali hemen hemen asaldır. 

2) Her has temel ideali hemen hemen asaldır. 

3)     nin maksimal ideali olmak üzere   bir Von Neumann regüler halkası veya 

     olacak Ģekilde bir quasi-lokal halkadır. 

İspat: 1)   2): Açıktır. 

2)   3): Varsayalım ki   ayrıĢamazdır. O zaman   ve   tek idempotentlerdir.     ise 

Lemma 2. 2. 28. den           olur. Bir   idempotenti için          dir. Buradan 

    veya     dir. Bu yüzden   nin her birim olmayan elemanı için      dır. 

Dolayısıyla birim olmayan elemanların kümesi   nin nilradikalinde bulunur ve   nin 

bir idealidir. Bu yüzden   quasi-lokal halkadır. Lemma 2. 2. 27. den      olur. 

Varsayalım ki   halkası         gibi ayrıĢabilirdir.   nin Von Neumann regüler 

halka olduğunu ispatlayacağız.   bir Von Neumann regüler halka ise    ve    de 

öyledir.   bir Von Neumann regüler halka olmasın. O zaman ya    ya    ya da hiçbiri 

Von Neumann regüler halka değildir.    Von Neumann regüler halka olmasın. Lemma 

2. 2. 29. dan    nin idempotent olmayan   ideali vardır.     idealini düĢünelim. 

       olsun. O zaman                  olur.     hemen hemen asal 

olduğundan           veya           dır. Buradan 

                      

olur. Hiçbir eleman     e ait olmadığından bir çeliĢki elde ederiz. Dolayısıyla    nin 

her ideali idempotenttir. Böylece    Von Neumann regüler halkadır. Dolayısıyla   bir 

Von Neumann halkadır. 

3)   1):      olacak Ģekilde   quasi-lokal halka ise Örnek 2. 2. 3. ten   nin her has 

ideali hemen hemen asaldır.   Von Neumann regüler halka ise   nin her has ideali 

idempotenttir. Dolayısıyla   nin her has ideali hemen hemen asaldır. 

Sonuç 2. 2. 33.   ayrıĢamaz halka olsun.   nin her has idealinin hemen hemen asal 
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olmasının gerek ve yeter koĢulu      olacak Ģekilde       nin quasi-lokal halka 

olmasıdır. 

Sonuç 2. 2. 34.   ayrıĢabilir halka olsun.   nin her has ideali hemen hemen asal 

olmasının gerek ve yeter koĢulu    nin Von Neumann regüler halka olmasıdır[13]. 

2. 2. 1. Özel Halkalar 

   Her has ideali asal ideallerin bir çarpımı olan tamlık bölgelerine Dedekind bölgeleri 

denir. Her has ideali hemen hemen asal ideal olan bölge yapılarına bakmadan önce 

aĢağıdaki tanımları inceleyelim. 

Tanım 2. 2. 1. 1.   tek asal ideali olan bir temel ideal halkası olmak üzere   nin asal 

ideali nilpotent ise   ye özel temel ideal halkası        denir.   nin her has temel 

ideali asal ideallerin çarpımı ise   ye   halka denir. Bir tamlık bölge olan bir 

  halkası   bölge olarak adlandırılır.   nin her has ideali asal ideallerin çarpımı ise 

  ye     halka denir. Bir   bölgesi her has ideali asal ideallerin sonlu sayıda bir 

çarpımı ise Dedekind bölgesidir. 

Tanım 2. 2. 1. 2.   nin her ideali sonlu üretilmiĢ veya eĢit bir biçimde   nin idealleri 

artan zincir Ģartını sağlıyorsa   ye Noetherian halka denir. 

Tanım 2. 2. 1. 3.   nin boyutu asal idealler zincirinin bütün uzunluklarının 

supremumudur. ( ya da eĢit bir biçimde maksimal ideallerinin bütün mertebelerinin 

supremumu ya da asal ideallerin bütün mertebelerinin supremumu). Buna Krull boyutu 

denir. 

Tanım 2. 2. 1. 4.   nin herhangi   ve   elemanları için   elemanı   yi veya   elemanı   

yı bölerse   ye değer halkası denir. 

Tanım 2. 2. 1. 5.   ideali   nin has ideali olsun.   nun radikali   yu içeren bütün asal 

ideallerin kesiĢimidir ve √  ile gösterilir.       için      ve     iken     

için      oluyorsa   ya asalımsı denir.   ideali asalımsı ise   √  asal idealdir ve 

  ya   asalımsı denir. 

Tanım 2. 2. 1. 6.     nin bir ideali olmak üzere     için      olacak Ģekilde bir 

  ideali bulunuyorsa   ya çarpım ideali denir. 

Tanım 2. 2. 1. 7. Bir tamlık bölgesinin sıfırdan farklı sonlu üretilmiĢ bütün idealleri 

terslenebilir ise bu tamlık bölgesine Prüfer bölgesi denir. 
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   AĢağıdaki lemma, S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafından gösterilmiĢ ve 

ispatlanmıĢtır[7]. 

Lemma 2. 2. 1. 8.   elemanı   tamlık bölgesinde sıfırdan farklı birim olmayan bir 

eleman olsun.     asal ideal değil ise        için       olacak Ģekilde      ve 

     vardır. 

   Lemma 2. 2. 1. 8. i her     için geniĢlettik. 

Lemma 2. 2. 1. 9.   elemanı   tamlık bölgesinde sıfırdan farklı birim olmayan bir 

eleman ve     olsun.     asal ideal değil ise         için       olacak Ģekilde 

        vardır. 

İspat:         olmak üzere        için       olsun.         ise ispat 

edilmiĢtir. O zaman         olsun. Buradan                ve              

olur.                olacak Ģekilde            olur.       elde edilir. Bu bir 

çeliĢkidir. 

Sonuç 2. 2. 1. 10.       bölgesinde   hemen hemen asal ideal ise     asal idealdir. 

Teorem 2. 2. 1. 11.   Noetherian bölgesinde bir   idealinin asal olması için gerek ve 

yeter koĢul her   için    nın   hemen hemen asal olmasıdır. 

İspat : ( ): Açıktır. 

( ):   her     için   hemen hemen asal ideal ve      olsun. Bir   için       

ise         dir.     hemen hemen asal ideal olduğundan     veya     dır. Her 

    için       ise   Noetherian olduğundan    ⋂    
        dır.   bir bölge 

olduğundan      olur. Buradan       veya       elde edilir. 

   Teorem 2. 2. 1. 17. ve Teorem 2. 2. 1. 20. de her has ideali hemen hemen asal 

ideallerin çarpımı olan   Noetherian halkalarını tanımlayacağız. Bir     halkası ve 

     olacak Ģekilde       quasi-lokal halkası bu özelliğe sahiptir.      olacak 

Ģekilde       bir quasi-lokal halka ise Örnek 2. 2. 3. ten   nin her has ideali hemen 

hemen asaldır.  

   Bu halkaları tanımlamadan önce birtakım bilgiler verelim.  

Tanım 2. 2. 1. 12.    bir cisim olsun.          üzerinde aĢağıdaki koĢulları 

sağlayan        fonksiyonuna ayrık değerlendirme denir. 

1.   örtendir. 

2. Her        için                . 

3. Her        ve       için                       . 
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Tanım 2. 2. 1. 13.    fonksiyonu   cismi üzerinde bir ayrık değerlendirme ise   nın 

                 alt halkasına   nin değer halkası denir. 

Tanım 2. 2. 1. 14.   bir tamlık bölgesi ve   kesir cismi olsun.   üzerindeki   

değerlendirmesinin değer halkası   ise   tamlık bölgesine ayrık değer halkası denir 

(   ). 

Lemma 2. 2. 1. 15.    Noetherian halkasının yerel ayrık bir değer halkası olmasının 

gerek ve yeter koĢulu   nin Dedekind bölgelerinin sonlu doğrudan bir çarpımı 

olmasıdır. 

İspat: ( ):   Noetherian halka ve yerel ayrık bir değer halkasıdır. O zaman   

Noetherian ve yerel bölgedir. [11] de Teorem 168 den her    tamlık bölgesi olmak 

üzere           olur. Her    nin Dedekind bölgesi olduğunu göstermeliyiz.    

ideali    in maksimal ideali olsun. O zaman              ideali   nin 

maksimal idealidir. Buradan        
 ayrık bir değer halkasıdır. Dolayısıyla    

Noetherian ve yerel ayrık bir değer halkasıdır. Bundan dolayı    Dedekind bölgesidir. 

Benzer Ģekilde         da Dedekind bölgeleridir. 

( ): Her    Dedekind bölgesi olmak üzere           olsun.     nin maksimal 

ideali olsun.       nin maksimal ideali olacak Ģekilde bir   için              

             olur. Buradan    ayrık bir değer halkası olacak Ģekilde        
 

olur[13]. 

Lemma 2. 2. 1. 16.   bir Noetherian halka olsun. O zaman   sıfır boyutlu halka ile her 

maksimal ideali en az bir boyuta sahip bir halkanın çarpımıdır. 

İspat:   Noetherian olduğundan sadece sonlu minimal asal idealleri vardır         

gibi. {0} minimal asal ideal ise   bir bölgedir ve sonuç geçerli olur. Sıfırdan farklı 

minimal asal idealler olsun. Varsayalım ki         idealleri   nin maksimal 

idealleridir.           maksimal ideal olmasınlar.     ise     boyutludur ve ispat 

tamamlanır.     ise   nin her maksimal ideali en az bir boyuta sahiptir ve ispat 

tamamlanır. Öyleyse       olsun.            ve           olsun. O zaman   

ve   komaksimal idealler olmak üzere       dir.           olduğundan bir   için 

        dır.   ve   komaksimal olduklarından     ve    de komaksimaldir. Dolayısıyla 

  ⋂        dir. Buradan           ⋂   olur. Çinlilerin kalan teoremi,      her 

maksimal ideal en az bir boyuta sahip olan bir halka olduğundan      deki her asal 
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idealin minimal ve maksimal olduğunu ve       sıfır boyutlu bir halka olmak üzere 

       ⋂              olduğunu ifade eder[11]. 

Teorem 2. 2. 1. 17.        bir yerel halka olsun.   nin her has idealinin asal ideallerin 

çarpımı olmasının gerek ve yeter koĢulu   nin temel ideal olması (dolayısıyla   bir 

    veya     ) veya 

1) Bir        için         , 

2)       

koĢullarının sağlanmasıdır. 

İspat: ( ):   temel ideal olmasın.        olacak Ģekilde   hemen hemen asal 

ideallerin bir çarpımı olan   nin bir has ideali olsun.   iki has idealin çarpımı 

olamayacağından hemen hemen asaldır. Önerme 2. 2. 24. ten        olur. 

       için          alalım. Dolayısıyla        dir. O zaman 

                                            

olur. Nakayama lemmadan         dir.      olduğunu gösterelim.       

düĢünelim.        olur.          ise     hemen hemen asal olacak Ģekilde 

          dir. Teorem 2. 2. 21. den     asaldır. Bundan dolayı       temel 

idealdir. Buradan bir çeliĢki elde ettik. Öyleyse          olsun.            

olsun. Buradan                    dir. Böylece             ise      

dır. O zaman             olur. ġimdi de             olsun.      temel 

ideal dolayısıyla çarpım ideali olduğundan           dir. Buradan 

            dır. Dolayısıyla      olur. 

( ):        olacak Ģekilde   temel ideal ise her biri asal ideallerin çarpımı olan 

             tek has ideallerdir.   temel ideal olmasın. 1) ve 2) nin geçerli 

olduğunu varsayalım. O zaman   ve    arasında hiçbir has ideal yoktur.      ise    

temel ve çarpım ideali olduğundan            dır.      olacak Ģekilde has 

ideal olsun.        olsun. O zaman               dir.      ise asal 

ideallerin bir çarpımıdır. Bundan dolayı      olduğunu varsayalım.       olur. O 

zaman            dır. Buradan        olur.     olduğundan       ve 

      dir. Önerme 2. 2. 24. ten   hemen hemen asaldır. 

Tanım 2. 2. 1. 18.   bir quasi-lokal halka ise ve aĢağıdaki iki durumu sağlıyorsa 

1) Bir        için        , 

2)       



 

23 

 

  ye hemen hemen asal ideallerin özel çarpım halkası (     halka) denir. 

Lemma 2. 2. 1. 19.     ve    iki değiĢmeli halka olsun.    ve    nin her has idealleri 

hemen hemen asal ideallerin bir çarpımı ise       nin her has ideali hemen hemen 

asal ideallerin bir çarpımıdır. 

İspat: Her    ve    için         ve         olacak Ģekilde   ideali    in ve   

ideali ve    nin has idealleri olsunlar.       nin has ideali      formunda ise 

Lemma 2. 2. 19. dan hemen hemen asal ideallerin bir çarpımı olan 

                   

yazabiliriz. Has ideal      formunda ise benzer bir yolda hemen hemen asal ideallerin 

bir çarpımı olarak yazabiliriz. Has ideal     formunda ise 

                                  

                               

olarak yazabiliriz. Böylece hemen hemen asal ideallerin bir çarpımını elde ederiz. 

   ġimdi de      olacak Ģekilde       quasi-lokal halkasının bir      halka 

olmasını inceleyelim. 

Teorem 2. 2. 1. 20.   bir Noetherian halka olsun. Her has idealinin hemen hemen asal 

ideallerin bir çarpımı olmasının gerek ve yeter koĢulu   nin      halkaların      in 

ve Dedekind bölgelerinin doğrudan sonlu bir çarpımı olmasıdır. 

İspat: ( ):         her has ideali hemen hemen asal ideallerin çarpımı olan halkalar 

olsun. O zaman Lemma 2. 2. 1. 19. dan         aynı özelliğe sahip olur. Dedekind 

bölgeleri ve      in bu özelliğe sahip olduğu açıktır. Teorem 2. 2. 1. 17. den benzer 

Ģekilde      halka da bu özelliğe sahip olur. 

( ):   Noetherian olduğundan    sıfır boyutlu halka ve    her maksimal ideali en az 

bir boyutlu olan bir halka olmak üzere Lemma 2. 2. 1. 16. dan         olur.   nin 

her has ideali hemen hemen asal ideallerin çarpımıdır ve bu durum    ve    için de 

geçerlidir.    sıfır boyutlu yerel halkaların sonlu doğrudan çarpımıdır(Bakınız, Teorem 

8. 5 ve Teorem 8. 7 [6]). Dahası bu yerel halkaların her biri her has ideali hemen hemen 

asal ideallerin çarpımı özelliğine sahiptir. Teorem 2. 2. 1. 17. den bu yerel halkaların her 

biri      halka veya      dir.   ideali    nin maksimal ideali olsun. Bu durumda 

        dir.    
 her has ideali hemen hemen asal ideallerin çarpımı olan bir yerel 

halkadır.       
   olduğundan    

 Teorem 2. 2. 1. 17. den ayrık değer halkasıdır. 

   Lemma 2. 2. 1. 15. den Dedekind bölgelerinin sonlu doğrudan çarpımıdır. 



 

24 

 

        ve   nin temel ideal olmadığı bir durum için bir      halkanın örneğini 

verelim. 

Örnek 2. 2. 1. 21.   gerçek kapalı bir cisim ve         belirsiz boĢ olmayan bir küme 

olsun.               ,             ve            
    

         
      

tanımlayalım. Her     için   
̅̅̅̅  ̅    ve her     için   

̅̅̅̅  
   

̅̅̅̅  
 olduğundan her 

    için  ̅     
̅̅̅̅  

  dir. Buradan  ̅    olur.  ̅   ̅   ̅  olsun. O zaman 

 ̅   ̅  ve    sıfırdan farklı bir eleman olmak üzere  ̅       
̅̅ ̅̅ ̅         

̅̅ ̅̅ ̅    ̅dir. 

Buradan   ̅    
    
̅̅ ̅̅ ̅ 

     
    
̅̅ ̅̅ ̅ 

    
      

     
̅̅ ̅̅ ̅ 

 dir.   gerçek kapalı 

bir cisim olduğundan   
      

    olur. O zaman   ̅   ̅  dir. Dolayısıyla  ̅ 

bir      halkadır.  ̅     ve  ̅ ideali | |    için temel değildir. 

Teorem 2. 2. 1. 22.   halkası   boyutlu quasi-lokal bölge olsun.   nin her has temel 

ideali hemen hemen asal ideallerin çarpımı ise   ayrık değer halkasıdır. 

İspat:   hemen hemen asal ideallerin çarpımı olan bir has temel ideal olsun. Bir   

bölgesinde her has temel ideal terslenebilirdir. Terslenebilir idealin çarpanı da 

terslenebilirdir.   quasi-lokal halka olduğundan terslenebilir bir ideal temeldir. 

Dolayısıyla   temel hemen hemen asal ideallerin bir çarpımıdır. Sonuç 2. 2. 1. 10. dan   

asal ideallerin bir çarpımıdır. O zaman   bir     bölgedir. Bir boyutlu yerel     

bölge, ayrık bir değer halkasıdır. 

Teorem 2. 2. 1. 23.   değer bölgesi olsun. Bu durumda   nin   idealinin hemen hemen 

asal olmasının gerek ve yeter koĢulu   nın asal olmasıdır. 

İspat: ( ):      olsun.       olsun. Buradan           olur. O zaman         

dir.         ise         dir.   hemen hemen asal olduğundan     veya     

dır. O zaman         olsun.   temel idealin bir çarpanı olduğundan   ideali temeldir. 

Sonuç 2. 2. 1. 10. dan   asal ideal olur. 

( ): Bu herhangi bir halka için geçerlidir. 

   Sıradaki örnek bir   Prüfer bölgesinde bir hemen hemen asal idealin asal olmak 

zorunda olmadığını gösterir. 

Örnek 2. 2. 1. 24.   bütün cebirsel tamsayıların halkası olsun. O zaman   Bezout 

bölgesidir ve   nin her radikal ideali idempotenttir.     olmak üzere   nin 

maksimal idealleri olsun. Bu durumda        ve          dir. Dolayısıyla 

   idempotent ve hemen hemen asal idealdir. Fakat    asal ideal değildir. 
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   Bu bölümün sonunda hemen hemen asal elemanlar, zayıf asal elemanlar ve 

indirgenemez elemanlar arasında bir iliĢki elde edeceğiz. 

Tanım 2. 2. 1. 25.       olmak üzere  |  ve  |  ise   ve   ilgilidir.     Ģeklinde 

gösterilir.   elemanı   nin sıfırdan farklı birim olmayan bir elemanı olmak üzere 

     iken     veya     oluyorsa   ya indirgenemez denir.      ise         

dir(D. Anderson ve S. Valdes-Leon [5]). 

   Zayıf asal eleman kavramı (diğer bir deyiĢle,    zayıf asal ideal olacak Ģekilde bir   

elemanı) S. Galovich tarafından tanımlanmıĢtır[8]. Aynı Ģekilde hemen hemen asal 

eleman kavramını tanımlayabiliriz (diğer bir deyiĢle    hemen hemen asal ideal olacak 

Ģekilde bir   elemanı). 

Teorem 2. 2. 1. 26.   için; 

1)   birim olmayan ve sıfırdan farklı bir eleman olsun.   asal ise zayıf asaldır. 

Dolayısıyla hemen hemen asaldır. 

2)     nin has ideali olsun. Varsayalım ki   nin her sıfırdan farklı elemanı 

indirgenemezdir. O zaman   zayıf asal ve dolayısıyla hemen hemen asaldır. 

İspat: 1): Açıktır. 

2):          olsun. Dolayısıyla    indirgenemezdir. Buradan          veya 

         dir. Bu durumda     veya     olur. 

   Teorem 2. 2. 1. 16. 1) de bahsedildiği gibi her sıfırdan farklı birim olmayan asal 

elemanın bir zayıf asal eleman olduğu ve her sıfırdan farklı birim olmayan zayıf asal 

elemanın indirgenemez olduğu doğrudur. Fakat bir hemen hemen asal eleman 

indirgenemez olmak zorunda değildir. 

Örnek 2. 2. 1. 27.          olsun.     ̅  ̅    ̅  ̅   ̅  ̅  ele alalım. O zaman 

     dir. Burada     hemen hemen asal ideal olmak üzere   idempotenttir. 

  ̅  ̅   ̅  ̅    olduğundan   indirgenemez değildir. 

Sonuç 2. 2. 1. 28.         boyutlu quasi-lokal halka olsun.       olsun.   

indirgenemez ve      ise    zayıf asal dolayısıyla hemen hemen asaldır. 

İspat: Varsayalım ki   indirgenemezdir ve      dır. O zaman    in sıfırdan farklı 

her elemanı   in ilgilisidir, dolayısıyla indirgenemezdir. Teorem 2. 2. 1. 26. 2) den     

zayıf asaldır[13]. 
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2. 2. 2. Örnekler 

   ĠdealleĢtirme Metodu ile ilgili olarak daha çok hemen hemen asal ideallerle ilgili 

örnekler verebiliriz(Nagata [12]). 

Örnek 2. 2. 2. 1.   bir   modül olsun. O zaman          ve 

                      

çarpımı, birimli değiĢmeli bir halkadır.          olmak üzere          nın bir 

idealidir.     nin asal ideali olmak üzere      nın asal idealleri     formundadır. 

Bundan dolayı     ideali      nın her    asal idealinde kapsanır. Dolayısıyla Via the 

Correspondence teoremine göre              olduğundan   nin bir   asal ideali 

için        dır.        nın      nın zayıf asal ideali olmasının gerek ve yeter 

koĢulu   nin zayıf asal olması ve      ,     ve     olmak üzere      için 

         ve          Ģartının sağlanmasıdır(D. D. Anderson ve E. Smith, [4]). 

Buna göre          nın hemen hemen asal ideali olduğunu inceleyeceğiz.   nin bir   

ideali için ve     doğal sayısı için                 dır. 

Teorem 2. 2. 2. 2.   bir   modül olsun.     nin has ideali olsun. O zaman        

idealinin      nın hemen hemen asal ideali olmasının gerek ve yeter koĢulu        

olmak üzere       için   nın hemen hemen asal olmasıdır. Buradan       olmak 

üzere          dır. 

İspat: ( ): Varsayalım ki                         dır. O zaman 

                         

dır. Buradan      olur.       ise     veya     olduğundan   hemen hemen 

asaldır. Dolayısıyla        veya        dır.       ve       olsun. Hipotezden 

         dır. Buradan                         olur. Bu bir çeliĢkidir. 

( ): Varsayalım ki        hemen hemen asaldır.       olacak Ģekilde         

olsun. O zaman                                dır. Buradan             

veya             dır. Dolayısıyla     veya     dır. Bundan dolayı   hemen 

hemen asaldır.       ve       ve          olduğunu varsayalım. O zaman 

              ve                              olur. Bu bir çeliĢkidir. 

Sonuç 2. 2. 2. 3.   bir   modül olsun.      olacak Ģekilde     nin has ideali 

olsun. Bu durumda          nın hemen hemen asal ideali olmasının gerek ve yeter 

koĢulu   nin hemen hemen asal olmasıdır. 
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İspat: ( ):         olsun. Bu durumda 

                               

dir. Buradan             veya             olur. Dolayısıyla     veya     

dir. 

( ):                         olsun.      olduğundan 

                        

dır. O zaman         dir. Dolayısıyla     veya     dir. Buradan 

            veya             olur. 

   Asal ideallerin aksine          nın hemen hemen asal ideali veya zayıf asal 

ideali      formunda olmak zorunda değildir. 

Örnek 2. 2. 2. 4.   bir cisim ve     vektör uzayı olsun.       maksimal ideal ve 

     olmak üzere          quasi-lokal halkadır. Dolayısıyla      nin her 

ideali zayıf asal ve hemen hemen asaldır. Buradan      nin has alt uzayı ise      zayıf 

asaldır dolayısıyla hemen hemen asaldır. 

Örnek 2. 2. 2. 5.   bir cisim olsun.                ,                 ve 

               tanımlayalım.   maksimal ideal ve      olmak üzere   

quasilokal halka olduğundan     nin hemen hemen asal idealidir. Buradan herhangi bir 

  modül   için Teorem 2. 2. 2. 2. den       ve       olmak üzere        

hemen hemen asaldır. 

   Sıradaki iki örnekte asal olmayan hemen hemen asal ideallerin sıfırdan daha büyük 

boyutlu Krulla nasıl oluĢturulabildiğini inceleyelim. 

Örnek 2. 2. 2. 6.       quasi-lokal halka,     indirgenemez olsun ve  ̅       

olsun. O zaman  ̅ ̅ ideali  ̅ de hemen hemen asaldır. Ayrıca  ̅ ̅ nin asal olmasının 

gerek ve yeter koĢulu    in   de asal olmasıdır.     olduğunu varsayalım.  ̅ ̅ nin 

sıfırdan farklı her elemanı Teorem 2. 2. 1. 26. 2) den  ̅ in bağlantılısı olduğundan  ̅ 

indirgenemezdir. Varsayalım ki       olacak Ģekilde   ̅   ̅ ̅ dir. Buradan 

        olur. Bundan dolayı       olur. Buradan 

                

dir. Nakayama lemmadan        dir.   indirgenemez olduğundan   elemanı   in 

ilgilisidir. Dolayısıyla  ̅ elemanı  ̅ in ilgilisidir.   ̅ indirgenemezdir. 

   Sıradaki örnek, asal olmayan hemen hemen asal elemanla ilgilidir. 

Örnek 2. 2. 2. 7.   bir cisim olacak Ģekilde,                olsun. O zaman    asal 
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değildir fakat indirgenemez olacak Ģekilde bir   yerel bölgedir.             ideali 

  nin maksimal idealidir. O zaman    ̅̅̅̅   asal değil, zayıf asal elemandır. Dolayısıyla  

 ̅          nin hemen hemen asal elemanıdır ve  ̅ nin boyutu 1 dir[13]. 

   Sıradaki teorem S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma’ya aittir[7]. 

Teorem 2. 2. 2. 8.   Noetherian bölgesindeki her hemen hemen asal ideal asalımsıdır. 

İspat: Her asal idealin hemen hemen asal olduğu ve Noetherian bölgedeki her hemen 

hemen asal idealin asalımsı olduğu Teorem 2. 2. 2. 8. den açıktır.  

   Örnek 2. 2. 2. 10. da S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafından teoremin tersinin 

doğru olmadığı gösterilmiĢtir[7]. Örneği belirtmeden önce Teorem 2. 2. 2. 9. u 

verelim[7].  

Teorem 2. 2. 2. 9.   ve   kümeleri   tamlık bölgesinde sonlu üretilmiĢ sıfırdan farklı 

idealler olsun. Bu durumda    hemen hemen asal ideal değildir. 

Örnek 2. 2. 2. 10.     olacak Ģekilde       Noetherian quasilokal halka olsun. O 

zaman    asalımsıdır. Teorem 2. 2. 2. 9. dan    hemen hemen asal değildir. 

Dolayısıyla asalımsı ideal hemen hemen asal olmak zorunda değildir. ġimdi de   

kümesi   cisminde belirsiz olsun.                 Noetherian tamlık bölgesini 

düĢünelim.              ideali   nin maksimal ideali olmak üzere   nin yerel 

olduğu açıktır. Buradan           ideali   asalımsıdır fakat asal ideal değildir. 

Ayrıca       dir. Önerme 2. 2. 24. ten   hemen hemen asaldır. Buradan hemen 

hemen asal idealin asal olmak zorunda olmadığı sonucuna ulaĢırız[13]. 

   AĢağıdaki örnek Victoria Camillo’a aittir. 

Örnek 2. 2. 2. 11.       quasi-lokal halka olsun.        olacak Ģekilde     nin 

ideali olsun. Buradan (       ) olur. O zaman   zayıf asal dolayısıyla hemen 

hemen asaldır.          olsun. Burada         dır. O zaman       dir. 

Buradan     veya     dir. Yani   veya   bir birimdir. O zaman             

veya             olur. 

Örnek 2. 2. 2. 12.       halkası      olacak Ģekilde quasi-lokal halka olsun.     

ideali olsun. O zaman   ideali   asalımsıdır.      i düĢünelim.      ideali 

     asalımsıdır. Varsayalım ki           dir.      olduğundan   ve   

fonksiyonları      de değildir. O zaman      ideali      asalımsı olduğundan 

       dir. Dolayısıyla      zayıf asaldır ve hemen hemen asaldır. Ayrıca      in asal 

olmasının gerek ve yeter koĢulu      olmasıdır. 
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  nin   de asal olmasının gerek ve yeter koĢulu      in      de asal ideal olmasıdır. 

          in zayıf asal veya hemen hemen asal ideali ise     nin zayıf asal veya hemen 

hemen asal idealidir. Ancak tersi doğru olmayabilir. Örnek 2. 2. 2. 12. bu durumu 

açıklar[13]. 
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3. ASALIMSI İDEALLER 

Tanım 3. 1.     nin has ideali olmak üzere       için      iken bir   pozitif 

tamsayı için     veya      ise   ye asalımsı denir[21, sayfa, 168-206]. 

Önerme 3. 2.  

1)     nin bir ideali olsun.   nın asalımsı ideal olması için gerek ve yeter koĢul     

nın trivial olamaması ve     daki her sıfır bölenin nilpotent olmasıdır. 

2)   ve   iki halka ve       bir halka homomorfizması olsun.     nin asalımsı 

ideali ise           da   nin bir asalımsı idealidir.     

3. 1. Zayıf Asalımsı İdealler 

   Zayıf asalımsı idealler, sıfırdan farklı birimli değiĢmeli bir halkada D. D. Anderson ve 

E. Smith tarafından tanımlanmıĢ ve çalıĢılmıĢtır[4]. Bu kısımda değiĢmeli halkanın 

zayıf asalımsı idealleri anlatılacaktır. Zayıf asal ideal ve zayıf asalımsı ideal farklı 

kavramlardır. Sonuçlarımızın bazıları daha önce yapılmıĢ bir çalıĢmanın sonucuyla 

benzerdir[4]. UyuĢan sonuçlar değiĢtirilerek elde edilmiĢtir. Burada zayıf asalımsı 

ideallerin ve zayıf asalımsı alt modüllerin bir sayısını vereceğiz. 

     bir halka ve   kümesi   modül   nin alt modülü olmak üzere 

                 

ideali tanımlanır. O zaman       kümesi   nin sıfırlayıcısıdır.     ve bir     için 

  nin   endomorfizması ya örten ya da nilpotent olan   nin çarpımından üretiliyorsa 

  modül   ye ikincil denir.                nin asal idealidir. Bu durumda   ye 

  ikincil denir.   nin bir ikincil ideali   modül   nin ikincil alt modülüdür[15].     

nin bir   altmodülü olsun.   de çözülebilir   nin herhangi sonlu sistem eĢitliği   de 

çözülebilir ise   alt modülü   de soyuttur. Öyleyse   nin bir   ideali için         

olur. Bir   modülün alt modülü dahil her modülü soyut ise   modül soyuttur. 

Regüler halkaların önemli bir özelliği bütün modüllerinin soyut olmasıdır[16]. 

Tanım 3. 1. 1.        iken     veya   √  Ģartı sağlanıyorsa   nin   has 

idealine zayıf asalımsı ideal denir. Dolayısıyla bir asalımsı ideal zayıf asalımsı idealdir. 

Ancak zayıf asalımsı ideal her zaman asalımsı ideal olmayabilir. Örneğin;   tanımdan  

 

 



 

31 

 

her zaman bir zayıf asalımsı idealdir. Ancak asalımsı ideal değildir. Ayrıca her zayıf 

asal ideal zayıf asalımsı ideal olduğundan      olacak Ģekilde       quasilokal 

halkasının her has ideali zayıf asalımsı idealdir[4]. 

Önerme 3. 1. 2.     nin bir has ideali olmak üzere aĢağıdaki iddialar birbirine denktir. 

1)     nin zayıf asalımsı idealidir. 

2)     √  olmak üzere                 dır. 

3)     √  olmak üzere          veya               dır. 

İspat: 1)   2):     √  olsun.                 olduğu açıktır. Diğer içerme 

için          olduğunu varsayalım. Buradan      olur.   zayıf asalımsı ideal 

olduğundan      ise     dir.      ise          dır. Buradan eĢitlik elde 

ederiz. 

2)a a3):aAçıktır. 

3)   1):   √  olacak Ģekilde        olsun. O zaman 3) ten 

                  

dır. Buradan      olduğundan     dir.   nin   nin zayıf asalımsı ideali olduğu 

sonucuna varırız. 

Teorem 3. 1. 3.   ideali   nin asalımsı olmayan zayıf asalımsı ideali olsun. Bu 

durumda √  √  dır. 

İspat: Ġlk olarak      ifadesini ispatlayacağız.      olsun.   nin asalımsı ideal 

olduğunu gösterelim.       olacak Ģekilde      olsun.      ise   zayıf asalımsı 

ideal olduğundan ya     ya da   √  dir.      olduğunu varsayalım.      ise 

      olacak Ģekilde   nin bir    elemanı vardır. Buradan                 

olur. Ya     ya da        √  olduğundan   nin zayıf asalımsı ideal olduğunu 

elde ederiz.      √  olduğundan ya      ya da   √  olur.      olsun. 

Benzer Ģekilde      olsun.      olduğundan      olacak Ģekilde       

vardır. O zaman                 olur. Buradan ya       ya da     

√  dir. Dolayısıyla ya     ya da   √  olur. Buradan   nin asalımsı ideal olduğunu 

eldeaederiz. 

√  √  olduğu açıktır.      olduğundan   √  olur. Dolayısıyla √  √  olur. 

   Genelde asalımsı idealler ailesinin kesiĢimi asalımsı değildir. Ancak aĢağıdaki 

sonucumuz bu durumdan farklıdır. 
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Teorem 3. 1. 4.         kümesi   nin asalımsı olmayan zayıf asalımsı ideallerinin bir 

ailesi olsun. O zaman   ⋂         nin bir zayıf asalımsı bir idealidir.  

İspat: Ġlk olarak √  ⋂ √      olduğunu göstereceğiz. √  ⋂ √      olduğu açıktır. 

Diğer içerme için   ⋂ √      olduğunu varsayalım. Teorem 3. 1. 3. ten 

⋂√  

   

 √  

olduğundan bir   için      dır. Buradan bir     için       olur. Dolayısıyla 

  √  dir. 

√  √    olduğundan     nin bir has idealidir.     olacak Ģekilde        

için       olduğunu varsayalım.      ve       olacak Ģekilde bir     vardır.    

zayıf asalımsı ideal olduğundan   √   √  dir. 

Sonuç 3. 1. 5.         kümesi   nin asal olmayan zayıf asal ideallerinin bir ailesi olsun. 

O zaman   ⋂       ideali   nin zayıf asal idealidir. 

İspat:     olacak Ģekilde   
    dır. Buradan her     için √   √  olur. 

[1,Teorem 1] √  √    olduğundan     nin bir has idealidir. Buradan   nin   nin 

zayıf asal ideal olduğunu görebiliriz. 

   Sıradaki bilinen lemmayı referanslar için vereceğiz. 

Lemma 3. 1. 6.    ve    birimli değiĢmeli halkalar olmak üzere         olsun. Bu 

durumda aĢağıdaki Ģartlar geçerlidir: 

1)       in bir ideali ise √      √      dir. 

2)       in bir ideali ise √         √   dir. 

Teorem 3. 1. 7.    ve    birimli değiĢmeli halkalar olmak üzere         olsun. 

Bu durumda aĢağıdaki Ģartlar geçerlidir: 

1)       in bir asalımsı ideali ise       ideali   nin asalımsı idealidir.  

2)       in bir asalımsı ideali ise       ideali   nin asalımsı idealidir. 

3)     nin bir zayıf asalımsı ideali ise ya     ya da   asalımsı idealdir. 

İspat: 1):               olacak Ģekilde                          olsun.    

asalımsı ideal olduğundan ya      ya da   √    dir. Lemma 3. 1. 6 dan ya 

            ya da       √       √      olur. Buradan       asalımsı 

idealdir.aAynı Ģekilde       de asalımsı ideal olur.                                     a 
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2): Bunun ispatı 1) de yapılan ispata benzerdir dolayısıyla bunu atlayacağız. 

3):           nin bir zayıf asalımsı ideali olsun.     olduğunu varsayalım. O 

zaman             olacak Ģekilde   nin bir       elemanı vardır. Buradan 

                   

olur. O zaman ya         ya da       √  olur.         ise         dir.    

in asalımsı ideal olduğunu göstereceğiz. Dolayısıyla   1) den asalımsı idealdir. 

       olacak Ģekilde       olsun. O zaman                           

dir. Lemma 3. 1. 6. dan ya         ya da       √  √      olur. Dolayısıyla 

ya      ya da   √   olur.       √  ise bir   için          olur. Buradan 

        dir. Benzer bir tartıĢmadan       asalımsı idealdir. 

Teorem 3. 1. 8.     nin ikincil ideali olsun. Bu durumda     nin zayıf asalımsı ideali 

(Zayıf asal ideal için de ayrıca geçerlidir) ise     ikincil idealdir. 

İspat:     nin   ikincil ideali olsun.     olsun.     ise bir   tam sayısı için 

              dır.     ise      dır.            olduğunu 

göstereceğiz. Bunun için            göstermek yeterlidir.       olduğunu 

varsayalım.     olsun.      olduğundan          olacak Ģekilde     

vardır. Dolayısıyla ya   √  ya da     dur.   √  ise bir   tam sayısı için      

dur. Buradan         dur. Dolayısıyla                 dur. Aksi 

takdirde             dır. 

Önerme 3. 1. 9.   ve     nin zayıf asalımsı idealleri olsunlar. √      olacak 

Ģekilde     nin çarpımsal kapalı kümesi olsun. O zaman           nin zayıf asalımsı 

idealidir. Özel olarak   asalımsı ideal değil ise           dır. 

İspat: √      olduğundan           dir.       ve       olmak üzere 

         olacak Ģekilde                           olduğunu varsayalım. O 

zaman             olacak Ģekilde     ve     elemanları vardır. Buradan bir 

    için               olur.         için     ve   zayıf asalımsı 

ideal ise    √    dir. Bu bir çeliĢkidir. Dolayısıyla       olduğunu 

varsayabiliriz. Buradan   √  olur. Böylece        √  √     elde ederiz. Son 

olarak                 dır. 

Teorem 3. 1. 10.     nin ikincil ideali olsun. Bu durumda     nın bir has zayıf asalımsı 

alt ideali (Zayıf asal ideal için de ayrıca geçerlidir.) ise   ikincil idealdir. 
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İspat:     ikincil ideal olsun.     olsun.     ise           olacak Ģekilde 

bir   tam sayısı vardır.     ise       dır. Buradan her   tam sayısı için       

olur.      ifadesini göstermek istiyoruz.      olduğu açıktır. Diğer gerektirme 

için     olduğunu varsayalım.     ifadesini varsayabiliriz. O zaman 

         olacak Ģekilde     vardır. Buradan   zayıf asalımsı ideal ise ya 

  √  ya da     olur.   √  ise bir   için      dur. Buradan         dur. 

Bu bir çeliĢkidir. O zaman     doğru olur. Dolayısıyla         olur. 

Önerme 3. 1. 11.     olacak Ģekilde   ve     nin has idealleri olsunlar. Bu durumda 

aĢağıdaki Ģartlar geçerlidir: 

1)   zayıf asalımsı ideal ise     zayıf asalımsı idealdir. 

2)   ve     zayıf asalımsı idealler ise (Zayıf asal ideal için de ayrıca geçerlidir)   

zayıf asalımsı idealdir (Zayıf asal ideal için de ayrıca geçerlidir). 

İspat: 1):       olacak Ģekilde                       olsun. Buradan 

     olur.        ise              olur. Bu bir çeliĢkidir. O zaman   zayıf 

asalımsı ideal ise ya     ya da   √  olur. Dolayısıyla ya         ya da bir   

tam sayısı için                 olur. 

2):       olacak Ģekilde        olsun. O zaman                olur. 

     için   zayıf asalımsı ideal ise ya       ya da   √  √  olur. Dolayısıyla 

     olduğunu varsayabiliriz. Bu durumda bir   tam sayısı için ya         ya da 

         dır. Buradan ya     ya da   √  elde edilir. 

Teorem 3. 1. 12.   ve     nin asalımsı olmayan zayıf asalımsı idealleri olsunlar. Bu 

durumda       nin zayıf asalımsı idealidir. Özel olarak √    √  dir. 

İspat: Teorem 3. 1. 3 ten √  √  √    dir. Buradan       nin bir has ideali 

olur[14, sayfa 53].                 olduğundan Önerme 3. 1. 11. 1) den 

        nun zayıf asalımsı ideal olduğunu elde ederiz. Önerme 3. 1. 11. 2) bu 

durumu takip eder. Sonuç olarak √    √√  √  √√  √  elde ederiz[14, 

sayfa 53]. 

ġimdi Nakayama lemmanın bir versiyonunu gösterelim ve ispatlayalım. 

Teorem 3. 1. 13.     nin asalımsı olmayan zayıf asalımsı ideali olsun. Bu durumda 

aĢağıdaki Ģartlar geçerlidir: 
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1)        nin Jacobson radikali olmak üzere        dir. 

2)   bir   modül ve      ise     dır. 

3)   bir   modül ve        olacak Ģekilde     nin alt modülü ise 

    dir. 

İspat: 1):     olsun.     olduğunu varsayabiliriz. Her     için      

elemanının   nin birim elemanı olduğunu göstermek yeterlidir.      olduğundan 

                      dır. Buradan        olur. 

2):      olduğundan            olur. 

3): 2) den ispatlanabilir. 

Sonuç 3. 1. 14.   için aĢağıdaki Ģartlar geçerlidir: 

1)     tamlık bölgesinin sıfırdan farklı bir has ideali olsun. Bu durumda   nin 

zayıf asalımsı ideal olmasının gerek ve yeter koĢulu   nin asalımsı ideal 

olmasıdır.  

2)     nin asalımsı olmayan pür zayıf asalımsı ideali ise     dır. 

3)   regüler halka ise   nin asalımsı olmayan zayıf asalımsı idealleri sadece   

olabilir. 

İspat: 1):   ideali   nin zayıf asalımsı ideali olsun.       olacak Ģekilde      

olsun.      için   bir zayıf asalımsı ideal ise ya     ya da   √  dir.      ise 

  bir bölge olduğundan       veya     √  dir. 

2):     nin asalımsı olmayan zayıf asalımsı ideali olsun.   pür ideal olduğundan 

Teorem 3. 1. 3. ten        elde ederiz. 

3)   üzerindeki her ideal pür ideal olduğundan bunun ispatı 2) den yapılabilir. 

Tanım 3. 1. 15.     üzerinde   modülünün bir has alt modülü olmak üzere bir     

ve     için        iken      veya bir   için       oluyorsa   ye zayıf 

asalımsı alt modül denir. 

   Bir modülün her asalımsı alt modülünün zayıf asalımsı alt modül olduğu açıktır. Fakat 

her zayıf asalımsı alt modül asalımsı alt modül olmak zorunda değildir.  

         ve       olacak Ģekilde                            Ģeklinde 

tanımlayalım.   

Teorem 3. 1. 16.    ve    birimli değiĢmeli bir halkalar olmak üzere         

olsun ve her       için    ler için    modül olsun. O halde         kümesi 

  modül olur. 
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1)       in asalımsı alt modülü ise         nin alt modülüdür. 

2)       in asalımsı alt modülü ise         nin alt modülüdür. 

3)     nin zayıf asalımsı alt modülü ise ya     dır ya da   bir asalımsı idealdir. 

İspat: 1):         ve           olacak Ģekilde 

                               

olsun. Dolayısıyla ya bir   için            ya da    asalımsı olduğundan       

dir. Buradan ya bir   için           ya da                 dir.  

2): Bu ispat 1) in benzeridir. 

3):           nin zayıf asalımsı alt modülü olsun.     olduğunu varsayalım. 

Buradan ya      ya da      olur.      olsun. Bu durumda    nin sıfırdan farklı 

bir    elemanı vardır.           ve      olsun. O zaman                     

olsun.   zayıf asalımsı ideal ise ya bir   için 

                                    ya da                dir. 

Buradan ya           ya da      olur. Bu durumda ya        dolayısıyla 

        ya da        dolayısıyla         dir.          olduğunu 

varsayalım.    idealinin    in asalımsı alt modülü olduğunu göstereceğiz. Buradan   

ideali 1) den asalımsı idealdir.      ve      olacak Ģekilde       olsun. O zaman 

                    dir. Buradan bir   için ya                        ya 

da          olur. Böylece bir   için            ya da      dir. Bu durumda    

asalımsı idealdir. Bu durum         için benzer Ģekilde geçerlidir.  

   ġimdi zayıf asalımsı alt modüllerin iki karakterizasyonunu verelim. 

Teorem 3. 1. 17.   bir   modül ve     nin bir has ideali olsun. Bu durumda 

asağıdaki Ģartlar birbirine denktir: 

1)     nin zayıf asalımsı alt modülüdür.  

2)       için √      √          . 

3)       için  √     √    ya da        √    . 

İspat: 1)   2):       için   √     olsun. O zaman bir   için       olur. 

      ise   zayıf asalımsı ideal olduğundan          dir. Buradan   √    

olur.       ise     olacak Ģekilde   nin en küçük tam sayı olduğunu varsayalım. 

    ise          olur. Aksi takdirde   √    dir. Dolayısıyla √     

√             dir. Diğer içerme için     olduğunu varsayalım.          
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ise   √     olduğu açıktır.   √    ise bir   için          √     dir. 

Buradan   √     olur. 

2)   3): Açıktır. 

3)   1):     ve       olacak Ģekilde        olduğunu varsayalım. O 

zaman          √     ve          dir. 3) ten   √     √    

olur[25]. 

    

3. 2. Hemen Hemen Asalımsı İdealler 

   Bu kısımda değiĢmeli halkalarda yeni tip idealler tanımlanmıĢtır. Bu idealleri hemen 

hemen asalımsı idealler olarak adlandırılmıĢtır. Bu ideallerin bazı özellikleri açıklanmıĢ 

ve bazı karakterizasyonları verilmiĢtir. 

     ve   kümeleri   nin boĢ olmayan alt kümeleri olmak üzere                

olarak tanımlanır[13].  

Tanım 3. 2. 1.       olacak Ģekilde her      için   〈       〉 ise   ya sonlu 

üretilmiĢ ideal denir[19, sayfa 182].  

Tanım 3. 2. 2.   nin her ideali idempotent ise   ye tam idempotent halka denir. [23, 

sayfa 14] Her     için      ise   ye Bool halkası denir[23, sayfa 25].  

Tanım 3. 2. 3.   tek maksimal ideale sahip bir halka ise   ye yerel halka denir[19, 

sayfa 226].  

Tanım 3. 2. 4.     nin boĢ olmayan alt kümesi olmak üzere     ve       için 

     ise   ye çarpımsal küme denir[22, sayfa 230].   nin   lokalizasyonu    olarak 

gösterilir.     nin bütün sıfırdan farklı bölenlerinin kümesi olmak üzere     nin bir 

ideali ise                 kümesini tanımlarız.        ise   ya   nin 

terslenebilir ideali denir[17]. 

Lemma 3. 2. 5.     nin çarpımsal kümesi olsun. O zaman her     ve     için 

〈 〉  〈
 

 
〉 dir. 

İspat:     ve     olsun.   〈 〉 ve     olacak Ģekilde 
 

 
 〈 〉  olsun. O zaman 

bir     için      olur. Buradan 
 

 
 

  

 

 

 
 

  

 

 

 
 〈

 

 
〉 dir. Dolayısıyla 〈 〉  〈

 

 
〉 

olur. 

Tersine 
 

 
 〈

 

 
〉 olsun. O zaman 

 

 
 

 

 

 

 
 

  

  
 〈 〉  olacak Ģekilde 

 

 
    vardır. 
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Buradan 〈
 

 
〉  〈 〉  olur. Ġki sonuçtan 〈 〉  〈

 

 
〉 elde edilir. 

Tanım 3. 2. 6.      nin bir has ideali olmak üzere       için         iken   

pozitif bir tamsayı olmak üzere     veya      ise   ya hemen hemen asalımsı 

ideal denir. 

   Her asalımsı idealin, her hemen hemen asal idealin ve   nin her idempotent idealinin 

dolayısıyla idempotent halkaların ve Bool halkalarının bütün has ideallerinin hemen 

hemen asalımsı ideal olduğu açıktır. Ancak bahsedilen durumlar için genelde tersi 

doğru değildir. 

Örnek 3. 2. 7.     da 〈 〉 ideali hemen hemen asalımsı fakat asalımsı ideal değildir. 

Örnek 3. 2. 8. Tek sıfırdan farklı maksimal ideali   olan bir Noetherian halkada    

asalımsı ideal dolayısıyla hemen hemen asalımsı idealdir. Ancak hemen hemen asal 

ideal değildir[13]. 

Örnek 3. 2. 9.    de 〈 〉 ideali hemen asalımsıdır ancak idempotent değildir. 

Buradan hemen hemen asalımsı idealleri; asalımsı, hemen hemen asal ve idempotent 

ideallerin genelleĢtirmesi olarak düĢünebiliriz. 

3. 2. 1. Temel Sonuçlar 

   Ġlk olarak hemen hemen asalımsı ideallerin bazı temel özelliklerini vereceğiz. 

Önerme 3. 2. 1. 1.     nin ideali ise aĢağıdaki ifadeler doğrudur: 

1)     olacak Ģekilde     nin hemen hemen asalımsı ideali ise 
 

 
 
 

 
 nın hemen 

hemen asalımsı idealidir. 

2) 
 

 
 da   hemen hemen asalımsı ideal ve    zayıf asalımsı ideal ise     için 

   
 

 
 olacak Ģekilde   nin hemen hemen asalımsı bir   ideali vardır. 

İspat: 1):            
 

 
  

 

 
   ve       

 

 
 olsun. O zaman     , 

      
 

 
   ve     elde ederiz.       ise bir      için         olacak 

Ģekilde her   için    ∑     
 
    deriz. Buradan 

     ∑    

 

   

   ∑   

 

   

          
 

 

 

 
  

 

 
   

elde ederiz. Bu bir çeliĢki olur. Buradan       ve dolayısıyla bir      için      
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olur. Buradan        
 

 
 dır. 

 

 
 nın 

 

 
 nın bir hemen hemen asalımsı ideali olduğu 

sonucunu elde ederiz. 

2):     
 

 
 olacak Ģekilde     için   nin bir   ideali vardır.         olacak 

Ģekilde       olsun. Buradan iki durum ortaya çıkar: 

1)      ise bir      için     veya      olur. Buradan      veya      

olur. 

2)      ise            
 

 
   dır. Böylece bir      için       

 

 
 

veya        
 

 
 elde ederiz. Buradan      veya      olur. Dolayısıyla   

hemen hemen asalımsı idealdir. 

   ġimdi çekirdeği olan hemen hemen asalımsı idealin homomorf görüntüsünün de 

hemen hemen asalımsı ideal olduğunu ispatlayalım. 

Önerme 3. 2. 1. 2.   fonksiyonu   den    halkasına bir homomorfizma olsun. 

       olacak Ģekilde     nin hemen hemen asalımsı ideali ise           nin 

hemen hemen asalımsı idealidir. 

İspat:     nin has ideali olduğundan      de      nin has idealidir.          

olacak Ģekilde                 olsun. O zaman        için 

                               

olacak Ģekilde        ve        olur. Buradan bir     için            elde 

ederiz.  Böylece             elde ederiz. Buradan      olur.       ise 

                       dır. Bu çeliĢki olur. O zaman       dir. Dolayısıyla 

bir      için     veya      olur. Buradan        veya         olur. 

   Hemen hemen asalımsı idealin sıfır bölenlerle ilgili bir özelliğini verelim. 

Önerme 3. 2. 1. 3.     nin hemen hemen asalımsı ideali olsun ve      
 

 
 da sıfır bölen 

olsun. O zaman bir      için        dir. 

İspat:     
 

 
 da sıfır bölen olduğundan      olacak Ģekilde     vardır. Bir      

için      ise        dir. Her      için      ise        dir.        

olduğundan     olur. Bu bir çeliĢkidir. Bir     için       ve          deriz. 

  hemen hemen asalımsı ideal olduğundan           olmalıdır. Burada       

olduğundan       olur.       elde ederiz.  

   Hemen hemen asalımsı ideallerin bazı karakterizasyonlarını verelim. 
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Lemma 3. 2. 1. 4.     tamsayılar halkasının sıfırdan farklı birim olmayan bir elemanı 

olsun. Her      için   elemanı      olacak Ģekilde bir asal sayı ise      her 

     için       ve           olacak Ģekilde        vardır. 

İspat:   nin asalımsı idealleri   ve      için     olduğundan ve   asal sayı 

olduğundan    asalımsı ideal değildir. Bundan dolayı      ve her      için 

      olmak üzere       olacak Ģekilde       vardır.        ise     

olduğundan           elde ederiz.        ise        ve           dir. 

           ise        olduğundan        elde ederiz. Buradan      olur. 

Bu bir çeliĢkidir. Bundan dolayı            sonucuna varırız. Bu durumda 

      olur. 

   Lemma 3. 2. 1. 4. ün yardımıyla tam sayılar halkasının sıfırdan farklı birim olmayan 

üreteçlere sahip asalımsı ve hemen hemen asalımsı ideallerin denk olduğunu 

ispatlayalım. 

Önerme 3. 2. 1. 5.     de sıfırdan farklı birim olmayan bir eleman ise    nin hemen 

hemen asalımsı olmasının gerek ve yeter koĢulu    nin asalımsı olmasıdır. 

İspat: Lemma 3. 2. 1.4. ten ispatlanır. 

   Önerme 3. 2. 1. 5. in sonuçlarını belirli Ģartlar altında ispatlayalım. Bu herhangi bir 

değiĢmeli birimli halka için geniĢletilebilir. 

Teorem 3. 2. 1. 6.     de sıfırdan farklı birim olmayan bir eleman olsun.   〈 〉  〈 〉 

ise 〈 〉 nin   nin hemen hemen asalımsı ideali olmasının gerek ve yeter koĢulu 〈 〉 nin   

nin asalımsı ideali olmasıdır. 

İspat: ( ): 〈 〉 nin hemen hemen asalımsı ideal olduğunu ancak asalımsı ideal 

olmadığını varsayalım. O zaman her      için    〈 〉,   〈 〉 ve   〈 〉 olacak 

Ģekilde       vardır. 〈 〉 hemen hemen asalımsı ideal olduğundan    〈  〉 elde 

ederiz.        〈 〉 deriz.       〈  〉 ise bir      için   〈 〉 veya 

       〈 〉 deriz. Yani   〈 〉 veya    〈 〉 dir. Bu bir çeliĢkidir. Dolayısıyla 

       〈  〉 dir. Buradan    〈  〉 olur. Bir     için        deriz. O zaman 

          olur.   〈 〉  〈 〉 olduğundan      〈 〉 dir. Dolayısıyla   〈 〉 olur. 

Bu bir çeliĢkidir. Buradan 〈 〉 nin   nin asalımsı ideali olması gerektiği sonucuna 

varırız. 

( ): Tersinin ispatı benzer Ģekilde olur. 
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Teorem 3. 2. 1. 7.   nin   has idealinin hemen hemen asalımsı olmasının gerek ve yeter 

koĢulu her       için        veya   √  olmasıdır. 

İspat:     nin hemen hemen asalımsı ideali ve       olsun.       olsun. O 

zaman      olur.       ise      olur. Buradan          olur.          elde 

ederiz.       ise     olduğundan bir      için      elde ederiz. Buradan 

  √  dır.     √  sonucuna ulaĢırız. 

Tersine         ve     olsun. O zaman       olur. Buradan         veya 

  √  elde ederiz.        ifadesi       ile çeliĢtiğinden   √  olur. Bir      

için      sonucuna varırız. 

Teorem 3. 2. 1. 8.     nin has ideali ise aĢağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

1)     nin hemen hemen asalımsı idealidir. 

2)     √  için                dır. 

3)     √  için         veya              dır. 

İspat: 1)   2):     √  olsun.              ) olduğu açıktır.         

olduğunu varsayalım. Buradan      dir.       ise          dır.       ise 

    dir. Dolayısıyla                elde ederiz. 

2)   3):                 olacak Ģekilde     √  olsun.  ,       ve        

Lemma 3. 2. 5. ten   nin idealleri olduğundan         veya              elde 

ederiz. 

3)   1):   √  olmak üzere         olsun. Buradan her      için      dir. 

O zaman         olur.              ise       olur. Bu bir çeliĢkidir. Bundan 

dolayı (       dır. Buradan     olur. 

   AĢağıdaki lemmayı, vereceğimiz hemen hemen asalımsı ideallerin 

karakterizasyonların birincisi olarak ele alalım. 

Lemma 3. 2. 1. 9.              nin sol ideallerinin sonlu kümesi olsun(  burada 

değiĢmeli olmak zorunda değildir).    nin bir kuvveti   nin   idealinde kapsanıyorsa 

           in bir kuvveti   idealinde kapsanır. 

İspat: Bu lemmayı ispatlamak için matematiksel tümevarım metodunu kullanacağız. 

Bunun için     ye kadar iĢlem yapmak yeterlidir.    ve    nin bir kuvveti   

idealinde kapsansın. O zaman   kuvveti    ve    nin maksimum kuvvetleri olmak 

üzere    
    ve   

    elde ederiz.         
     olduğunu varsayalım. 
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      ve       olmak üzere                          çarpımı        

nin    elemanları olsun. Bu çarpım geniĢletildiğinde bu çarpımın her bir terimi biri    

den diğeri    den olmak üzere    elemanlarının çarpımıdır. Bu terimlerin birinde    

den veya    den en az   katsayısı olmalıdır.    ve    sol idealler olduğundan   
    

ve   
    dır. Bunun üzerine çarpım   nın içindedir. Dolayısıyla         

     

dır.  

Teorem 3. 2. 1. 10.   sonlu üretilmiĢ ideal olmak üzere   ve     nin has idealleri 

olsun.   nın hemen hemen asalımsı olmasının gerek ve yeter koĢulu bir      için 

    veya      olacak Ģekilde         olmasıdır.  

İspat:   idealinin hemen hemen asalımsı olduğunu varsayalım.   sonlu üretilmiĢ 

olduğundan her       ve      için   〈  〉  〈  〉    〈  〉  olacak Ģekilde 

     vardır.     ise     için     vardır. Her       için             

ve   hemen hemen asalımsı olduğundan   
     olacak Ģekilde       vardır. Lemma 

3. 2. 1. 9. dan 〈  〉
     dır. Buradan bir      için      olur. 

Tersine         olacak Ģekilde       olsun. O zaman 〈 〉〈 〉       olur. 

Buradan bir      için 〈 〉    veya 〈 〉    dır.     veya      sonucunu elde 

ederiz. 

Not 3. 2. 1. 11.     da 〈 〉 idealini düĢünelim.     〈 〉  dir. ġu halde   〈 〉 ve 

  〈 〉 dır. Buradan       için       iken     veya     Ģartına uymayan 

hemen hemen asalımsı ideal elde ederiz.    in 〈 〉 ideali bu Ģartı sağlar fakat asal ideal 

değildir. Yukarıdaki Ģartı sağlayan ideallere   potent asal ideal denir.  

   ġimdi bütün   potent asal idealler kümesinin, asalımsı idealler kümesinin ve hemen 

hemen asalımsı idealler kümesinin denk olduğunu ispatlayacağız. 

Önerme 3. 2. 1. 12.   ideali   nin   potent asal ideali iken   nın hemen hemen 

asalımsı olması için gerek ve yeter koĢul   nın asalımsı olmasıdır. 

İspat:   hemen hemen asalımsı ideal olsun.     için      olacak Ģekilde       

olsun.       ise     elde ederiz.       ise   hemen hemen asalımsı ideal 

olduğundan bir      için      olur. Buradan   asalımsı ideal olur.  

Tersi benzer Ģekilde ispatlanabilir. 

Önerme 3. 2. 1. 13. √    olacak Ģekilde     nin bir ideali olsun.   nın hemen hemen 

asalımsı ideal olması için gerek ve yeter koĢul   nın hemen hemen asal ideal olmasıdır. 

İspat:   nın hemen hemen asalımsı ideal olduğunu varsayalım.         olacak 
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Ģekilde       olsun.     ise bir      için      olur. Dolayısıyla   √    

dır. Buradan   nın hemen hemen asal ideal olduğu sonucuna ulaĢırız.  

Tersi benzer Ģekilde ispatlanabilir. 

ġimdi terslenebilir hemen hemen asalımsı ideallerin asalımsı ideal olduklarını 

ispatlayalım. 

Teorem 3. 2. 1. 14.   ideali   nin terslenebilir bir ideali iken   nın hemen hemen 

asalımsı ideal olması için gerek ve yeter koĢul   nın asalımsı ideal olmasıdır. 

İspat:   hemen hemen asalımsı ideal olsun.      olacak Ģekilde       olsun.     

ise     
 

 
 da bir sıfır bölendir. Dolayısıyla Teorem 3. 2. 1. 3. ten bir      için 

       elde ederiz.   bir terslenebilir ideal olduğundan 

                      olur. Buradan      elde ederiz.  

Tersi benzer Ģekilde ispatlanabilir. 

Teorem 3. 2. 1. 15.   nin   has idealinin hemen hemen asalımsı ideal olması için gerek 

ve yeter koĢul         olmak üzere   nin herhangi   ve   idealleri için     veya 

  √  olmasıdır. 

İspat: ( ):   hemen hemen asalımsı ideal olsun.   √  ise   √  olacak Ģekilde bir 

    vardır.   elemanı   nın bir keyfi elemanı ise         dir.   √  olduğundan 

    elde ederiz. Dolayısıyla     dır.                                                 a 

( ):         olsun. O zaman 〈 〉〈 〉       olur. Dolayısıyla 〈 〉    veya 

〈 〉  √  dır. Buradan bir      için     veya      elde ederiz.  

Teorem 3. 2. 1. 16.   nin   has idealinin hemen hemen asalımsı ideal olması için gerek 

ve yeter koĢul 
 

  
 nin 

 

  
 de zayıf asalımsı ideal olmasıdır. 

İspat: ( ):   hemen hemen asalımsı ideal olsun.     ,      
 

  
 olmak üzere 

             
 

  
   olsun. O zaman      ve       olur.   hemen hemen 

asalımsı ideal olduğundan bir      için     veya      dır.     ise      
 

  
 

ve      ise                 
 

  
 dir.                     a 

( ):  
 

  
 
 

  
 nin zayıf asalımsı ideali   sun.       olacak Ģekilde         olsun. O  
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zaman       
 

  
 dir ve          dir. Buradan              

 

  
   elde 

ederiz. Dolayısıyla bir      için ya        
 

  
 ya da         

 

  
 dır. Bunun 

sonucunda     veya      olur.  

   En son olarak belirli tip halkalarda hemen hemen asalımsı ideallerin birkaç 

karakterizasyonunu verelim. 

       nin çarpımsal kümesi olmak üzere       olacak Ģekilde     nin asal ideali 

ise; 

1)       nin asal idealidir. 

2)               , bir     için  olacak Ģekilde        dir[13]. 

   ġimdi 1) i hemen hemen asalımsı idealler üzerinde geniĢletelim. Fakat ilk durum 

ikinci durumun genelde tutarlı olmayan bir örneğini verir. 

Örnek 3. 2. 1. 17.    halkasını ve           kümesini düĢünelim.    da       

hemen hemen asalımsı idealini alırsak  

                  , bir     için          

elde ederiz. 

Teorem 3. 2. 1. 18.     nin hemen hemen asalımsı ideali ve       olacak Ģekilde 

    nin çarpımsal kümesi ise       nin hemen hemen asalımsı idealidir. 

İspat:       ise     olduğundan     alırız. Bu durumda 
 

 
    olur. Aslında 

 

 
    

nin birim elemanıdır. O zaman bir     ve     için 
 

 
 

 

 
 dir. O zaman 

            

olacak Ģekilde     vardır. Bu bir çeliĢkidir. Dolayısıyla       dir. 
 

 
    olacak 

Ģekilde 
 

 

 

 
        

  olsun. Buradan 
  

  
   , 

  

  
     

  ve     sonuçlarını elde 

ederiz. O zaman bir     ve     için 
  

  
 

 

 
 olur. Dolayısıyla             

olacak Ģekilde     vardır.         ise 

  

  
 

  

  

  

  
 

    

    
     

  

olur. Bu bir çeliĢki olur. O zaman         dir. Buradan           elde ederiz. 

      ise          dir. Buradan bir      için         olur.       

olduğundan bu bir çeliĢki olur. O zaman       dir. Buradan bir      için      

sonucu çıkar. Dolayısıyla  
 

 
   

  

      elde ederiz. 
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   ġimdi yerel halkalardaki temel ideallerin hemen hemen asalımsı olma özelliklerini tek 

maksimal idealin lokalizasyonları altında koruduklarını ispatlayalım. 

Teorem 3. 2. 1. 19.   tek maksimal ideali   olan bir yerel halka olsun.     iken 〈 〉 

nın   de hemen hemen asalımsı olması için gerek ve yeter koĢul 〈 〉
  idealinin    de 

hemen hemen asalımsı olmasıdır. 

İspat: ( ): 〈 〉 hemen hemen asalımsı ideal olsun. 〈 〉 ideali   de bir has ideal 

olduğundan 〈 〉    olur. Buradan 〈 〉          dır. Dolayısıyla Teorem 3. 2. 1. 

18. den 〈 〉
  nin    de hemen hemen asalımsı ideal olduğu sonucuna varırız. 

( ): 〈 〉
     de hemen hemen asalımsı ideal olsun.    〈 〉  〈 〉  〈 〉  〈  〉 

olacak Ģekilde       olsun. Buradan 
 

 

 

 
 

  

 
 〈 〉

  dir. 
 

 

 

 
 

  

 
 〈  〉

  ise bir 

  〈  〉 ve     olmak üzere 
  

 
 

 

 
 elde ederiz. Bu durumda         〈  〉 

olacak Ģekilde     vardır.      olduğundan   elemanı   halkasında bir birim 

elemandır. Dolayısıyla                 〈  〉 elde ederiz. Bu bir çeliĢkidir. 

Buradan 
 

 

 

 
 

  

 
 〈  〉

  olur. 〈 〉
  hemen hemen asalımsı ideal olduğundan ya 

 

 
 〈 〉

  ya da bir      için 
  

 
  

 

 
   〈 〉

  olur. 
 

 
 〈 〉

  ise   〈 〉 olur. 

  

 
 〈 〉

  ise    〈 〉 olur. Buradan 〈 〉 nın   de hemen hemen asalımsı ideal olduğu 

sonucuna varırız. 

Sonuç 3. 2. 1.20.   tek maksimal ideali   olan bir yerel halka olsun.     iken 〈 〉 nın 

  de hemen hemen asalımsı ideal olmasının gerek ve yeter koĢulu her     için 〈
 

 
〉 

nin    de hemen hemen asalımsı ideal olmasıdır. 

İspat: ( ): 〈 〉   de hemen hemen asalımsı ideal olsun.     olsun. O zaman 

Teorem 3. 2. 1. 19. dan 〈 〉
     de hemen hemen asalımsı ideal olur. Lemma 3. 2. 6. 

dan 〈 〉
  〈

 

 
〉 elde ederiz. Buradan 〈

 

 
〉 nin    de hemen hemen asalımsı ideal olduğu 

sonucuna varırız.                                         a 

( ): Her     için 〈
 

 
〉 nin    de hemen hemen asalımsı ideal olsun. Buradan 〈

 

 
〉 nin 

   de hemen hemen asalımsı ideal olur. Lemma 3. 2. 6 dan 〈 〉
  〈

 

 
〉 elde ederiz. O 

zaman 〈 〉
     de hemen hemen asalımsı ideal olur. Teorem 3. 2. 1. 19. dan 〈 〉   de 

hemen hemen asalımsı ideal olur. 
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   ġimdi direkt çarpımlı iki halkada hemen hemen asalımsı idealleri tanımlayalım. 

Teorem 3. 2. 1. 21.    ve    birimli değiĢmeli iki halka olsun. 

1)    nin   has idealinin hemen hemen asalımsı ideal olmasının gerek ve yeter 

koĢulu      nin       de hemen hemen asalımsı ideal olmasıdır. 

2)    nin   has idealinin hemen hemen asalımsı ideal olmasının gerek ve yeter 

koĢulu      nin       de hemen hemen asalımsı ideal olmasıdır. 

İspat: 1): ( ):      de hemen hemen asalımsı ideal olsun.      nin has ideali 

olduğundan            nin has idealidir.        ve        olmak üzere 

                      
  ve            için                   

olsun. O zaman                    
            ve     olur. 

Buradan         dir. Dolayısıyla bir      için      olur. Böylece 

                    

 elde ederiz.                                                    a 

( ):            de hemen hemen asalımsı ideal olsun.     olmak üzere 

        için        olsun. Bu durumda 

(     
) (     

)  (      
)                       

  

elde ederiz.      hemen hemen asalımsı ideal olduğundan bir      için 

(     
)
 

      olur. Buradan        
  (     

)
 

      olur. Böylece 

     elde ederiz. 

2): Aynı yöntemle ispatlanabilir. 

Sonuç 3. 2. 1. 22.    ve    birimli değiĢmeli iki halka olsun. Bir   idealinin       de 

hemen hemen asalımsı ideal olmasının gerek ve yeter koĢulu   nın aĢağıdaki verilen 

formlardan birini sağlamasıdır. 

1)      in hemen hemen asalımsı ideali olmak üzere        ideali. 

2)      nin hemen hemen asalımsı ideali olmak üzere        ideali. 

3)      in idempotent ideali ve      nin idempotent ideali olmak üzere       

ideali. 

İspat: Bunun ispatında Teorem 3. 2. 1. 21. den ve      in      nin idealleri olmak üzere 

      nin her   idealinin     formunda olduğu bilgisinden yararlanılır[24]. 
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4. SONUÇ 

   Tezimiz üç ana bölümden oluĢmaktadır. Ġlk bölümde ideal ve birimli değiĢmeli halka 

kavramları için temel bilgiler verilmiĢtir. Modül kavramından bahsedilmiĢtir. 

   Ġkinci bölümde asal ideallerden bahsedilerek bu baĢlık altında zayıf asal ideal ve 

hemen hemen asal ideal yapıları tanımlanmıĢtır. Bu ideal yapılarının özellikleri 

anlatılmıĢ bazı genelleĢtirmeleri verilmiĢtir. 

   Hemen hemen asal idealler bazı özel halka yapıları altında incelenmiĢtir. ĠdealleĢtirme 

Metodu kullanılarak bu tip idealler ile ilgili örnekler verilmiĢtir.  

   Üçüncü bölümde ise ikinci bölümde bahsedilen azayıf asal ideal ve hemen hemen asal 

ideal yapılarının asalımsı versiyonları tanımlanmıĢtır. Zayıf asalımsı ideal ve hemen 

hemen asalımsı ideal olarak adlandırılan bu idealler asalımsı idealler baĢlığı altında 

özellikleriyle incelenmiĢtir. 
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ÖZGEÇMİŞ 

   24 Kasım 1991 tarihinde Çerkezköy, Tekirdağ’da doğdu. Ġlk ve orta öğretimini 

Pınarça Köyü Ġlköğretim Okulu’nda, lise eğitimini Tekirdağ Anadolu Öğretmen 

Lisesi’nde yatılı olarak tamamladı. 2009’da Marmara Üniversitesi Ġlköğretim 

Matematik Öğretmenliği bölümüne kayıt yaptırdı ve 2013’te mezun oldu. Aynı yıl 

Marmara Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü’nde Uygulamalı Matematik programını 

kazandı. 2014’te Van ErciĢ Yatılı Bölge Orta Okulu’nda matematik öğretmeni olarak 

göreve baĢladı. 2015’te YLSY programını kazandı. ġu an bu program çerçevesinde 

eğitilmektedir.  

   Tiyatro, tekvando, halk oyunları gibi faaliyetlerde bulundu. Osmanlıca ve gitar çalmak 

hobileri arasındadır. 




