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OZET

HEMEN HEMEN ASAL IiDEALLER VE ZAYIF ASAL
IDEALLER

Tezimizin amaci yeni tip ideal yapilarini 6zellikleriyle birlikte tanitmaktir. Bunun i¢in
oncelikle ideal tanim1 verilmistir. Bu yeni tip ideal yapilar1 asal ideal ve asalimsi ideal

basliklar1 altinda incelenmistir.

Ikinci kistmda zayif asal idealler ve hemen hemen asal idealler, asal idealler bashig

altinda tanimlanmustir. Bu idealler ¢esitli halka yapilart altinda incelenmistir.

Son kisimda ise zayif asalimsi idealler ve hemen hemen asalimsi idealler, asalimsi

idealler basligi altinda tanimlanmustir.



ABSTRACT

ALMOST PRIME IDEALS AND WEAKLY PRIME
IDEALS

In this study our main purpose is to introduce the structures of various ideals with
their properties. For this, firstly, we give the definition of “ideal”. And we investigate

these ideals in domains of “Prime Ideals” and “Primary Ideals”.

If we give some details, we survey “Almost Prime Ideals” and “Weakly Prime
Ideals” in domain of “Prime Ideals”. Furthermore, we present these ideals with

structures of different rings.

Finally, we examine “Almost Prime Ideals” and “Weakly Prime Ideals” in domain of

“Prime Ideals™.
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1. GIRIS

Hemen hemen asal ideal kavrami, S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafindan
Noetherian bolgelerin ¢arpanlarina ayrilma ¢alismasi olarak tanimlanmistir[7]. Zayif
asal ideal kavrami, sifir bolenli degismeli halkalarin ¢arpanlarina ayrilma g¢alismasi
olarak A. G. Agargiin, D. D. Anderson ve S. Valdes-Leon tarafindan tanimlanmustir.
Daha sonra ise D. D. Anderson ve E. Smith tarafindan ¢alisilmistir[3,4]. P R nin bir has
ideali olmak iizere her a,b € R icin ab € P — P? iken a € P veya b € P oluyorsa P ye
hemen hemen asal ideal denir. P R nin bir has ideali olmak tizere her a,b € R igin
0+ ab € P iken a € P veya b € P oluyorsa P ye zayif asal ideal denir. Her asal ideal
bir zayif asal ideal ve her zayif asal ideal bir hemen hemen asal idealdir. Zayif asal
idealler ve hemen hemen asal idealler, asal ideallerin genellestirilmesidir. 05 idealinin
her zaman bir zayif asal ideal oldugunu dolayisiyla hemen hemen asal ideal oldugunu
kolayca gorebiliriz. Fakat O ideali M? = 0y olmak iizere (R, M) quasilokal halkasinda
asal ideal degildir. Buradan zayif asal ideal ve hemen hemen asal ideallerin asal ideal
olmak zorunda olmadiklarimi anlayabiliriz.

Daha sonra n —hemen hemen asal ideali tanimlanacak ve tersinir bir n —hemen
hemen asal idealin asal oldugu ispatlanacaktir. I ideali R nin n —hemen hemen asal
ideali ve S kiimesi R nin herhangi bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi olmak iizere I N S =
@ olacak sekilde S™1I idealinin n —hemen hemen asal ideal oldugu gosterilecektir.
Ayrica hemen hemen asal ideallerin 6rneklerini verip onlarin genellestirmesi olan
f —asal idealler tanimlanacaktir. Bir idealin asal olmasi i¢in gerekli durumlara
benzeyen hemen hemen asal ideal olmasi i¢in birka¢ denk durum gosterilecektir. Ayrica
hemen hemen asal ve zayif asal idealler arasindaki iliski agiklanacaktir. I R nin bir
tersinir hemen hemen asal ideali ise I asal idealdir. ¢ eleman1 R nin sifirdan farkli birim
olmayan bir elemani olsun. O zaman (c¢) R nin hemen hemen asal ideali ve (0: (c)) c
(c) oluyorsa (c) asal idealdir. M? € [ € M olacak sekilde R nin bir I ideali i¢in (R, M)
quasilokal halkasinda I nin hemen hemen asal ideal olmasimin gerek ve yeter kosulu
M? = I? olmasidir. R halkasinin her has idealinin hemen hemen asal ideal olmasimin
gerek ve yeter kosulu R nin ya Von Neumann regiiler halkas1 ya da (R, M) nin M2 = 0

olacak sekilde quasilokal halka olmasidir. Hemen hemen asal ideallerin



homomorfizmalar, yerellestirmeler ve diger halka yapilar1 altindaki durumlari
arastirilacaktir.

Sonraki bir boliimde ise her has ideali hemen hemen asal ideallerin ¢arpimi olan
Noetherian halkalar tanimlanacaktir. Ayrica her has temel ideali hemen hemen asal
ideallerin ¢arpimi olan quasilokal bolgeler siniflandirilacaktir. Hemen hemen asal
ideallerin bir V' deger bolgesinde asal idealler gibi oldugu, ancak bir Priifer bolgesinde
boyle bir durum olmadigi bir 6rnekle gosterilecektir. Hemen hemen asal elemanlar
tamimlanip ve 6rnekler verilecektir.

Ideallestirme Metodu ile hemen hemen asal idealler icin 6rneklerin nasil
olusturulabilecegi gosterilecektir. A bir R —modiil iken R(A) = RDA ve

(a,m)(b,n) = (ab,an + bm)
oluyorsa R(A) degismeli bir halkadir. I@®A nin hemen hemen asal ideal olmasinin gerek
ve yeter kosulu I idealinin hemen hemen asal olmasidir. Ayrica ab € I? olacak sekilde
a,b€R ve nm€A igin an+bm €A ise a €1 veya b € [ olmasidir. Polinom
halkalar ve quasilokal halkalar ile ilgili 6rnekler verilecektir.

Son olarak hemen hemen asalimsi idealler ve zayif asalimsi idealleri 6zellikleriyle

tanimlanacaktir. Bu ideallerin bazi karakterizasyonlari verilecektir.
1. 1. Temel Tammlar ve Teoremler

Tanmm 1. 1. 1. R bostan farkli bir kiime ve (R, +,) iki iglemli cebirsel bir yapt olmak
tizere her a, b, c € R i¢in,

1) a+b=b+a,

2) (a+b)+c=a+(b+0),

3) Hera € R i¢in a + 0 = a olacak sekilde bir 0 = 0 € R vardir,

4) Her a € R igin a + (—a) = 0 olacak sekilde bir (—a) € R vardr,

5 (a-b)-c=a-(b-c),

6) a-(b+c)=a-b+a-cve(a+b)-c=a-c+b-c

kosullar1 saglaniyorsa R ye halka denir.
Tanim 1. 1. 2. (R, +,7) bir halka olmak {izere;
1) R halkasinda “ - ” isleminin degisme Ozelligi varsa yani her a,b € R igin

a-b =b-aiseR ye degismeli halka denir.



2) R halkasinda “ - ” igleminin birim elemani varsa yani hera € Rigina-1=1-a
olacak sekilde bir 1 € R varsa R ye birimli halka denir.

3) Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemaninin tersi varsa
halkaya cisim, eger bu halka degismeli degilse boliimlii halka denir.

Bundan sonra “a - b” ifadesini “ab” seklinde gosterecegiz.

Bu tezde halkalar hep birimli ve degismeli halka olacaktir. Halka sadece 0z dan ibaret
ise yani 0 = 1y ise halkaya trivial halka denir.

Bundan sonra “0p” ifadesini “0” ve “15” ifadesini “1” seklinde gosterecegiz.

Tammm 1. 1. 3. a € R i¢in ab = 0 olacak sekilde bir 0 # b € R bulunabilirse a ya
halkanin bir sifir béleni denir. 0 dan bagka hicbir sifir boleni bulunmayan halkaya da
tamlik bolgesi denir.

R de tersi mevcut elemanlara birimsel elemanlar denir. Halkada birimsel elemanlar bir
carpimsal grup olustururlar. Bu gruba halkanin birim grubu denir ve Uy ile gosterilir.
Sifir bolenlerin birimsel olamayacag agiktir.

Tamm 1. 1. 4. a € R i¢in a® = 0 olacak sekilde bir k > 0 tam sayis1 bulunabilirse a
elemanina nilpotent, a? = a ise idempotent denir.
Tammm 1. 1. 5. 0 # p € R olmak lizere p birimsel olmayan bir eleman olsun.
1) a,b €R igin p = ab olmasi a veya b nin R de birimsel olmasini gerektirirse p
ye R nin indirgenemez (atom) elemani denir.
2) a,b €R igin p|lab olmasi p|a veya p|b olmasin1 gerektirirse p ye R nin asal
elemant denir.
Tamm 1. 1. 6. R bir tamlik bolgesi olsun. R de sifirdan ve birimsel elemanlardan farkli
her eleman indirgenemez elemanlarin bir ¢arpimi olarak yazilabiliyor ve bu yazilig sira
ve ilgililik diistinmeden tek tiirlii ise R ye Tek tiirlii Asal Carpanlara ayrilabilen bolge
(TAC) denir.

1. 2. idealler

Tammm 1. 2. 1. @ # I S R olsun.
1) Hera,b €ligina—b € I,

2) Heraelveherr €Riginra € Iise I yaR nin ideali denir.

0 = {0g} ve R nin kendisi her zaman bir ideal oldugundan trivial olmayan her



halkanin en az iki ideali vardir. R nin kendinden farkli ideallerine has ideal denir. R
halkasimin tiim ideallerinin kiimesini I(R) ile gosterelim. Kapsama bagintisina gore
I(R) siral1 bir kiimedir.

Tammm 1. 2. 2. A kiimesi R nin bir alt kiimesi olsun. R nin A y1 kapsayan en kiigiik
idealine A nin iirettigi ideal denir ve (A) ile gosterilir. Ozel olarak A = @ ise (4) = 0
olur. A = {a} tek elemanli bir kiime ise (4) = (a) ya a nin irettigi temel ideal denir.
Onerme 1. 2. 3. I R nin bir ideali olsun. VI = {r € R: birn € N iginr™ € I} R nin [ y1
kapsayan bir idealidir. Bu ideale I idealinin radikali denir.

ispat: I €I oldugu agiktir. Her a,b € VI igin a — b € VI oldugunu gosterelim.
a,b € VI oldugundan bir m € N i¢in a™ €I ve bir n €N i¢in b™ € I dir. Binom
agimmi  kullanarak (@ — b)™~1 = FRn-t(— k(M) gminikpk i,
Toplamda her a'b’/ terimi igin i +j=m+mn—1 oldugundan i >m veya j>n
olmalidir. Aksihaldei <m—1vej<n-—1olsaydii+j<m+n-—2olurdu.i >m
ise a' € I olurken j > n ise b/ € I oldugu gdz 6niine alinarak binom agilimindaki her
terimin dolayisiyla toplamin (a — b)™*"*~* € I oldugu ve bdylece a — b € VI olacag
goriiliir. a™ € I oldugundan her r € R icin (ra)™ = r™a™ € I olur. Yani ra € VI elde
edilir.

Sonug 1. 2. 4. I = 0 ideali i¢in v/O = {r € R: bir n € N i¢in r™ = 0} ideali halkanimn tiim
nilpotent elemanlarinin olusturdugu kiimedir. Bu ideale nil radikal veya asal radikal
denir[1].



2. ASAL iDEALLER

Bu boliimiin amaci hemen hemen asal idealleri tamimlamak, hemen hemen asal
ideallerin bazi nitelemelerini ve orneklerini vermektir. Ayrica bu ideallerin temel
ozelliklerinin bir kismin1 belirtmektir. Biitiin bunlardan 6nce asal idealler, zayif asal
idealler ve hemen hemen asal idealler arasindaki iliskiyi gostermek yararli olacaktir.

Bunun i¢in bir idealin asal olmasini gerektiren durumlar gosterilecektir.

Tanmmm 2. 1. P R nin kendinden farkli (has) bir ideali olsun. ab € P olacak sekilde
a,b €R icin a € P veya b € P oluyorsa P ye asal ideal denir. R halkasinin tiim asal
ideallerinin kiimesi Spec( R) ile gosterilir.

Ornek 2. 2. R de bir p € R elemanmin asal olmast i¢in gerek ve yeter kosul (p) nin bir
asal ideal olmasidir.

Coziim: p € R bir asal eleman ve a,b € R olsun. ab € (p) ise ab = pc olacak sekilde
bir ¢ € R vardir. p asal oldugundan p|ab saglanir.

= pla veya p|b olur.

= a € (p) veya b € (p) bulunur.

Su halde (p) bir asal idealdir. Tersine (p) nin bir asal ideal oldugunu kabul edelim.
a,b € R olmak tizere p|ab saglanir.

= ab € (p) olur.

= a € (p) veya b € (p) dir.

= p|a veya p|b bulunur. Béylece p bir asal elemandir[1].

Tanmmm 2. 3. R nin bostan farkli A ve B alt kiimeleri i¢in (4: B) = {x € R|xB S A}
olsun. A bir ideal ise (A: B) de bir idealdir. B = {r} i¢in (A: {r}) idealini (A:7) olarak
yazariz. § # S € R olmak tiizere her x,y € S icin xy € S ise S ye carpimsal kapali
kiime denir. Bu ¢alismada 0 € S kabul edecegiz.

P idealinin asal olmasi igin birgok denk durum vardir. Ornegin P nin asal olmasi icin
gerek ve yeter kosul I ve J R nin idealleri olmak tizere I € P iken | € P veya ] € P
olmasidir.

Teorem 2. 4. P C R has ideali igin asagidakiler denktir:
1) P asaldir.
2) Herx € R — P igin (P:x) = P dir.
3) AB < P olacak sekilde R nin biitiin A, B idealleri i¢in A € P veya B € P dir.



4) R — P c¢arpimsal kapalidir.
5) R/P tamlik bolgesidir.

Ispat: 1) = 2): x € R — P olsun. P € (P: x) kapsamas1 agiktir. y € (P:x) olsun. O

halde xy € P olur. Bu durumda P asal ideal ve x & P oldugundan y € P dir.

Dolayisiyla (P:x) € P dir.

2) = 1): a,b €R igin ab € P olsun. O zaman a € P veya a € R — P dir. Birinci

durumda a € P oldugundan kolayca P nin asal ideal oldugu goriiliir. ikinci durumda ise

kabuliimiizden b € (P:a) = P olur.

1) = 3): P asal ideal olsun. a € A ve b € B i¢in ab € AB < P elde edilir. P asal ideal

oldugundan a € P veya b € P sonucu ¢ikar. a € P ise b elemaninin keyfi se¢imi ile

B < P elde edilir.

3)=1):a,b € R i¢in ab € P olsun. Buradan ab € P ise (ab) € P olur. (a)(b) = (ab)

oldugu i¢in kabuliimiizden (a) € P veya (b) S P olur. Buradan a € P veya b € P elde

edilir.

1) & 4): Asal ideal olma kosulunun karsit tersinden a € R — P ve b € R — P ise

ab € R — P olur.

1) = 5): R=R/P ve ab =0 =0g/p = P olacak sekilde @,b € R olsun. Buradan

a,b € R olacak sekildea =a+Pveb = b + P olur.
ab=(a+P)(b+P)=ab+P=0=P

olacagindan ab € P olur. Bu durumda P asal ideal oldugundan a € P veya b € P dir.

Boylece @ = 0 veya b = 0 elde edilir.

5) = 1): rs € P olacak sekilde r,s € R olsun. Bu durumda 75 = 0 olacagindan 7 = 0

veya 5§ = 0 elde ederiz. Boylece r € P veya s € P sonucuna ulasiriz[13].

Onerme 2. 5. P c R idealinin asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R/P bolim

halkasinin bir tamlik bolgesi olmasidir.

Ispat: (=): P bir asal ideal olsun. P # R oldugundan R/P boliim halkasi trivial

degildir. a € R olmak iizere a + P € R/P bir sifir bolen olsa (a + P)(b + P) = Og/p

olacak sekilde bir P # b + P € R/P bulunabilir ve (a + P)(b+ P) =ab+ P = Og/p

den ab € P bulunurdu. P yi asal ideal ve b & P kabul ettigimizden a € P yani aldigimiz

a + P smifinin sifirin siifi oldugu ve R/P nin bir tamlik bolgesi oldugu anlagilir.

(<): R/P bir tamlik bolgesi ve a, b € R, ab € P olsun.



oldugundana + P = Pveyab + P = P yania € P veya b € P elde edilir.
Sonug¢ 2. 6. R nin bir tamlik bdlgesi olmasi igin gerek ve yeter kosul (0) nin bir asal

ideal olmasidir[1].

2. 1. Maksimal idealler

Tamm 2. 1. 1. M R nin kendinden farkli (has) bir ideali olsun. R nin M yi kapsayan M
den bagka higbir has ideali yoksa M ye maksimal ideal denir.
Onerme 2. 1. 2. M c R has idealinin maksimal olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul R/M
boliim halkasinin bir cisim olmasidir.
Sonug 2. 1. 3. Her maksimal ideal asaldir.

Her asal idealin maksimal oldugu dogru degildir. Gergekten Z tam sayilar halkasinda
(0) ideali asal fakat maksimal ideal degildir.
Onerme 2. 1. 4. M R nin bir ideali olmak iizere M nin maksimal olmasi igin gerek ve
yeter kosul her x € M igin 1 — rx € M olacak sekilde bir r € R nin bulunabilmesidir.
Onerme 2. 1. 5. Trivial olmayan her R de en az bir maksimal ideal vardir.
Sonug 2. 1. 6. ] < R bir has ideal ise J yi kapsayan bir maksimal ideal vardir.
Sonu¢ 2. 1. 7. a € R elemaninin birimsel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a nin R nin
hi¢bir maksimal idealinde olmamasidir.
Tamm 2. 1. 8. R nin tam bir tane maksimal ideali varsa R ye yerel (lokal) halka denir.
M tek maksimal ise R/M cismine de kalint1 (rezidii) cismi denir.
Tamm 2. 1. 9. R nin tiim maksimal ideallerinin arakesitine Jacobson radikali denir ve
J(R) ile gosterilir. Yani J(R) = Ny mak.idear M dir.

Yerel bir halkanin Jacobson radikali tek maksimal idealidir.
Tanmm 2. 1. 10. (M ,+) bir degismeli grup olsun. M deki elemanlarin R deki
elemanlarla skaler ¢arpimi olan R X M — M fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa
M ye “R iizerinde bir modiil” veya kisaca R —modiil denir.

1. HerreR veherm,m' e Miginr(m+m') =rm+rm’,
2. Herr,r" € Rveherm € M i¢in (r + r'")Ym =rm + r'm,

3. Herr,r" € Rveherm € M i¢in (rr'")Ym = r(r'm),
4

Herm € M i¢in 1;m = m.



Nakayama Lemma: M sonlu iiretilmis bir R —modiil olsun. I € J(R) olacak sekilde R
nin I ideali i¢gin M = IM ise M = 0 dir[1].

2. 2. Zayif Asal idealler ve Hemen Hemen Asal Idealler

Tanmm 2. 2. 1. P R nin bir has ideali olsun. Her a,b € R i¢in 0 #+ ab € P iken a € P
veya b € P oluyorsa P ye zayif asal ideal denir.

Tamim 2. 2. 2. P R nin bir has ideali olsun. Her a,b € R i¢in ab € P — P? ikena € P
veya b € P oluyorsa P ye hemen hemen asal ideal denir.

Asal idealin zayif asal ideal, zayif asal idealin de hemen hemen asal ideal oldugu
aciktir. {0} her zaman zayif asal ideal dolayisiyla hemen hemen asal idealdir.
Hatirlayacagimiz gibi {0} 1n asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin tamlik
bolge olmasidir. Buna gore zayif asal ideal ve hemen hemen asal ideal, asal ideal olmak
zorunda degildir. Zay1f asal idealler A. G. Agargiin, D. D. Anderson ve S. Valdes-Leon
tarafindan tamimlanmistir[3]. Hemen hemen asal idealler ise S. M. Bhatwadekar ve P.
K. Sharma tarafindan tanimlanmistir[7]. Bir idempotent ideal I (I = I?) hemen hemen
asal idealdir. Simdi trivial olmayan hemen hemen asal idealin asal olmadigini gdsteren
bir 6rnek verelim:

R quasi-lokal halkasini tek maksimal ideali M olan degismeli bir halka olarak kabul
edelim ve (R, M) olarak gosterelim.

Ornek 2. 2. 3. (R, M) M? = 0 olacak sekilde bir quasi-lokal halka olsun. O zaman R
nin her I has ideali zayif asal ideal dolayisiyla hemen hemen asal idealdir. ab € I — {0}
olsun. ab € M ve M asal ideal oldugu i¢in a € M veya b € M dir. M> = 0 ve ab # 0
oldugundan ya a ya da b eleman1 M de bulunmaz. a € M ise a birim elemandir. Fakat
b =a '(ab) € I dir.I ¢ M ise M R nin tek asal ideali oldugundan I asal degildir.

Bu 6rnegi somut bir sekilde ifade edelim.

Ornek 2. 2. 4. K bir cisim, R =K[X,Y]/(X,Y)? ve I = (X%Y)/(X,Y)? olsun.
(X,Y)/(X,Y)? R nin tek asal ideali oldugundan I asal degildir. I ideali R nin zay:f asal
ideali ve hemen hemen asal idealidir.

Asagida verilen lemmadan sonra Teorem 2. 4. {in hemen hemen asal ideallere
genellestirmesi elde edilecektir.

Lemma 2. 2. 5. P, A ve B kiimeleri R nin keyfi idealleri olsun. PS AUB ise P S A

veya P € B olur. Ozel olarak P = AU B ise P = A veya P = B dir.



Ispat: Sonucun yanlis oldugunu varsayalim. Bu durumda a € B ve b ¢ A olacak
sekilde a,b € P vardir. O zaman a € A ve b € B olur. Fakat a+ b€P S AUB
oldugundan a+b € A veya a+ b € B olur. O zaman her iki ¢eliskide de ikinci
durumda a € B iken ilk durumda b € A olur. ikinci ifadede P = A U B i¢in A € P veya
B < P kosulunun saglanmas: yeterlidir.
Teorem 2. 2. 6. R nin bir I has ideali i¢in asagidakiler denktir:

1) I hemen hemen asaldir.

2) x€R—1Iigin (I:x) =1U (I%:x).

3) x€R—1Iigin (I:x) =1veya (I:x) = (I%:x).

4) AB < I olan R nin her A ve B idealleri i¢cin AB & I? kosulu saglaniyorsa A € |

veya B < [ olur.

Ispat: 1) = 2): x € R — I icin y € (I:x) olsun. Buradan xy € I olur. xy & I? ise I
hemen hemen asal oldugundan y € I olur. Buradan (I:x) € IU(I%:x) elde ederiz.
IU(I%:x) € (I: x) dogru oldugu aciktir.
2) = 3): Bu gerektirmeyi Lemma 2. 2. 5. den elde ederiz.
3) = 4): AB < I olacak sekilde A £ I ve B € I igin A ve B kiimeleri R nin idealleri
olsun. AB € I? oldugunu gosterecegiz. ilk olarak a € A — I oldugunu varsayalim. O
zaman aB < I olur. Dolayisiyla B € (I: a) elde ederiz. B € I oldugundan (I:a) # I
olur. Bundan dolayr (I:a) = (I?:a) ve B € (I:a) = (I?:a) olur. Buradan aB < I?
elde ederiz. a € ANl ve beB olsun. b€ ise ab€el? olur. be B —1 ise ilk
varsayimimizin sonucuna gore bA € I? olur. Bu iki varsayimdan ab € I? elde ederiz.
Bundan dolay1 AB € I? olur.
4) = 1): xy € I — I? olacak sekilde x,y € R olsun. O zaman (x) ve (y) kiimeleri R nin
idealleridir ve (x)(y) = (xy) €I olur. Fakat (x)(y) € I? dir. Dolayisiyla hipotezden
(x) € I'veya (y) €I olur. Buradan x € I veya y € I sonucuna ulagiriz.
Tanim 2. 2. 7. S kiimesi R nin bir alt kiimesi olsun. a, b € S igin
ab € Sveyaab € (R — 5)?

oluyorsa S ye hemen hemen carpimsal kapali denir.

R nin bir I has idealinin asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R — I nin ¢arpimsal
kapal1 olmasidir.

R nin bir [ idealinin zay1f asal olmasinin gerek ve yeter kosulu R — I nina,b € R — |



icin ab € R — I veya ab = 0 olmak iizere zayif carpimsal kapali olmasidir.

R nin bir I idealinin hemen hemen asal olmasinin gerek ve yeter kosulu R — I nin
hemen hemen ¢arpimsal kapali olmasidir.

Krull’a ait bir sonucu ifade edelim. S R nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi olmak
tizere INS = @ olacak sekilde I R nin bir maksimal ideali ise I asal idealdir. Bu durum
zaylf ¢arpimsal kiime S(a,b € S olmak tizere ab € S U {0}) veya hemen hemen

carpimsal kapal1 kiime i¢in gegerli olmaz.

Ornek 2. 2. 8. R ==, [ ==

= ve S = {1,4} olsun. O zaman S kiimesi hem zayif
16Z 16Z

carpimsal kapali hem de hemen hemen carpimsal kapalidir. I ideali I NS = @ olacak
sekilde maksimaldir. Fakat I ideali 2 x4 €1 —1I? iken 2 ¢ ve 4 ¢ I oldugundan
hemen hemen asal ve zayif asal ideal degildir.

Tanim 2. 2. 9. n > 2 olsun. P ideali R nin bir has ideali olmak iizere ab € P — P" iken
a € P veya b € P oluyorsa P ye n —hemen hemen asal ideal denir.

2 —hemen hemen asal ideal, hemen hemen asal ideal ile ayn1 seydir. n > 2 igin bir
(n+ 1) — asal ideal, n —asal idealdir.

Teorem 2. 2. 6. da hemen hemen asal idealleri (2 —hemen hemen asallar) karakterize
ettik. Siradaki teoremde n —hemen hemen asal idealleri karakterize edecegiz. Ispat
hemen hemen aynidir.

Teorem 2. 2.10. [ ideali R nin bir has ideali olmak {izere agsagidakiler denktir:
1) I ideali n —hemen hemen asaldir.
2) x€R—1TIi¢in (I:x) =1TU (™ x).
3) xeR—1Iic¢in (I:x) =1veya (I:x) = (I": x).
4) AB < I olacak sekilde R nin A ve B idealleri i¢in AB € I™ kosulu saglaniyorsa

A clveyaB < Iolur.

Ispat: 1) > 2): x € R — I olsun. y € (I: x) olsun. Dolayisiyla xy € I olur. xy € I" ise
y € (I™:x) dir. xy ¢ I ise y €1 dir. Dolayisiyla (I:x) €I = (I":x) dir. Diger
kapsama her zaman gegerlidir.

2) = 3): Bunu Lemma 2. 2. 5. ten elde edebiliriz.

3) = 4): A ve B R nin idealleri olmak iizere AB < I olacak sekilde AZ I ve B Z ]
olsun. AB € I" oldugunu gosterecegiz. a € A olsun. Ik varsayimdan a € I olur. O

zaman aB < I olur. Buradan B € (I: a) elde ederiz. B € I oldugundan (I: a) = (I": a)
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olur. Buradan aB € I™ elde ederiz. ikinci olarak a € AN oldugunu varsayalim.
a’ € A—1olsun. O zaman a + a’ € A — I olur. Ilk varsayimdan a’'B ideali
(a+a")B < I™olur. b € B olsun. O zaman a'b € I" ve (a+ a’)b € I" olur. Buradan
ab € I" elde ederiz. AB < [I" sonucuna ulasiriz.
4) = 1): ab €I —1™" olsun. Buradan (a)(b) € I" kosuluyla (a)(b) €1 olur. Bu
durumda (a) € I veya (b) € I dir. Yania € I veya b € I dir.
Tamim 2. 2. 11. I(R) kiimesi R nin biitiin ideallerinin kiimesi ve f bir fonksiyon olsun.
f:I(R) = I(R) U {¢} tanmimlayalim. Bir x,y € R olmak tizere xy € I — f(I) i¢in x € I
veya y € I oluyorsa R nin I has idealine f —asal denir.
Ornek 2. 2. 12. f(I) nim &zel kiimeler alinmas1 halinde asagidakiler elde edilir:
1) f() = ¢ olacak sekilde fy:1(R) = I(R) U{¢} tanimlayalim. Bu durumda
fe —asal ideali bir asal idealdir.
2) fo(J) = 0 tamimlayalim. Bu durumda f;, — asal ideali bir zayif asal idealdir.
3) ,(J) =J? tanimlayalim. Bu durumda f, —asal ideali hemen hemen asal
idealdir.
4) n =2 olmak iizere f,(J) =J" tamimlayalim. Bu durumda f,, —asal ideali

n —hemen hemen asal idealdir.

Asagidaki teorem hemen hemen asal ideallerin ve zayif asal ideallerin iliskisini
gosterir.
Teorem 2. 2. 13. I nin R nin hemen hemen asal ideali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
1/1? nin R/I? halkasinda zay1f asal ideal olmasidur.
Ispat: (): I nin hemen hemen asal ideal oldugunu varsayalim. 0 # (a + I2)(B + I?),
R/I? de I/I? idealinin eleman1 olsun. O zaman af & I? olacak sekilde af € I olur. I
hemen hemen asal ideal oldugundan « € I veya 8 € I dir. Buradan I/I? zayif asal olur.
(&): I/1? idealinin R/I? de zayif asal ideal oldugunu varsayalim. af8 € I — I? olsun.
Bundan dolayr 0 # (a + I?)(B + 1?) € I/1? olur. 1/I? zayif asal ideal oldugu igin
(a +1%) €1/I? veya (B +1%) € I/I? olur. Buradan a € I veya 8 € I olur. Boylece I
nin hemen hemen asal ideal oldugunu elde ederiz.

Simdi homomorfizmalar, yerellestirmeler ve diger halka yapilar1 altinda hemen hemen
asal idealleri inceleyelim.

Teorem 2. 2. 14. P R nin bir hemen hemen asal ideali olmak tizere;
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1) I € P olacak sekilde I R nin bir ideali ise P/I R/I nin hemen hemen asal
idealidir.
2) PNS = @ olacak sckilde S R nin garpimsal kapali kiimesi ise Ps ideali Rg de

hemen hemen asaldir.

Ispat: 1): (a+I)(b +1) € (P/I) - (P/I?) olsun. Buradan ab + 1 € P/I — (P?> + 1)/I
olur. O zaman ab € P ve ab ¢ P? + [ dir. Buradan ab & P? dir. P hemen hemen asal
oldugundan a € P veya b € P dir. Buradan a+1 € P/l veya b + 1 € P/I elde ederiz.
Boylece P/I nin R/I da hemen hemen asal ideal oldugu sonucuna ulasiriz.

2): xy/st = (x/s)(y/t) € STIP — S71P? olacak sekilde x,y € R ve s,t € S olsun. O
zaman uxy € P olacak sekilde u € S vardir. S nin herhangi bir w elemani igin

wxy & P? dir. Buradan uxy € P — P2 dir. P hemen hemen asal ideal oldugundan
ux € P veya y € P dir. Buradan x/s € S™1P veya y/t € S1P olur. S™1P nin S™1R de
hemen hemen asal ideal oldugu sonucuna ulasiriz.

Teorem 2. 2. 14. zayif asal idealler igin de gecerlidir. P R de asal ideal ve K R nin alt

halkasi ise P N K K nin asal idealidir. P R de zayif asal idealse ve K R nin alt halkasi
ise P N K K nin zay1f asal idealidir. Bununla birlikte bu hemen hemen asal idealler igin
dogru degildir. Bununla ilgili 6rnekleri inceleyelim.
Ornek 2. 2. 15. R = Z biitiin cebirsel tamsayilarin halkas1 olsun. Z de (2) ve (3)
ideallerini diisiinelim. Z halkas1 Z iizerinde integral oldugundan M N Z = (2) ve
NN Z = (3) olacak sekilde Z nin M ve N maksimal idealleri vardir. M ve N
idempotenttir. Aslinda R nin bir I radikal ideali idempotenttir. i € R sart1 i¢in v/i € R
ve (Vi)2 =i €I dir. Buradan i €I olur. I = I dir. M N N = MN idempotenttir ve
dolayisiyla R nin hemen hemen asal idealidir[13]. Fakat temel ideal ancak ve ancak asal
olursa hemen hemen asal oldugundan (M N N) N Z = (2) n (3) = (6) hemen hemen
asal degildir(Bakiniz, Teorem 2. 2. 21.).

Asagidaki teorem S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafindan ispatlanmistir[7]. R
Noetherian ise R regiilerdir ve R nin her maksimal M ideali i¢in Ry, regiiler bir yerel
halkadir. Yani M, kiimesi M), elemanlarinin yiliksekligiyle olusturulur.

Teorem 2. 2. 16. R regiiler bir bolge olsun. R nin [ ideali ancak ve ancak I asal ise

hemen hemen asaldir.
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Teorem 2. 2. 14. iin zayif asal idealler icin ispati D. D. Anderson ve E. Smith

tarafindan yapilmistir[4]. Teorem 2. 2. 14. 2) nin bir R bdlgesi igin ispat1 S. M.
Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafindan yapilmistir[7]. Teorem 2. 2. 14. 1) e gore
I € P icin ancak ve ancak P = P/I ideali R = R/I nin asal ideali ise P ideali R nin bir
asal idealidir(Correspondence Teoremine gére R/ P kiimesi R/P ye izomorftur). P
hemen hemen asal ideal ise P de hemen hemen asaldir. Ancak tersi dogru degildir.
Aslinda herhangi bir I has ideali i¢in I /I = 0 ideali R/I da zayif asal dolayisiyla hemen
hemen asaldur.
Ornek 2.2.17. R = K[X,Y], K bir cisim, P = (X,Y?) ve I = (X,Y)? olsun. P/I hemen
hemen asal olacak sekilde P D I dir. (Ciinkii (X,Y)/I maksimal idealinin karesi {0}
olacak sekilde R/I quasi-lokal halkadir.) Fakat P hemen hemen asal degildir. Clinkii P
hemen hemen asal olsaydi Py ideali Ry, de hemen hemen asal olurdu. R yy Vi
regiiler yerel halka olarak diisiiniirsek P(xy) asal olmazdi, hemen hemen asal ideal
olurdu. Teorem 2. 2. 16. ya gore regiiler bir yerel halkada hemen hemen asal ideal
asaldir.

S R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi olmak tizere P N S = @ olacak sekilde P R nin bir
asal ideali ise Ps Rg nin asal idealidir ve PsN R = P dir. P NS = @ olacak sekilde P
hemen hemen asal ise Ps ideali Ry de hemen hemen asaldir[13].

Simdi de Ps N R # P oldugunu gosterecegiz.

Ornek 2. 2. 18. P = {0} ise Ps N R = 05 N R dir ve bu kiime P yi igerir. R = Z/Z, ve
S ={1,2,4} diisiinelim. Bdylece 0g N R = {birs € S igin x € Z/Z¢|xs = 0} = {0, 3}
elde ederiz.
Lemma 2. 2. 19. R; ve R, herhangi iki degismeli halka ve A ideali R; in has ideali
olsun. A nin R; de hemen hemen asal olmasi igin gerek ve yeter kosul A X R, nin
R, X R, de hemen hemen asal olmasidir.
Ispat: (=): (a;,b;)(ay, by) € (A X R,) — (A X R,)? olsun. Buradan

(a1,a;)(by,by) € (AXR;) — (A X Ry)?
olur. (R,)? = R, oldugundan (A X R,) — (A X R;)? = (A — A?) X R, olur. O zaman
a,a, € A — A? dir. Dolayisiyla a, € A veya a, € A dur.
(<): A X R, nin hemen hemen asal ideal oldugunu varsayalim. A nin hemen hemen asal
oldugunu gosterecegiz. ab € A — A? olsun. O zaman (a, 1)(b,1) € (A — A?) X R, olur.
Fakat (A—A?) xR, = (AXR,)— (AXR,)? dir. AXR, hemen hemen asal
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oldugundan (a,1) € A X R, veya (b,1) € A X R, dir. Buradan a € A veya b € A olur.
Teorem 2. 2. 20. R, ve R, herhangi iki degismeli halka olsun. R; X R, nin bir ideali
ancak ve ancak asagida verilen lic formdan birine sahipse hemen hemen asaldir.

1) I R, nin hemen hemen asal ideali olmak tizere I X R, ideali.

2) ] R, nin hemen hemen asal ideal olmak tizere R; X J ideali.

3) I Ry ninidempotent ideali ve J R, nin idempotent ideali olmak tizere I X J ideali.

Ispat: A R, x R, nin hemen hemen asal ideali olsun. A I X R, veya R, x J formunda

bir ideal ise I ideali R, in J de R, nin has idealidir. Bu durumda biz Lemma 2. 2. 19. u

kullanabiliriz. I ve J has idealler olmak {izere A = I X | ve a € I — I? olsun.
A-A=(U-1)x]))udxJ-]?)

oldugundan (a,0) € A — A% olur. Fakat (a,0) = (a,1)(1,0) dir. Buradan (a,1) € A

veya (1,0) e A olur. (a,1) € Aise 1 € J dir. (1,0) € Aise 1 € I dir. Bu durum I ve J

nin has idealler olmasiyla celisir. Bundan dolay1 I — I? bos kiimedir ve I nin idempotent

oldugu sonucu ¢ikar. Benzer sekilde J nin de idempotent oldugu sonucuna variriz.

Diger yandan I ve J idempotent iken A =1 X ] ise A = I X J idempotenttir. Buradan A

nin hemen hemen asal ideal oldugu sonucuna ulasiriz[13].

Siradaki teorem bolge konusunda S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafindan
ispatlanmistir[7]. Simdi bu teoremi herhangi bir R halkas1 igin gosterelim ve
ispatlayalim.

Teorem 2. 2. 21. ¢ elemani R nin sifirdan farkli birim olmayan bir eleman1 olsun. (c)
hemen hemen asal ve (0: (c)) < (c) ise (c) asal idealdir.

Ispat: (c) nin asal ideal olmadigim varsayalim. xy € (c) olacak sekilde x & (c) ve
y & (c) bulunur. xy ¢ (c) ise bunu ispatlamis oluruz. Oyleyse xy € (c?) olsun.
x(y + ¢) € (¢) yi diisiinelim. x(y + ¢) € (¢) — (c?) ise (¢) hemen hemen asal ideal
oldugundan x € (c) veya y + ¢ € (c) olur. x € (c) ise bir ¢eliski elde ederiz. O zaman
y + ¢ € (c) olsun. Buradan bir r € R i¢in y + ¢ = cr olur. Oyleyse y = c(r — 1) € (¢)
dir. Bir geliski elde ettik. O zaman x(y + ¢) € (c?) dir. xy € (¢?) oldugundan

xc € (c¢?) dir. Yani bir r € R i¢in xc = c?r olur. O zaman c(x —cr) =0 dr.

(0: () € (c) hipoteziyle c(x — cr) € (c) dir ve x € (c) dir[13].
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Siradaki lemma n = 2 kosuluyla (diger bir deyisle hemen hemen asal idealler) bir R
bolgesi i¢in S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafindan ispatlanmistir[7]. Simdi bu
lemmay1 R de bir n —hemen hemen asal ideal igin gosterelim ve ispatlayalim.

Lemma 2. 2. 22. | ideali R de bir n —hemen hemen asal ideal olsun. Bu durumda
asagidakiler gecerlidir:
1) b elemani R/I da bir sifir bolen ise b € I veya bl < I™ dir.
2) R nin herhangi bir J ideali i¢in I € J ve ] ideali R/I da sifir bdlenler igeriyorsa
JImt = [ dir.

3) I terslenebilir bir ideal ise asaldir.

Ispat: 1): Varsayimdan bc € I olacak sekilde ¢ & I bulunabilir. b & I olsun. Buradan
bé&l,cé&l ve bc el dir. Dolayisiyla I n —hemen hemen asal ideal oldugundan
bc € I™ dir. Buradan bir x € [ igin x + ¢ € I ve b(x + c) € I olur. I ideali n —hemen
hemen asal oldugundan b(x + ¢) € I"™ olur. bc € I oldugundan bx € I" dir. Sonug
olarak bl < I dir.
2): Bu 1) den agiktir.
3): xy €I ve x & I olsun. y € [ ise bunu ispatlamig oluruz. Varsayalim ki y & [ dir. O
zaman x € I, y & I ve xy € I dir. Bundan dolay1 y eleman1 R/I da sifir bolendir. 1) den
yI € I" olur. I terslenebilir oldugundan yII~t € I"*I~! olur. Bundan dolay1 yR € ["1
dir. Buradan y € 1! olur. Dolayisiyla y € I dir. Bdylece I nim asal ideal oldugunu
elde ederiz.

Teorem 2. 2. 14. 2) yi n —hemen hemen asal idealler i¢in ispatlayabiliriz.
Teorem 2. 2. 23. I R de n —hemen hemen asal ideal olsun. O zaman S R nin herhangi
carpimsal kapali alt kiimesi olmak iizere S NI = @ igin S~/ n —hemen hemen asal
idealdir.
Ispat: x,y €R ve s,t €S olsun. % €S —S71™ olsun. uxy €1 igin u € S ve
w € § i¢in wxy € I" vardir. Bundan dolay1t uxy € I — I™ dir. I ideali n —hemen hemen
asal oldugundan ux € I veya y € I olur. Sonug olarak x/s € S~*I veya y/t € S~ dur.
Buradan S~ bir n —hemen hemen asal ideal olur.

Simdi verecegimiz bolge ile ilgili onerme S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma
tarafindan ispatlanmistir[7]. Bunu genel bir R halkas: icin ispatlayalim. ispat hemen

hemen aynidir.
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Onerme 2. 2. 24. (L, M) bir quasi-lokal halka olsun. M? € I € M olacak sekilde I R
nin bir ideali olsun. Bu durumda I nin hemen hemen asal olmasinin gerek ve yeter
kosulu M2 = I? olmasidur.
Ispat: Varsayalim ki M? = I? dir. xy € I — I? olacak sekilde x,y € R olsun. x & M ise
x bir birim elemandir ve y €1 olur. Buradan x,y € M olsun. Bu durumda
xy € M? = I? dir. Fakat bu dogru degildir. Buradan I min hemen hemen asal oldugu
agiktir. Tersine I hemen hemen asal ideal olsun. Herhangi x,y € M igin M? €|
oldugundan xy € M2 € I dir. xy € I? oldugunu gosterelim. y?> € M? € [ oldugundan y
eleman1 R/I da bir sifir bélendir. Lemma 2. 2. 22. 1) den xy € yI € I? olur. Buradan
sonuca ulasiriz.
Ornek 2. 2. 3. e gére M? = 0 olacak sekilde (R, M) quasi-lokal halka ise R nin her has
ideali hemen hemen asaldir. Tersinin hemen hemen dogru oldugunu Teorem 2. 2. 32. de
gosterecegiz.
Tanmm 2. 2. 25. R = R; X R, olacak sekilde asikar olmayan R; ve R, halkalar1 olsun.
Bu durumda R ye ayrisabilir denir. Eger R ayrigabilir degilse, ayrisamaz denir.
Tamm 2. 2. 26. x € R ve a € R olacak sekilde a = axa sart1 saglaniyorsa R ye Von
Neumann regiiler halkas1 denir.

Simdi her has ideali hemen hemen asal ideal olan halkalarin 6zelliklerini inceleyelim.
Bunun i¢in 6nce asagida verilen lemmalara bakalim.
Lemma 2. 2. 27. (R, M) her has temel ideali hemen hemen asal ideal olan bir
quasi-lokal halka olsun. Bu durumda M? = 0 olur.
Ispat: a,b € M — {0} olsun. (ab) idealini diisiinelim. (ab) # 0 olsun. O zaman (ab)
hemen hemen asal idealdir. Dolayisiyla ab € (ab) dir. Buradan ya a € (ab) ya
b € (ab) ya da ab € (ab)? olur. a € (ab) ise Nakayama lemmadan (a) = 0 olacak
sekilde (a) = (ab) dir(Bakiniz [10], Hungerford). Benzer sekilde b € (ab) ise (b) = 0
dir. ab € (ab) % ise (ab) = 0 olacak sekilde (ab) = (ab)? dir. Dolayisiyla
a # 0,b # 0 ve ab # 0 ile ilgili varsayimimiz i¢in bir ¢eligki elde ederiz.
Lemma 2. 2. 28. R her has temel ideali hemen hemen asal olan bir halka olsun. O
zaman her a € R igin (a?) = (a®) dir. e bir idempotent eleman olmak iizere (a?) = (e)
dir.
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Ispat: M ideali R nin maksimal ideali olsun. O zaman R,, nin her has temel ideali

2
hemen hemen asaldir. Lemma 2. 2. 27. den My = 0,, dir. (%) = % veya % ideali Ry,

. .. . . a 2 a 3 .
halkasinda bir birimdir. Baska bir durumda (T) = (I) dir. Dolayisiyla (a?) = (a®)

yereldir ve dolayisiyla geneldir. (a?) = (a®) oldugundan (a3®) = (a*) dir. Bu yiizden
a’? = aa® dir. Dolayisiyla aa? = a?a* = (aa?)? dir. Bu yiizden e = aa?
idempotenttir. Ayrica ea? = aa* = a? dir. Buradan (a?) € (e) € (a?®) olur ve
(a®) = (e) elde ederiz[13].
Lemma 2. 2. 29. R i¢in asagidakiler denktir:

1) R Von Neumann regiiler halkadir.

2) M R nin maksimal ideali olmak tizere R, bir cisimdir.

3) R nin her temel ideali idempotenttir.

Ispat: 1) = 2): a € M ve a = axa olsun. O zaman (ax)? = axax = (axa)x = ax dir.
Buradan e = ax € M eleman1 idempotenttir. Buradan a =ea olur. e/1 =0/1
oldugundan a/1 = 0 dur.
2) = 3): I ve ] idealleri ig¢in I =] olmasmin gerek ve yeter kosulu R nin her M
maksimal ideali igin I = Jy, sartinin saglanmasidir. R, halkas1 herhangi bir M
maksimal ideali i¢in bir cisim oldugundan I, = 0,, veya I, = Ry olur. Dolayisiyla
IRy = (IRy)? = IRy, dir.
3) = 1): a € R olsun. (a) = (a)? oldugundan bir x € R i¢cin a = a?x olur, a = axa
gibi[9].

Simdi bilinen bir dnermeyi verelim.
Onerme 2. 2. 30. R nin her has ideali asal olmasinin gerek ve yeter kosulu R nin bir
cisim olmasidir.
Ispat: (<) Tek ideali olan bir cisim {0} dir. Bir cisim ayn1 zamanda bélge oldugundan
{0} asal olmalidir.
(=) {0} asal oldugundan R bir bélge olmalidir. 0 # x € R olsun. x in bir birim eleman
olmadigmi varsayalim. Dolayisiyla (x?) ideali asaldir. Buradan x € (x2) ve x2 € (x?)
olur. Dolayisiyla (x) = (x2) dir. Buradan rx? = x olacak sekilde r € R bulunur.
Bundan dolay1 x(rx — 1) = 0 dir. R bir bdlge ve x # 0 oldugundan rx — 1 = 0 dir. Bu

yiizden x bir birim eleman olmalidir.
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Asagidaki teorem D. D. Anderson ve E. Smith tarafindan ispatlanmistir[4].
Teorem 2. 2. 31. R nin her has idealinin zayif asal olmasinin gerek ve yeter kosulu F;
ve F, cisim olmak iizere R = F; X F, olmasidir veya M? = 0 olacak sekilde (R, M) nin
bir quasi-lokal halka olmasidir.
Bu durumu siradaki teoremde hemen hemen asal idealler igin ispatlayalim.
Teorem 2. 2. 32. R i¢in asagidakiler denktir:
1) Her has ideali hemen hemen asaldir.
2) Her has temel ideali hemen hemen asaldir.
3) M R nin maksimal ideali olmak tizere R bir Von Neumann regiiler halkasi veya
M? = 0 olacak sekilde bir quasi-lokal halkadur.

Ispat: 1) = 2): Aciktir.
2) = 3): Varsayalim ki R ayrisamazdir. O zaman 0 ve 1 tek idempotentlerdir. a € R ise
Lemma 2. 2. 28. den (a?) = (a®) olur. Bir e idempotenti i¢in (a?) = (e) dir. Buradan
e =0 veya e = 1 dir. Bu yiizden R nin her birim olmayan elemam igin a® = 0 dir.
Dolayisiyla birim olmayan elemanlarin kiimesi R nin nilradikalinde bulunur ve R nin
bir idealidir. Bu yiizden R quasi-lokal halkadir. Lemma 2. 2. 27. den M? = 0 olur.
Varsayalim ki R halkast R = R; X R, gibi ayrisabilirdir. R nin Von Neumann regiiler
halka oldugunu ispatlayacagiz. R bir Von Neumann regiiler halka ise R, ve R, de
Oyledir. R bir Von Neumann regiiler halka olmasin. O zaman ya R; ya R, ya da higbiri
VVon Neumann regiiler halka degildir. R, Von Neumann regiiler halka olmasin. Lemma
2. 2. 29. dan R, nin idempotent olmayan [ ideali vardir. 0 X I idealini diisiinelim.
a €1—1% olsun. O zaman (0,a) € 0 X I — (0 x1)? olur. 0 x I hemen hemen asal
oldugundan (1,a) € 0 X I veya (0,1) € 0 X [ dir. Buradan

(1,a)(0,1) =0 X I — (0 X I)?
olur. Hicbir eleman 0 X [ e ait olmadigindan bir ¢eligki elde ederiz. Dolayisiyla R, nin
her ideali idempotenttir. Boylece R, Von Neumann regiiler halkadir. Dolayisiyla R bir
VVon Neumann halkadir.
3) = 1): M? = 0 olacak sekilde R quasi-lokal halka ise Ornek 2. 2. 3. ten R nin her has
ideali hemen hemen asaldir. R Von Neumann regiiler halka ise R nin her has ideali
idempotenttir. Dolayisiyla R nin her has ideali hemen hemen asaldir.

Sonu¢ 2. 2. 33. R ayrisamaz halka olsun. R nin her has idealinin hemen hemen asal
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olmasmin gerek ve yeter kosulu M? = 0 olacak sekilde (R, M) nin quasi-lokal halka
olmasidir.
Sonu¢ 2. 2. 34. R ayrigabilir halka olsun. R nin her has ideali hemen hemen asal

olmasinin gerek ve yeter kosulu R nin Von Neumann regiiler halka olmasidir[13].
2. 2. 1. Ozel Halkalar

Her has ideali asal ideallerin bir ¢arpimi olan tamlik bdlgelerine Dedekind bolgeleri
denir. Her has ideali hemen hemen asal ideal olan bolge yapilarina bakmadan 6nce
asagidaki tanimlari inceleyelim.

Tammm 2. 2. 1. 1. R tek asal ideali olan bir temel ideal halkasi olmak tizere R nin asal
ideali nilpotent ise R ye 6zel temel ideal halkasi (SPIR) denir. R nin her has temel
ideali asal ideallerin ¢arpimi ise R Yye Il —halka denir. Bir tamlik bdlge olan bir
m —halkast IT —bolge olarak adlandirilir. R nin her has ideali asal ideallerin ¢arpimi ise
R ye ZPI —halka denir. Bir R bolgesi her has ideali asal ideallerin sonlu sayida bir
carpimi ise Dedekind bolgesidir.

Tamm 2. 2. 1. 2. R nin her ideali sonlu iiretilmis veya esit bir bicimde R nin idealleri
artan zincir sartini sagliyorsa R ye Noetherian halka denir.

Tanmm 2. 2. 1. 3. R nin boyutu asal idealler zincirinin biitlin uzunluklarinin
supremumudur. ( ya da esit bir bicimde maksimal ideallerinin biitiin mertebelerinin
supremumu ya da asal ideallerin biitiin mertebelerinin supremumu). Buna Krull boyutu
denir.

Tamim 2. 2. 1. 4. R nin herhangi a ve b elemanlar1 i¢in a eleman1 b yi veya b elemani a
y1 bolerse R ye deger halkas1 denir.

Tamm 2. 2. 1. 5. Q ideali R nin has ideali olsun. Q nun radikali Q yu igeren biitiin asal
ideallerin kesisimidir ve \/5 ile gosterilir. a,b ER icinab € Q ve a € Q ikenn > 1
icin b™ € Q oluyorsa Q ya asalimsi denir. Q ideali asalimsi ise P = \/5 asal idealdir ve
Q ya P —asalimsi denir.

Tanmm 2. 2. 1. 6. A R nin bir ideali olmak {izere B € A i¢in B = AC olacak sekilde bir
C ideali bulunuyorsa A ya ¢arpim ideali denir.

Tamm 2. 2. 1. 7. Bir tamlik bolgesinin sifirdan farkli sonlu iiretilmis biitiin idealleri

terslenebilir ise bu tamlik bolgesine Priifer bolgesi denir.
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Asagidaki lemma, S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafindan gosterilmis ve
ispatlanmustir[7].

Lemma 2. 2. 1. 8. ¢ eleman1 R tamlik bolgesinde sifirdan farkli birim olmayan bir
eleman olsun. (c) asal ideal degil ise ab ¢ Rc? igin ab € Rc olacak sekilde a & Rc ve
b € Rc vardir.

Lemma 2. 2. 1. 8. i her n > 2 igin genislettik.

Lemma 2. 2. 1. 9. ¢ eleman1 R tamlik bolgesinde sifirdan farkli birim olmayan bir
eleman ve n > 2 olsun. (c) asal ideal degil ise ab & (c™) i¢in ab € Rc olacak sekilde
a,b & (c) vardr.

Ispat: a,b & (c) olmak iizere ab € (¢) igin a,b € R olsun. ab & (c™) ise ispat
edilmistir. O zaman ab € (¢™) olsun. Buradan a(b + c™ 1) € (c)ve a,b + c™ 1 & (¢)
olur. a(b + c™ 1) € (c™) olacak sekilde ac™ ! € (c™) olur. a € (¢) elde edilir. Bu bir
celigkidir.

Sonug 2. 2. 1. 10. (¢) R bolgesinde n —hemen hemen asal ideal ise (c) asal idealdir.
Teorem 2. 2. 1. 11. R Noetherian bolgesinde bir I idealinin asal olmas1 igin gerek ve
yeter kosul her n i¢in I nin n —hemen hemen asal olmasidir.

Ispat : (=): Aciktir.

(<): I her n = 2 i¢in n —hemen hemen asal ideal ve xy € I olsun. Bir n igin xy & I"
ise xy € I — I"™ dir. I n —hemen hemen asal ideal oldugundan x € I veya y € I dir. Her
n =1 icin xy € I" ise R Noetherian oldugundan xy € N;—; I" = {0} dir. R bir bolge
oldugundan xy = 0 olur. Buradan x = 0 € [ veyay = 0 € I elde edilir.

Teorem 2. 2. 1. 17. ve Teorem 2. 2. 1. 20. de her has ideali hemen hemen asal
ideallerin ¢arpimi olan R Noetherian halkalarini tanimlayacagiz. Bir ZPI —halkasi ve
M? = 0 olacak sekilde (R, M) quasi-lokal halkasi bu 6zellige sahiptir. M? = 0 olacak
sekilde (R, M) bir quasi-lokal halka ise Ornek 2. 2. 3. ten R nin her has ideali hemen
hemen asaldur.

Bu halkalar1 tanimlamadan 6nce birtakim bilgiler verelim.

Tamm 2. 2. 1. 12. K bir cisim olsun. K* = K\{0} {izerinde asagidaki kosullari
saglayan v: K* — Z fonksiyonuna ayrik degerlendirme denir.

1. v ortendir.

2. Herx,y € K* i¢in v(xy) = v(x) + v(y).

3. Herx,y e K*vex+y # 0igin v(x + y) = min{v(x),v(y)}.
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Tammm 2. 2. 1. 13. v fonksiyonu K cismi iizerinde bir ayrik degerlendirme ise K nin
{x € K:v(x) = 0} U {0} alt halkasina v nin deger halkas1 denir.

Tammm 2. 2. 1. 14. R bir tamlik bolgesi ve K Kesir cismi olsun. K iizerindeki v
degerlendirmesinin deger halkasi R ise R tamlik bdlgesine ayrik deger halkasi denir
(ADH).

Lemma 2. 2. 1. 15. R Noetherian halkasinin yerel ayrik bir deger halkasi olmasinin
gerek ve yeter kosulu R nin Dedekind bolgelerinin sonlu dogrudan bir carpimi
olmasidir.

Ispat: (=): R Noetherian halka ve yerel ayrik bir deger halkasidir. O zaman R
Noetherian ve yerel bolgedir. [11] de Teorem 168 den her D; tamlik bolgesi olmak
tizere R = D; X ... X Dy, olur. Her D; nin Dedekind bolgesi oldugunu gostermeliyiz. M,
ideali D; in maksimal ideali olsun. O zaman M = M; X D, X ... X D, ideali R nin

maksimal idealidir. Buradan Ry = D,, ayrik bir deger halkasidir. Dolayisiyla D,

Noetherian ve yerel ayrik bir deger halkasidir. Bundan dolay1 D; Dedekind bolgesidir.
Benzer sekilde Dy, ..., D, da Dedekind bolgeleridir.

(«): Her D; Dedekind bolgesi olmak tizere R = D; X ... X D olsun. M R nin maksimal
ideali olsun. M; D; nin maksimal ideali olacak sekilde bir i igin M = D; X ...X D;_4 X

M; X Djyq X ... X Dy olur. Buradan Ry, ayrik bir deger halkas: olacak sekilde Ry = D;,,
l

olur[13].

Lemma 2. 2. 1. 16. R bir Noetherian halka olsun. O zaman R sifir boyutlu halka ile her
maksimal ideali en az bir boyuta sahip bir halkanin ¢arpimidir.

ispat: R Noetherian oldugundan sadece sonlu minimal asal idealleri vardir Py, ..., P;
gibi. {0} minimal asal ideal ise R bir bolgedir ve sonu¢ gegerli olur. Sifirdan farkli
minimal asal idealler olsun. Varsayalim ki P;,..., P, idealleri R nin maksimal
idealleridir. Py, ..., P, maksimal ideal olmasinlar. s = k ise R 0 —boyutludur ve ispat
tamamlanir. kK = 0 ise R nin her maksimal ideali en az bir boyuta sahiptir ve ispat
tamamlanir. Oyleyse 1 < k <solsun. I = P, ...P, ve] = Py,q ... P, olsun. O zaman I
ve J komaksimal idealler olmak iizere I + J = R dir. I] € nil(R) oldugundan bir n i¢in
(IH)™ = 0 dir. I ve ] komaksimal olduklarindan I™ ve /™ de komaksimaldir. Dolayisiyla
mNJ™ = 1"J™ dir. Buradan 0 = (IJ)" = I™NJ" olur. Cinlilerin kalan teoremi, R/J™ her

maksimal ideal en az bir boyuta sahip olan bir halka oldugundan R/I™ deki her asal
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idealin minimal ve maksimal oldugunu ve R/I™ sifir boyutlu bir halka olmak {izere
R =R/(I™"NJ™) = R/I"™ X R/]™ oldugunu ifade eder[11].
Teorem 2. 2. 1. 17. (R, M) bir yerel halka olsun. R nin her has idealinin asal ideallerin
carpimi olmasinin gerek ve yeter kosulu M nin temel ideal olmasi (dolayisiyla R bir
ADH veya SPIR) veya

1) Birx € M — M? i¢in (x?) = M?,

2) M3=0

kosullariin saglanmasidir.
Ispat: (=): M temel ideal olmasin. M?> c I € M olacak sekilde I hemen hemen asal
ideallerin bir carpimi olan R nin bir has ideali olsun. I iki has idealin g¢arpimi
olamayacagindan hemen hemen asaldir. Onerme 2. 2. 24. ten I? = M? olur.
x € M — M?igin I = (x) + M? alalim. Dolayisiyla M? c I € M dir. O zaman

M? = ((x) + M?*)? = (x)? + (x)M? + M* = (x)? + M3 = (x)? + MM?

olur. Nakayama lemmadan M? = (x)? dir. M3 =0 oldugunu gosterelim. (0:x)
diisiinelim. M? < (x) olur. (0:x) € M? ise (x) hemen hemen asal olacak sekilde
(0:x) € (x) dir. Teorem 2. 2. 21. den (x) asaldir. Bundan dolay1 M = (x) temel
idealdir. Buradan bir celiski elde ettik. Oyleyse (0:x) € M? olsun. y € (0:x) — M?
olsun. Buradan M? = (y?) c (y) € (0:x) dir. Bdylece x2 € M? < (0:x) ise x> =0
dir. O zaman xM? = x(x2) = 0 olur. Simdi de (z) € M? = (x)? olsun. (x)? temel
ideal dolayisiyla garpim ideali oldugundan (z) S M (x)? dir. Buradan
M(x)? € xM? = 0 dir. Dolayistyla M3 = 0 olur.
(&): M = (m) olacak sekilde M temel ideal ise her biri asal ideallerin ¢arpimi olan
(m), ..., (m"), ... tek has ideallerdir. M temel ideal olmasin. 1) ve 2) nin gegerli
oldugunu varsayalim. O zaman 0 ve M? arasinda hicbir has ideal yoktur. I ¢ M? ise M?
temel ve carpim ideali oldugundan I € MM? = M3 = 0 dir. I ¢ M? olacak sekilde has
ideal olsun. x € I — M? olsun. O zaman I 2 (x) 2 (x?) = M? dir. I = M? ise asal
ideallerin bir ¢arpimidir. Bundan dolay1 I © M? oldugunu varsayalim. (x) € I olur. O
zaman M? = (x)? € I? dir. Buradan M? € I? olur. I € M oldugundan I? € M? ve
12 = M? dir. Onerme 2. 2. 24. ten I hemen hemen asaldur.
Tamm 2. 2. 1. 18. R bir quasi-lokal halka ise ve asagidaki iki durumu sagliyorsa

1) Birx € M — M? igin (x?) = M?,

2) M3 =0
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R ye hemen hemen asal ideallerin 6zel garpim halkas1 (SPAP —halka) denir.
Lemma 2. 2. 1. 19. R, ve R, iki degismeli halka olsun. Ry ve R, nin her has idealleri
hemen hemen asal ideallerin bir ¢arpimi ise R; X R, nin her has ideali hemen hemen
asal ideallerin bir carpimidir.
ispat: Her A; ve B; igin I = A; ... A, Ve | = By ... By, olacak sekilde I ideali Ry inve ]
ideali ve R, nin has idealleri olsunlar. R; X R, nin has ideali I x R, formunda ise
Lemma 2. 2. 19. dan hemen hemen asal ideallerin bir ¢arpimi olan

I XS = (A1 XRy)..(A, XR,
yazabiliriz. Has ideal R; x J formunda ise benzer bir yolda hemen hemen asal ideallerin
bir ¢arpimi olarak yazabiliriz. Has ideal I X J formunda ise
Ay ..Ap XBy..By = (41 ..4, XR))(By ... By X Ry) =
(A1 XRy) ...(Ay X Ry)(Ry X By) ... (Ry X Byp)

olarak yazabiliriz. Boylece hemen hemen asal ideallerin bir ¢arpimini elde ederiz.

Simdi de M? =0 olacak sekilde (R, M) quasi-lokal halkasmin bir SPAP —halka
olmasini inceleyelim.
Teorem 2. 2. 1. 20. R bir Noetherian halka olsun. Her has idealinin hemen hemen asal
ideallerin bir ¢arpimi olmasinin gerek ve yeter kosulu R nin SPAP —halkalarin SPIR in
ve Dedekind bolgelerinin dogrudan sonlu bir ¢arpimi olmasidir.
Ispat: (&): Ry, ..., R,, her has ideali hemen hemen asal ideallerin carpim1 olan halkalar
olsun. O zaman Lemma 2. 2. 1. 19. dan R; X ... X R,, ayn1 6zellige sahip olur. Dedekind
bolgeleri ve SPIR in bu 6zellige sahip oldugu agiktir. Teorem 2. 2. 1. 17. den benzer
sekilde SPAP —halka da bu 6zellige sahip olur.
(=): R Noetherian oldugundan R; sifir boyutlu halka ve R, her maksimal ideali en az
bir boyutlu olan bir halka olmak tizere Lemma 2. 2. 1. 16. dan R = R; X R, olur. R nin
her has ideali hemen hemen asal ideallerin ¢arpimidir ve bu durum R; ve R, icin de
gecerlidir. R, sifir boyutlu yerel halkalarin sonlu dogrudan ¢arpimidir(Bakiniz, Teorem
8. 5 ve Teorem 8. 7 [6]). Dahas1 bu yerel halkalarin her biri her has ideali hemen hemen
asal ideallerin ¢arpimi 6zelligine sahiptir. Teorem 2. 2. 1. 17. den bu yerel halkalarin her
biri SPAP —halka veya SPIR dir. M ideali R, nin maksimal ideali olsun. Bu durumda
rankM = 1 dir. R,,, her has ideali hemen hemen asal ideallerin garpim1 olan bir yerel

halkadir. dimR;, = 1 oldugundan R,, Teorem 2. 2. 1. 17. den ayrik deger halkasidir.
R, Lemma 2. 2. 1. 15. den Dedekind bdlgelerinin sonlu dogrudan ¢arpimudir.
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M # 0 ve M nin temel ideal olmadigi bir durum i¢in bir SPAP —halkanin 6rnegini
verelim.

Ornek 2. 2. 1. 21. K gergek kapali bir cisim ve {X,}4ea belirsiz bos olmayan bir kiime
olsun. R =K[[{Xs}aenll, M = ({Xa}aen) Ve = ({XaXﬁ'ch _X[%}aqt/?'{xc%}aeA
tanimlayalim. Her a # £ igin X_a)?ﬁ =0 ve her a,f icin X_O(2 = EZ oldugundan her

a €A icin M2 = (X,°) dir. Buradan M3 =0 olur. g € M — M? olsun. O zaman
f € M? ve a; sifirdan farkli bir eleman olmak iizere § = a;X,, + - + anX,, + f dir,
Buradan g2 = alz)?lz + -+ anzmz = (a2 + -+ anZ)X_al2 dir. K gergek kapali
bir cisim oldugundan a;? + --- + a,% # 0 olur. O zaman g2 = M? dir. Dolayisiyla R
bir SPAP —halkadir. M? # 0 ve M ideali |A| > 1 icin temel degildir.
Teorem 2. 2. 1. 22. R halkas1 1 —boyutlu quasi-lokal bdlge olsun. R nin her has temel
ideali hemen hemen asal ideallerin ¢arpimi ise R ayrik deger halkasidir.
Ispat: I hemen hemen asal ideallerin carpimi olan bir has temel ideal olsun. Bir R
bolgesinde her has temel ideal terslenebilirdir. Terslenebilir idealin ¢arpan1 da
terslenebilirdir. R quasi-lokal halka oldugundan terslenebilir bir ideal temeldir.
Dolayisiyla I temel hemen hemen asal ideallerin bir ¢arpimidir. Sonug 2. 2. 1. 10. dan /
asal ideallerin bir ¢arpimidir. O zaman R bir TAC bolgedir. Bir boyutlu yerel TAC
bolge, ayrik bir deger halkasidir.
Teorem 2. 2. 1. 23. V deger bolgesi olsun. Bu durumda V nin [ idealinin hemen hemen
asal olmasinin gerek ve yeter kosulu / nin asal olmasidir.
Ispat: (=): xy € I olsun. x,y & I olsun. Buradan (x), () > I olur. O zaman (xy) 2 I?
dir. (xy) o I? ise xy € I — I? dir. I hemen hemen asal oldugundan x € I veya y € |
dir. O zaman (xy) = I? olsun. I temel idealin bir ¢arpan1 oldugundan I ideali temeldir.
Sonug 2. 2. 1. 10. dan [ asal ideal olur.
(«<): Bu herhangi bir halka i¢in gecerlidir.

Siradaki 6rnek bir R Priifer bolgesinde bir hemen hemen asal idealin asal olmak
zorunda olmadigini gosterir.
Ornek 2. 2. 1. 24. R biitiin cebirsel tamsayilarin halkas1 olsun. O zaman R Bezout
bolgesidir ve R nin her radikal ideali idempotenttir. M # N olmak {izere R nin
maksimal idealleri olsun. Bu durumda MN = M N N ve (MN)? = MN dir. Dolayisiyla

MN idempotent ve hemen hemen asal idealdir. Fakat MN asal ideal degildir.
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Bu boliimiin sonunda hemen hemen asal elemanlar, zayif asal elemanlar ve

indirgenemez elemanlar arasinda bir iliski elde edecegiz.
Tamm 2. 2. 1. 25. a,b € R olmak lizere a|b ve b|a ise a ve b ilgilidir. a~b seklinde
gosterilir. a eleman1 R nin sifirdan farkli birim olmayan bir elemani olmak iizere
a = bc iken a~b veya a~c oluyorsa a ya indirgenemez denir. a;~a ise a = a, ...a,
dir(D. Anderson ve S. Valdes-Leon [5]).

Zay1f asal eleman kavrami (diger bir deyisle, pR zayif asal ideal olacak sekilde bir p
elemani) S. Galovich tarafindan tanimlanmistir[8]. Ayni sekilde hemen hemen asal
eleman kavramini tanimlayabiliriz (diger bir deyisle pR hemen hemen asal ideal olacak
sekilde bir p elemani).

Teorem 2. 2. 1. 26. R igin;
1) x birim olmayan ve sifirdan farkli bir eleman olsun. x asal ise zayif asaldir.
Dolayisiyla hemen hemen asaldir.
2) P R nin has ideali olsun. Varsayalim ki P nin her sifirdan farkli eleman
indirgenemezdir. O zaman P zayif asal ve dolayisiyla hemen hemen asaldir.
Ispat: 1): Agiktir.
2): ab € P — {0} olsun. Dolayisiyla ab indirgenemezdir. Buradan (ab) = (a) veya
(ab) = (b) dir. Budurumda a € P veya b € P olur.

Teorem 2. 2. 1. 16. 1) de bahsedildigi gibi her sifirdan farkli birim olmayan asal
elemanin bir zayif asal eleman oldugu ve her sifirdan farkli birim olmayan zayif asal
elemanin indirgenemez oldugu dogrudur. Fakat bir hemen hemen asal eleman
indirgenemez olmak zorunda degildir.

Ornek 2.2.1.27. R = Z/6Z x Q olsun. e = (0,1) = (0,1)(0, 1) ele alalim. O zaman
e = e? dir. Burada (e) hemen hemen asal ideal olmak iizere e idempotenttir.
(3,1)(2,1) = e oldugundan e indirgenemez degildir.

Sonu¢ 2. 2. 1. 28. (R, M) 0 —boyutlu quasi-lokal halka olsun. 0 #= x € M olsun. x
indirgenemez ve xM = 0 ise Rx zayif asal dolayisiyla hemen hemen asaldir.

Ispat: Varsayalim ki x indirgenemezdir ve xM = 0 dir. O zaman Rx in sifirdan farkl
her elemani x in ilgilisidir, dolayisiyla indirgenemezdir. Teorem 2. 2. 1. 26. 2) den Rx
zayif asaldir[13].
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2.2.2. Ornekler

Ideallestirme Metodu ile ilgili olarak daha ¢ok hemen hemen asal ideallerle ilgili
ornekler verebiliriz(Nagata [12]).
Ornek 2. 2. 2. 1. A bir R —modiil olsun. O zaman R(A) = RMA ve

(a,m)(b,n) = (ab,an + bm)
carpimi, birimli degismeli bir halkadir. (0DA)? = 0 olmak iizere 0DA R(A) mn bir
idealidir. P R nin asal ideali olmak iizere R(A) nin asal idealleri P@A formundadir.
Bundan dolay1 0DA ideali R(A) nin her P’ asal idealinde kapsanir. Dolayisiyla Via the
Correspondence teoremine gore R(A)/(0BA) = R oldugundan R nin bir P asal ideali
icin P' = P@A dir. P’ = P@A nin R(A) nin zayif asal ideali olmasinin gerek ve yeter
kosulu P nin zayif asal olmasi ve a,b € R, a € P ve b € P olmak {izere ab = 0 igin
a € ann(A) ve b € ann(A) sartinin saglanmasidir(D. D. Anderson ve E. Smith, [4]).
Buna gore P@A R(A) nin hemen hemen asal ideali oldugunu inceleyecegiz. R nin bir [
ideali igin ve n > 1 dogal sayis1 i¢in (I@A)™ = I"@I™ 1A dur.
Teorem 2. 2. 2. 2. A bir R —modiil olsun. I R nin has ideali olsun. O zaman I' = I®A
idealinin R(A) nin hemen hemen asal ideali olmasinin gerek ve yeter kosulu a,b € R
olmak iizere ab € I? i¢in I nin hemen hemen asal olmasidir. Buradan n,m € A olmak
tizere an + bm € [A dur.
Ispat: (<): Varsayalm ki (a, m)(b,n) € (I®A) — (I®A)? dir. O zaman
(ab,an + bm) € (IBA) — (I*®IA)

dir. Buradan ab € I olur. ab ¢ I? ise a € I veya b € I oldugundan I hemen hemen
asaldir. Dolayisiyla a,m € I' veya b,n € I' dir. ab € I? ve a,b & I olsun. Hipotezden
an + bm € IA dir. Buradan (a,m)(b,n) € I®IA = (IDA)? olur. Bu bir ¢eliskidir.
(=): Varsayalim ki I' = I@®A hemen hemen asaldir. a, b € R olacak sekilde ab € [ — I?
olsun. O zaman (a, 0)(b,0) = (ab,0) € (IDA) — (IDA)? dir. Buradan (a, 0) € (IDA)
veya (b,0) € (I®A) dir. Dolayisiyla a € I veya b € I dir. Bundan dolay1r I hemen
hemen asaldir. a,b € I ve ab € I? ve an + bm & IA oldugunu varsayalim. O zaman
(a,m)(b,n) & I' ve (a,m)(b,n) = (ab,an + bm) € I' — I'? olur. Bu bir ¢eliskidir.
Sonug¢ 2. 2. 2. 3. A bir R —modil olsun. PA = A olacak sekilde P R nin has ideali
olsun. Bu durumda P@®A R(A) nin hemen hemen asal ideali olmasinin gerek ve yeter

kosulu P nin hemen hemen asal olmasidir.
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Ispat: (=): ab € P — P? olsun. Bu durumda
(a,0)(b,0) = (ab,0) € (POA) — (PDA)>
dir. Buradan (a,0) € (P®A) veya (b,0) € (P®A) olur. Dolayisiyla a € P veya b € P
dir.
(€): (a,m)(b,n) € (POA) — (PDA)? olsun. PA = A oldugundan
(a,m)(b,n) € (POA) — (P2DA)

dir. O zaman ab € P — P? dir. Dolayisiyla a € P veya b € P dir. Buradan
(a,m) € (P®A) veya (b,n) € (PDA) olur.

Asal ideallerin aksine R(A) = R®A nin hemen hemen asal ideali veya zayif asal
ideali /@A formunda olmak zorunda degildir.
Ornek 2. 2. 2. 4. K bir cisim ve V K —vektdr uzayi olsun. M = 0DV maksimal ideal ve
M? = 0 olmak iizere K(V) = K@®V quasi-lokal halkadir. Dolayisiyla K(V) nin her
ideali zayif asal ve hemen hemen asaldir. Buradan V' V nin has alt uzay1 ise 0DV’ zayif
asaldir dolayisiyla hemen hemen asaldir.
Ornek 2. 2. 2. 5. K bir cisim olsun. R = K[X,Y]/(X,Y)?%, I = (X,Y?)/(X,Y)? ve
M = (X,Y)/(X,Y)? tammlayalim. M maksimal ideal ve M? =0 olmak iizere R
quasilokal halka oldugundan I R nin hemen hemen asal idealidir. Buradan herhangi bir
R —modiil A icin Teorem 2. 2. 2. 2. den ab € I? ve a,b & I olmak iizere I' = I®A
hemen hemen asaldir.

Siradaki iki ornekte asal olmayan hemen hemen asal ideallerin sifirdan daha biiyiik
boyutlu Krulla nasil olusturulabildigini inceleyelim.
Ornek 2. 2. 2. 6. (R, M) quasi-lokal halka, x € M indirgenemez olsun ve R = R/xM
olsun. O zaman %R ideali R de hemen hemen asaldir. Ayrica XR nin asal olmasmin
gerek ve yeter kosulu x in R de asal olmasidir. x # 0 oldugunu varsayalim. ¥R nin
sifirdan farkli her eleman1 Teorem 2. 2. 1. 26. 2) den x in baglantilis1 oldugundan X
indirgenemezdir. Varsayalim ki a, b € R olacak sekilde X = ab dir. Buradan
x — ab € xM olur. Bundan dolay1r ab € xM olur. Buradan

XR = xR +xM = abR + xM

dir. Nakayama lemmadan xR = abR dir. x indirgenemez oldugundan a eleman1 x in
ilgilisidir. Dolayisiyla a elemani X in ilgilisidir. X indirgenemezdir.

Siradaki 6rnek, asal olmayan hemen hemen asal elemanla ilgilidir.

Ornek 2. 2. 2. 7. K bir cisim olacak sekilde, R = K[[X?, X3, Y]] olsun. O zaman X? asal
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degildir fakat indirgenemez olacak sekilde bir R yerel bolgedir. M = (X?2,X3,Y) ideali
R nin maksimal idealidir. O zaman X2 asal degil, zayif asal elemandir. Dolayisiyla
R = R/(X?M) nin hemen hemen asal elemanidir ve R nin boyutu 1 dir[13].

Siradaki teorem S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma’ya aittir[7].

Teorem 2. 2. 2. 8. R Noetherian bolgesindeki her hemen hemen asal ideal asalimsidir.
Ispat: Her asal idealin hemen hemen asal oldugu ve Noetherian bolgedeki her hemen
hemen asal idealin asalims1 oldugu Teorem 2. 2. 2. 8. den agiktur.

Ornek 2. 2. 2. 10. da S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma tarafindan teoremin tersinin
dogru olmadigi gosterilmistir[7]. Ornegi belirtmeden 6nce Teorem 2. 2. 2. 9. u
verelim[7].

Teorem 2. 2. 2. 9. ] ve K kiimeleri R tamlik bolgesinde sonlu {iiretilmis sifirdan farkl
idealler olsun. Bu durumda JK hemen hemen asal ideal degildir.

Ornek 2. 2. 2. 10. M # 0 olacak sekilde (R, M) Noetherian quasilokal halka olsun. O
zaman M? asalimsidir. Teorem 2. 2. 2. 9. dan M? hemen hemen asal degildir.
Dolayisiyla asalimsi ideal hemen hemen asal olmak zorunda degildir. Simdi de X
kiimesi K cisminde belirsiz olsun. R = K[[X3, X* X°]] Noetherian tamlik bdlgesini
diisiinelim. M = (X3,X* X®) ideali R nin maksimal ideali olmak {izere R nin yerel
oldugu agiktir. Buradan I = (X3,X*) ideali M —asalimsidir fakat asal ideal degildir.
Ayrica I? = M? dir. Onerme 2. 2. 24. ten I hemen hemen asaldir. Buradan hemen
hemen asal idealin asal olmak zorunda olmadig1 sonucuna ulasiriz[13].

Asagidaki 6rnek Victoria Camillo’a aittir.

Ornek 2. 2. 2. 11. (R, M) quasi-lokal halka olsun. I N M? = 0 olacak sekilde I R nin
ideali olsun. Buradan (I N M2 < I?) olur. O zaman I zayif asal dolayisiyla hemen
hemen asaldir. ab € I — {0} olsun. Burada ab € I — [? dir. O zaman ab ¢ M? dir.
Buradan a ¢ M veya b & M dir. Yani a veya b bir birimdir. O zaman b = a™*(ab) € I
veya a = b~1(ab) € I olur.

Ornek 2. 2. 2. 12. (R, M) halkas1 M? = 0 olacak sekilde quasi-lokal halka olsun. I € M
ideali olsun. O zaman [ ideali M —asalimsidir. I[X] 1 disiinelim. I[X] ideali
M[X] —asalimsidir. Varsayalim ki 0 # fg € I[X] dir. fg # 0 oldugundan f ve g
fonksiyonlart M[X] de degildir. O zaman I[X] ideali M[X] —asalimsi oldugundan
f € I[X] dir. Dolayisiyla I[X] zayif asaldir ve hemen hemen asaldir. Ayrica I[X] in asal

olmasinin gerek ve yeter kosulu I = M olmasidir.
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P nin R de asal olmasinin gerek ve yeter kosulu P[X] in R[X] de asal ideal olmasidir.
P[X] R[X] in zayif asal veya hemen hemen asal ideali ise P R nin zayif asal veya hemen
hemen asal idealidir. Ancak tersi dogru olmayabilir. Ornek 2. 2. 2. 12. bu durumu
aciklar[13].
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3. ASALIMSI iDEALLER

Tammm 3. 1. P R nin has ideali olmak iizere a,b € R igin ab € P iken bir n pozitif
tamsay1 i¢in a € P veya b™ € P ise P ye asalims1 denir[21, sayfa, 168-206].
Onerme 3. 2.
1) I R nin bir ideali olsun. I nin asalimsi ideal olmasi igin gerek ve yeter kosul R/
nin trivial olamamas1 ve R /I daki her sifir bolenin nilpotent olmasidir.
2) R ve S iki halka ve f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun. P S nin asalimsi

ideali ise P¢ = f~1(Q) da R nin bir asalims1 idealidir.
3. 1. Zayif Asahmsi Idealler

Zay1f asalims1 idealler, sifirdan farkli birimli degismeli bir halkada D. D. Anderson ve
E. Smith tarafindan tanimlanmis ve ¢alisilmistir[4]. Bu kisimda degismeli halkanin
zaylf asalimsi idealleri anlatilacaktir. Zayif asal ideal ve zayif asalimsi ideal farkli
kavramlardir. Sonuc¢larimizin bazilar1 daha once yapilmis bir ¢alismanin sonucuyla
benzerdir[4]. Uyusan sonuglar degistirilerek elde edilmistir. Burada zayif asalimsi
ideallerin ve zayif asalims1 alt modiillerin bir sayisin1 verecegiz.

R bir halka ve N kiimesi R —modiil M nin alt modiilii olmak tizere

(N:M) ={r e R:rM S N}

ideali tanimlanir. O zaman (0: M) kiimesi M nin sifirlayicisidir. 0 # M ve bir r € R i¢in
M nin R —endomorfizmasi ya orten ya da nilpotent olan r nin ¢arpimindan iiretiliyorsa
R —modiil M ye ikincil denir. Nilrad(M) = P R nin asal idealidir. Bu durumda M ye
P —ikincil denir. R nin bir ikincil ideali R —modiil R nin ikincil alt modiilidiir[15]. N M
nin bir R —altmodiilii olsun. M de ¢6ziilebilir N nin herhangi sonlu sistem esitligi N de
¢oziilebilir ise N alt modiilii M de soyuttur. Oyleyse R nin bir I ideali i¢in IN = N N IM
olur. Bir R —modiiliin alt modiilii dahil her modiilii soyut ise R —modiil soyuttur.
Regiiler halkalarin 6nemli bir 6zelligi biitiin modiillerinin soyut olmasidir[16].

Tamm 3. 1. 1. 0 # pq € P iken p € P veya q € VP sart1 saglaniyorsa R nin P has
idealine zayif asalimsi ideal denir. Dolayisiyla bir asalimsi ideal zayif asalimsi idealdir.

Ancak zayif asalimsi ideal her zaman asalims1 ideal olmayabilir. Ornegin; 0 tanimdan
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her zaman bir zayif asalimsi idealdir. Ancak asalimsi ideal degildir. Ayrica her zayif
asal ideal zayif asalimsi ideal oldugundan P? = 0 olacak sekilde (R,P) quasilokal
halkasinin her has ideali zayif asalims1 idealdir[4].
Onerme 3. 1. 2. P R nin bir has ideali olmak iizere asagidaki iddialar birbirine denktir.

1) P R nin zayif asalimsi idealidir.

2) a € R — /P olmak iizere (P: Ra) = P U (0: Ra) dur.

3) a € R — /P olmak iizere (P: Ra) = P veya (P: Ra) = (0: Ra) dur.
ispat: 1) = 2): a € R — /P olsun. P U (0: Ra) S (P: Ra) oldugu agiktir. Diger icerme
icin b € (P:Ra) oldugunu varsayalim. Buradan ab € P olur. P zayif asalimsi ideal
oldugundan ab # 0 ise b € P dir. ab =0 ise b € (0: Ra) dir. Buradan esitlik elde
ederiz.
2) = 3): Aciktir.
3) = 1): a & /P olacak sekilde 0 # ab € P olsun. O zaman 3) ten

b € (P:Ra) = P U (0: Ra)
dir. Buradan ab # 0 oldugundan b € P dir. P nin R nin zayif asalimsi ideali oldugu
sonucuna variriz.
Teorem 3. 1. 3. P ideali R nin asalimsi olmayan zayif asalimsi ideali olsun. Bu
durumda vP = V0 dur.
Ispat: 1k olarak P? = 0 ifadesini ispatlayacagiz. P? # 0 olsun. P nin asalimsi ideal
oldugunu gosterelim. p, g € R olacak sekilde pg € P olsun. pq # 0 ise P zayif asalimsi
ideal oldugundan ya p € P ya da q € VP dir. pq = 0 oldugunu varsayalim. pP # 0 ise
pp’ # 0 olacak sekilde P nin bir p’" eleman1 vardir. Buradan 0 # pp' = p(p' +q) € P
olur. Yap € P yada (p' + q) € VP oldugundan P nin zayif asalimsi ideal oldugunu
elde ederiz. p' € P € VP oldugundan ya p € P ya da q € VP olur. pP = 0 olsun.
Benzer sekilde gP = 0 olsun. P2 # 0 oldugundan cd # 0 olacak sekilde c,d € P
vardir. O zaman (p +c¢)(q+d) =cd € P olur. Buradan yap+c€ P yadaqg+d €
/P dir. Dolayisiyla ya p € P ya da q € v/P olur. Buradan P nin asalims1 ideal oldugunu
elde ederiz.
v/0 € VP oldugu agiktir. P? = 0 oldugundan P € +/0 olur. Dolayisiyla VP < +/0 olur.
Genelde asalimsi idealler ailesinin kesisimi asalimsi degildir. Ancak asagidaki

sonucumuz bu durumdan farklidir.
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Teorem 3. 1. 4. {P;};¢; kiimesi R nin asalimsi olmayan zayif asalimsi ideallerinin bir
ailesi olsun. O zaman P = N;¢; P; R nin bir zayif asalimsi bir idealidir.
ispat: ilk olarak VP = N;¢;+/P; oldugunu gosterecegiz. VP S N;er+/P; oldugu agiktir.
Diger igerme i¢in r € N;¢;+/ P; oldugunu varsayalim. Teorem 3. 1. 3. ten

-

i€l
oldugundan bir m igin r™ = 0 dir. Buradan bir i € [ i¢in r™ € P; olur. Dolayisiyla
r € VP dir.
VP = /0 # R oldugundan P R nin bir has idealidir. b € P olacak sekilde 0 # ab € P
i¢in a, b € R oldugunu varsayalim. b & P; ve ab € P; olacak sekilde bir j € I vardir. P;
zayif asalimsi ideal oldugundan a € \/_j = +/P dir.
Sonug 3. 1. 5. {P;};¢; kiimesi R nin asal olmayan zayif asal ideallerinin bir ailesi olsun.
O zaman P = N;¢; P; ideali R nin zayif asal idealidir.
ispat: i €I olacak sekilde P;> =0 dir. Buradan her i € igin \/—L =+/0 olur.
[1,Teorem 1] P = +/0 # R oldugundan P R nin bir has idealidir. Buradan P nin R nin
zay1f asal ideal oldugunu gorebiliriz.

Siradaki bilinen lemmayi referanslar icin verecegiz.

Lemma 3. 1. 6. R, ve R, birimli degismeli halkalar olmak {izere R = R; X R, olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar gegerlidir:

1) I, Ry inbirideali ise \/I; X R, = /I, X R, dir.

2) I, R, in bir ideali ise \/R, X I, = Ry x /I dir.
Teorem 3. 1. 7. R, ve R, birimli degismeli halkalar olmak tizere R = R; X R, olsun.
Bu durumda asagidaki sartlar gegerlidir:

1) P; R; in bir asalimsi ideali ise P; X R, ideali R nin asalims1 idealidir.

2) P, R, in bir asalimsi ideali ise R; X P, ideali R nin asalimsi idealidir.

3) P R nin bir zayif asalimsi ideali ise ya P = 0 ya da P asalimsi1 idealdir.
Ispat: 1): (a,b), (c,d) € R olacak sekilde (a, b)(c,d) = (ac,bd) € P; X R, olsun. P,
asalimsi ideal oldugundanyaa € P; yadac € \/71 dir. Lemma 3. 1. 6 dan ya
(a,b) € P, X R, ya da (c,d) € \/ P, X R, = \/P; X R, olur. Buradan P; x R, asalimst
idealdir. Ayn1 sekilde R; X P, de asalimsi ideal olur.
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2): Bunun ispati 1) de yapilan ispata benzerdir dolayisiyla bunu atlayacagiz.
3): P = P; X P, R nin bir zayif asalimsi ideali olsun. P # 0 oldugunu varsayalim. O
zaman (a, b) # (0,0) olacak sekilde P nin bir (a, b) elemani vardir. Buradan
(0,0) # (a,1)(1,b) € P

olur. O zaman ya (a,1) € P yada (1,b) € VP olur. (a,1) € P ise P = P, X R, dir. P,
in asalimsi ideal oldugunu gosterecegiz. Dolayisiyla P 1) den asalimsi idealdir.

¢,d € R, olacak sekilde c¢d € P, olsun. O zaman (0,0) # (¢,1)(d,1) = (cd,1) € P
dir. Lemma 3. 1. 6. dan ya (¢, 1) € P ya da (d, 1) € VP = /P, X R, olur. Dolaystyla

ya ¢ € P, ya da d € /P, olur. (1,b) € VP ise bir n icin (1,b™) € P olur. Buradan
P = R, X P, dir. Benzer bir tartismadan R; X P, asalimsi idealdir.

Teorem 3. 1. 8. I R nin ikincil ideali olsun. Bu durumda Q R nin zayif asalimsi ideali
(Zay1f asal ideal igin de ayrica gegerlidir) ise I N Q ikincil idealdir.

Ispat: I R nin P —ikincil ideali olsun. a € R olsun. a € P ise bir n tam sayis1 i¢in
a*(InQ)ca™ =0dir.ag Piseal =1dir.a(I N Q) =1nN Q oldugunu
gosterecegiz. Bunun igin I N Q € a(I N Q) gostermek yeterlidir. ¢ € I N Q oldugunu
varsayalim. ¢ # 0 olsun. al = I oldugundan 0 # ¢ = ab € Q olacak sekilde b € |
vardir. Dolayisiyla ya a € \/6 yadab € Q dur.a € \/6 ise bir k tam sayis1 i¢in a® € Q
dur. Buradan a®I = I € Q dur. Dolayisiyla a(I n Q) = al =1 = I n Q dur. Aksi
takdirde ¢ = ab € a(I N Q) dir.

Onerme 3. 1. 9. P ve Q R nin zayif asalims1 idealleri olsunlar. VP N S = @ olacak
sekilde S R nin ¢arpimsal kapali kiimesi olsun. O zaman S™*P S™!R nin zayif asalimsi
idealidir. Ozel olarak P asalimsi ideal degil ise (S™1P)? = 0 dur.

ispat: VP N S = @ oldugundan S™*P # S~ R dir.7,a € R ve s, t € S olmak iizere

a/t ¢ ST1P olacak sekilde 0 # (r/s)(a/t) = (ra)/st € S™P oldugunu varsayalim. O
zaman (ra)/st = b/u olacak sekilde b € P ve u € S elemanlar1 vardir. Buradan bir

v € Si¢in 0 # rauv = sthv € P olur. 0 # uva € P igin a & P ve P zayif asalimsi
ideal ise uv € VP N S dir. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla uav € P oldugunu
varsayabiliriz. Buradan r € VP olur. Bdylece /s € S™1V/P = VS~IP elde ederiz. Son
olarak (§71P)2 = S71P% = 0 dur.

Teorem 3. 1. 10. I R nin ikincil ideali olsun. Bu durumda Q I nin bir has zayif asalimsi

alt ideali (Zay1f asal ideal igin de ayrica gegerlidir.) ise Q ikincil idealdir.
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Ispat: I P —ikincil ideal olsun. a € R olsun. a € P ise a™Q < a™I = 0 olacak sekilde
bir m tam sayis1 vardir. a € P ise al = I dir. Buradan her k tam sayisi i¢in a¥I = I
olur. aQ = Q ifadesini gostermek istiyoruz. aQ S Q oldugu aciktir. Diger gerektirme
icin g € Q oldugunu varsayalim. g # 0 ifadesini varsayabiliriz. O zaman

0 # q = ab € Q olacak sekilde b € I vardir. Buradan Q zayif asalimsi ideal ise ya

a €./Qyadab € Qolur. a € ,/Q ise bir n igin a™ € Q dur. Buradan a™ = I € Q dur.
Bu bir ¢eliskidir. O zaman b € Q dogru olur. Dolayisiyla ¢ = ab € aQ olur.
Onerme 3. 1. 11. I € P olacak sekilde I ve P R nin has idealleri olsunlar. Bu durumda
asagidaki sartlar gecerlidir:

1) P zayif asalimsi ideal ise P /I zayif asalimsi idealdir.

2) I ve P/l zayif asalimsi idealler ise (Zayif asal ideal i¢in de ayrica gecerlidir) P

zay1f asalimsi idealdir (Zayif asal ideal i¢in de ayrica gegerlidir).

Ispat: 1): a, b € R olacak sekilde 0 # (a + I)(b + 1) = ab + I € P/I olsun. Buradan
abePolur.ab=0¢€lise (a+1)(b+1)=0olur. Bubir ¢eliskidir. O zaman P zayif
asalimsi ideal ise ya a € P yada b € VP olur. Dolayisiyla ya a + I € P/I yada bir n
tam sayisi i¢in b™ + 1 = (b+ 1) € P/I olur.
2): a,b € R olacak sekilde 0 # ab € P olsun. O zaman (a + I)(b + 1) € P/I olur.
ab € I icin I zayif asalims1 ideal ise yaa € I € P yada b € VI € VP olur. Dolayisiyla
ab ¢ I oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda bir m tam sayisi i¢cin yaa + I € P/l ya da
b™ +1 € P/I dir. Buradan ya a € P yada b € v/P elde edilir.

Teorem 3. 1. 12. P ve Q R nin asalims1 olmayan zayif asalims1 idealleri olsunlar. Bu
durumda P + Q R nin zayif asalimsi idealidir. Ozel olarak \/P + Q = /P dir.
ispat: Teorem 3. 1. 3 ten VP +./Q = +0 # R dir. Buradan P + Q R nin bir has ideali

olur[14, sayfa 53]. (P + Q)/Q = Q/(P n Q) oldugundan Onerme 3. 1. 11. 1) den
(P + Q)/Q nun zayif asalims1 ideal oldugunu elde ederiz. Onerme 3. 1. 11. 2) bu

durumu takip eder. Sonug olarak /P + Q = ’\/ﬁ + \/5 = v/+/0 = V0 elde ederiz[14,

sayfa 53].
Simdi Nakayama lemmanin bir versiyonunu gosterelim ve ispatlayalim.
Teorem 3. 1. 13. P R nin asalims1 olmayan zayif asalimsi ideali olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar gecerlidir:
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1) J(R) R nin Jacobson radikali olmak tizere P < J(R) dir.

2) M bir R —modiil ve PM = M ise M = 0 dir.

3) M bir R —modiil ve PM + N = M olacak sekilde N M nin alt modiilii ise
M = N dir.

Ispat: 1): a € P olsun. a # 0 oldugunu varsayabiliriz. Her b € R i¢in 1 — ba
elemanmin R nin birim eleman1 oldugunu gostermek yeterlidir. P? = 0 oldugundan
1=1-b?a? = (1 — ba)(1 + ba) dir. Buradan a € J(R) olur.

2): PM = M oldugundan M = PM = P?M = 0 olur.

3): 2) den ispatlanabilir.

Sonug 3. 1. 14. R icin asagidaki sartlar gecerlidir:

1) P R tamlik bolgesinin sifirdan farkli bir has ideali olsun. Bu durumda P nin
zayif asalimsi ideal olmasinin gerek ve yeter kosulu P nin asalimsi ideal
olmasidir.

2) P R nin asalims1 olmayan piir zayif asalims ideali ise P = 0 dur.

3) R regiiler halka ise R nin asalims1 olmayan zayif asalimsi idealleri sadece 0
olabilir.

Ispat: 1): P ideali R nin zayif asalims: ideali olsun. p, q¢ € R olacak sekilde pq € P
olsun. pg # 0 igin P bir zayif asalimsi ideal ise ya p € P yada q € v/P dir. pqg = 0 ise
R bir bolge oldugundan p = 0 € P veya g = 0 € /P dir.
2): P R nin asalims1 olmayan zayif asalimsi ideali olsun. P piir ideal oldugundan
Teorem 3. 1. 3. ten P = P2 = 0 elde ederiz.
3) R iizerindeki her ideal piir ideal oldugundan bunun ispati 2) den yapilabilir.
Tamim 3. 1. 15. N R iizerinde M modiiliiniin bir has alt modiilii olmak iizere bir r € R
vem € M i¢in 0 # rm € N iken m € N veya bir n i¢cin "M < N oluyorsa N ye zayif
asalims1 alt modiil denir.

Bir modiiliin her asalimsi alt modiiliiniin zayif asalimsi alt modiil oldugu agiktir. Fakat
her zay1f asalims1 alt modiil asalimsi alt modiil olmak zorunda degildir.

r; € R; ve m; € M; olacak sekilde (ry,1,)(my, my) = (r;my, ,m,) seklinde
tanimlayalim.
Teorem 3. 1. 16. R, ve R, birimli degismeli bir halkalar olmak tizere R = R; X R,
olsun ve her i = 1,2 igin M; ler igin R; —modiil olsun. O halde M = M; X M, kiimesi

R —modiil olur.
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1) P; M, in asalimsi alt modiilii ise P; X M, M nin alt modiiltdiir.

2) P, M, in asalims1 alt modiilii ise M; X P, M nin alt modiiliidiir.

3) P M nin zayif asalims1 alt modiilii ise ya P = 0 dir ya da P bir asalimsi idealdir.
Ispat: 1): (a,b) € R ve (m;,m,) € M olacak sekilde

(a,b)(my,m;) = (amy, bmy) € (Py: M)
olsun. Dolayisiyla ya bir n i¢in a™ € (P;: M;) ya da P; asalimsi oldugundan m, € P;
dir. Buradan ya bir n i¢in (P; X M,: M) yada (m,,m,) € (P; X M) dir.
2): Bu ispat 1) in benzeridir.
3): P = P; X P, M nin zayif asalims1 alt modiilii olsun. P # 0 oldugunu varsayalim.
Buradan ya P; # 0 yada P, # 0 olur. P, # 0 olsun. Bu durumda P, nin sifirdan farkli
bir p, elemani vardir. r € (P;: M;) ve ¢ € M; olsun. O zaman (0,0) # (r,1)(c,p,) € P
olsun. P zayif asalimsi ideal ise ya bir m i¢in
(r,D™=0™1) e (P:M) = (P;:M;) X (P, x M) yada (c,p,) € P =P, X P, dir.
Buradanya 1 € (P, X M,) yada c € P; olur. Budurumda ya 0 X M, < P dolayisiyla
P = P; X M, yada M; x 0 € P dolayisiyla P = M; X P, dir. P = P; X M, oldugunu
varsayalim. P; idealinin M; in asalimsi alt modiilii oldugunu gosterecegiz. Buradan P
ideali 1) den asalimsi idealdir. t € R, ve p € M; olacak sekilde tp € P; olsun. O zaman
(0,0) = (t,1)(p, py) € P dir. Buradan bir k icin ya (t*,1) € (P;: M;) X (P, X M;) ya
da (p, p,) € P olur. Béylece bir k igin t* € (P;: M;) yadam € P, dir. Bu durumda P,
asalimsi idealdir. Bu durum P = M; X P, i¢in benzer sekilde gecerlidir.
Simdi zayif asalimsi alt modiillerin iki karakterizasyonunu verelim.

Teorem 3. 1. 17. M bir R —modiil ve P M nin bir has ideali olsun. Bu durumda
asagidaki sartlar birbirine denktir:

1) P M nin zayif asalimsi alt modiiliidiir.

2) meM — PiginVP:Rm = VP:M U (0: Rm).
3) m€M — Pigin VP:Rm = +/P:M yada (0: Rm) = VN: Rm.
Ispat: 1) = 2): m € M — P i¢in a € v/P: Rm olsun. O zaman bir k i¢in a*m € P olur.

akm = 0 ise P zayif asalimsi ideal oldugundan a* € (P: M) dir. Buradan a € VN: M
olur. a®¥m = 0 ise a®m olacak sekilde s nin en kiigiik tam say1 oldugunu varsayalim.

s = 1ise a € (0: Rm) olur. Aksi takdirde a € VP: M dir. Dolayistyla VP: Rm S
VP:M U (0: Rm) = H dir. Diger icerme i¢in b € H oldugunu varsayalim. b € (0: Rm)
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ise b € vP: Rm oldugu aciktir. b € VP: M ise bir t i¢in bt € (P: M) S v/P: Rm dir.
Buradan b € vP: Rm olur.

2) = 3): Agiktir.

3)=1):r € Rvem € M — P olacak sekilde 0 # rm € P oldugunu varsayalim. O

zamanr € (P:Rm) € VP:Rmver & (0: Rm) dir. 3)tenr € VN:Rm = VN: M
olur[25].

3. 2. Hemen Hemen Asalimsi idealler

Bu kisimda degismeli halkalarda yeni tip idealler tanimlanmistir. Bu idealleri hemen
hemen asalimsi idealler olarak adlandirilmistir. Bu ideallerin bazi 6zellikleri agiklanmig
ve bazi karakterizasyonlar1 verilmistir.

A ve B kiimeleri R nin bos olmayan alt kiimeleri olmak tizere A: B = {x € R: xB € A}
olarak tanimlanir[13].
Tanim 3. 2. 1. 1 < i < m olacak sekilde her a; € R i¢in I = (a4, ..., a,,) ise I ya sonlu
tiretilmis ideal denir[19, sayfa 182].
Tamm 3. 2. 2. R nin her ideali idempotent ise R ye tam idempotent halka denir. [23,
sayfa 14] Her a € R i¢in a? = a ise R ye Bool halkas: denir[23, sayfa 25].
Tammm 3. 2. 3. R tek maksimal ideale sahip bir halka ise R ye yerel halka denir[19,
sayfa 226].
Tanmm 3. 2. 4. S R nin bos olmayan alt kiimesi olmak {lizere 0 € S ve a,b € S igin
ab € S ise S ye carpimsal kiime denir[22, sayfa 230]. R nin S lokalizasyonu R olarak
gosterilir. S R nin biitiin sifirdan farkli bolenlerinin kiimesi olmak iizere A R nin bir
ideali ise A™! = {x € Rg:xA € R} kiimesini tamimlariz. AA™1 =R ise A ya R nin
terslenebilir ideali denir[17].

Lemma 3. 2. 5. § R nin ¢arpimsal kiimesi olsun. O zaman her a € R ve m € S i¢in
(@)s = (=) dir.

Ispat: a € R ve m € S olsun. x € (a) ve n € S olacak sekilde % € (a)s olsun. O zaman

. . . X ram rTm a a - a
bir r € R i¢in x = ra olur. Buradan —=——=—=€ (E) dir. Dolayisiyla {(a)s S (;)

olur.

Tersine = € (=) olsun. O zaman = =-= =2 € (a)s olacak sekilde - € Rg vardur.
n m n sm sm S
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Buradan (%) C (a)s olur. Iki sonuctan {(a)s = <%> elde edilir.

Tammm 3. 2. 6. A R nin bir has ideali olmak iizere a,b € R i¢in ab € A — A? iken n
pozitif bir tamsay1 olmak lizere a € A veya b™ € A ise A ya hemen hemen asalimsi
ideal denir.

Her asalimsi idealin, her hemen hemen asal idealin ve R nin her idempotent idealinin
dolayisiyla idempotent halkalarin ve Bool halkalarinin biitiin has ideallerinin hemen
hemen asalimsi ideal oldugu aciktir. Ancak bahsedilen durumlar i¢cin genelde tersi
dogru degildir.

Ornek 3. 2. 7. Z5, da (6) ideali hemen hemen asalims1 fakat asalimsi ideal degildir.
Ornek 3. 2. 8. Tek sifirdan farkli maksimal ideali M olan bir Noetherian halkada M?
asalimsi ideal dolayisiyla hemen hemen asalimsi idealdir. Ancak hemen hemen asal
ideal degildir[13].

Ornek 3. 2. 9. Zg de (4) ideali hemen asalimsidir ancak idempotent degildir.

Buradan hemen hemen asalimsi idealleri; asalimsi, hemen hemen asal ve idempotent

ideallerin genellestirmesi olarak diisiinebiliriz.
3. 2. 1. Temel Sonuclar

[k olarak hemen hemen asalims: ideallerin bazi temel 6zelliklerini verecegiz.

Onerme 3. 2. 1. 1. I R nin ideali ise asagidaki ifadeler dogrudur:
1) I < P olacak sekilde P R nin hemen hemen asalimsi ideali ise ? ? nin hemen
hemen asalimsi idealidir.

2) ? da I hemen hemen asalimsi ideal ve P’ zayif asalimsi ideal ise I € P igin

P' = ? olacak sekilde R nin hemen hemen asalimsi bir P ideali vardir.

Ispat: 1): (a+ Db+ 1) € ; - (?)2 ve(a+1) ¢ golsun. O zamanab € P,
ab+1¢ (?)2 ve a ¢ P elde ederiz. ab € P? ise bir n € Z* igin a;, b; € P olacak

sekilde her i igin ab = },;-; a;b; deriz. Buradan

n n

PP P
ab+I=Zaibi+1=2(ai+1)(bi+1)677=(7)2

i=1 i=1

elde ederiz. Bu bir ¢eliski olur. Buradan ab & P? ve dolayisiyla bir m € Z* i¢in b™ € P
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olur. Buradan (b +1)™ € ? dir. ? nin ? nin bir hemen hemen asalimsi ideali oldugu
sonucunu elde ederiz.
2): P’ =§ olacak sekilde I € P i¢in R nin bir P ideali vardir. ab € P — P? olacak
sekilde a, b € R olsun. Buradan iki durum ortaya ¢ikar:
1) ab€lisebirn€ Z" icina € I veya b™ € I olur. Buradan a € P veya b™ € P
olur.

2) abélise (a+DM+1)E ;— 0 dir. Boylece bir n € Z* i¢in (a + 1) E?
veya (b + )" € ; elde ederiz. Buradan a € P veya b™ € P olur. Dolayisiyla P

hemen hemen asalimsi idealdir.

Simdi ¢ekirdegi olan hemen hemen asalimsi idealin homomorf goriintiisiiniin de
hemen hemen asalims1 ideal oldugunu ispatlayalim.
Onerme 3. 2. 1. 2. f fonksiyonu R den R’ halkasina bir homomorfizma olsun.
P 2 kerf olacak sekilde P R nin hemen hemen asalimsi ideali ise f(P) f(R) nin
hemen hemen asalimsi idealidir.
Ispat: P R nin has ideali oldugundan f(P) de f(R) nin has idealidir. x,y € f(R)
olacak sekilde xy € f(P) — (f(P))? olsun. O zaman a,b € R igin

f(ab) = f(a)f(b) = xy € f(P) — (f(P))?

olacak sekilde x = f(a) ve y = f(b) olur. Buradan bir p € P i¢in f(ab) = f(p) elde
ederiz. Boylece ab — p € kerf € P elde ederiz. Buradan ab € P olur. ab € P? ise
xy = f(ab) € f(P?) = (f(P))? dir. Bu ¢geliski olur. O zaman ab ¢ P? dir. Dolayisiyla
birn € Z* i¢in a € P veya b™ € P olur. Buradan x € f(P) veyay™ € f(P) olur.

Hemen hemen asalimsi idealin sifir bolenlerle ilgili bir 6zelligini verelim.
Onerme 3. 2. 1. 3. I R nin hemen hemen asalimsi ideali olsun ve b + I ? da sifir bolen
olsun. O zaman birn € Z* igin b™I < I? dir.
Ispat: b + I ? da sifir bolen oldugundan bc € I olacak sekilde ¢ & I vardir. Birn € Z*
icin b" €1 ise b™I € I? dir. Her n€ Z* igin b™ &1 ise bc €12 dir. bc & 1?2
oldugundan c € I olur. Bu bir ¢eliskidir. Bir x € I i¢in x + ¢ € I ve (x + ¢)b € I deriz.
I hemen hemen asalims: ideal oldugundan (x + c¢)b € I? olmalidir. Burada bc € I?
oldugundan bx € I? olur. bI S I? elde ederiz.

Hemen hemen asalimsi ideallerin bazi karakterizasyonlarini verelim.
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Lemma 3. 2. 1. 4. ¢ Z tamsayilar halkasiin sifirdan farkli birim olmayan bir elemant
olsun. Her n € Z* igin p eleman1 ¢ # p™ olacak sekilde bir asal say1 ise a & Zc her
m € Z% i¢cin b™ & Zc ve ab € Zc — Zc? olacak sekilde a , b € Z vardar.

Ispat: Z nin asalims1 idealleri 0 ve i € Z% igin Z,i oldugundan ve p asal say

oldugundan Zc¢ asalimsi ideal degildir. Bundan dolayr a € Zc ve her m € Z*t i¢in
d™ & Zc olmak iizere ad € Zc olacak sekilde a,d € Z vardir. ad & Zc? ise b=d
oldugundan ab € Zc — Zc? elde ederiz. ad € Zc? ise d + ¢ € Zc ve a(d + ¢) € Zc dir.
a(d + ¢) € Zc? ise ad € Zc? oldugundan ac € Zc? elde ederiz. Buradan a € Zc olur.
Bu bir ¢eliskidir. Bundan dolayr a(d + ¢) € Zc? sonucuna variriz. Bu durumda
b =d + colur.

Lemma 3. 2. 1. 4. iin yardimiyla tam sayilar halkasinin sifirdan farkli birim olmayan
tireteclere sahip asalimst ve hemen hemen asalimsi ideallerin denk oldugunu
ispatlayalim.

Onerme 3. 2. 1. 5. ¢ Z de sifirdan farkl1 birim olmayan bir eleman ise Zc nin hemen
hemen asalims1 olmasinin gerek ve yeter kosulu Zc¢ nin asalims1 olmasidir.
Ispat: Lemma 3. 2. 1.4. ten ispatlanr.

Onerme 3. 2. 1. 5. in sonuglarm belirli sartlar altinda ispatlayalim. Bu herhangi bir
degismeli birimli halka icin genisletilebilir.

Teorem 3. 2. 1. 6. ¢ R de sifirdan farkli birim olmayan bir eleman olsun. 0:{(c) < (c)
ise (c) nin R nin hemen hemen asalimsi ideali olmasinin gerek ve yeter kosulu {(c) nin R
nin asalimsi ideali olmasidir.

Ispat: (=): (c) nin hemen hemen asalimsi ideal oldugunu ancak asalimsi ideal
olmadigini varsayalim. O zaman her n € Z* igin xy € (c), x & (c) ve y & (c) olacak
sekilde x,y € R vardir. {(c) hemen hemen asalims: ideal oldugundan xy € (c?) elde
ederiz. x(y + ¢) € {c) deriz. (y + ¢) & (c?) ise birm € Z* i¢cin x € (c) veya

(y +c)™ € (c) deriz. Yani x € {(c) veya y™ € (c) dir. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla
x(y + ¢) € (c?) dir. Buradan xc € {c?) olur. Bir r € R i¢in xc = rc? deriz. O zaman
c(x —cr) = 0olur. 0:{c) < (c) oldugundan x — cr € (c) dir. Dolayisiyla x € (c) olur.
Bu bir g¢eligkidir. Buradan (c) nin R nin asalimsi ideali olmasi gerektigi sonucuna
variriz.

(<): Tersinin ispat1 benzer sekilde olur.
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Teorem 3. 2. 1. 7. R nin [ has idealinin hemen hemen asalimsi olmasinin gerek ve yeter
kosulu her x € R — I i¢in I: x = I? veya x € /I olmasidir.
Ispat: I R nin hemen hemen asalimsi ideali ve x € R —I olsun. y € I:x olsun. O
zaman xy € I olur. xy € I? ise y € I? olur. Buradan I:x € I%:x olur. I: x = I?: x elde
ederiz. xy & I? ise x & I oldugundan bir n € Z* icin y™ € I elde ederiz. Buradan
y € VI dur. I: x € /I sonucuna ulasiriz.
Tersine xy € I —I? ve x ¢ I olsun. O zaman y € I:x olur. Buradan y € [?:x veya
y € VT elde ederiz. y € I?: x ifadesi xy ¢ I? ile gelistiginden y € VT olur. Bir n € Z*
icin y™ € [ sonucuna variriz.
Teorem 3. 2. 1. 8. P R nin has ideali ise asagidaki ifadeler birbirine denktir.

1) P R nin hemen hemen asalimsi idealidir.

2) a € R —+/Pi¢in (P:a) = PU(P?:a) dur.

3) a € R —+/Pigin (P:a) = P veya (P:a) = (P?:q) dur.

ispat: 1) = 2): a € R—+/P olsun. PU(P?:a) € (P:a) oldugu aciktir. b € (P:a)
oldugunu varsayalim. Buradan ab € P dir. ab € P? ise b € (P?:a) dir. ab & P? ise
beP dir. Dolayisiyla (P:a) = PU(P%:a) elde ederiz.
2) = 3): (P:a) = PU(P?:a) olacak sekilde a € R — VP olsun. P, (P:a) ve (P?:q)
Lemma 3. 2. 5. ten R nin idealleri oldugundan (P:a) = P veya (P:a) = (P?:a) elde
ederiz.
3) = 1): b & VP olmak iizere ab € P — P? olsun. Buradan her n € Z* i¢in b™ ¢ P dir.
O zaman a € (P:a) olur. (P:b) = (P?:b) ise ab € P? olur. Bu bir celiskidir. Bundan
dolay1 (P: b) = P dir. Buradan a € P olur.

Asagidaki  lemmayi,  verecegimiz  hemen  hemen  asalimsi  ideallerin
karakterizasyonlarin birincisi olarak ele alalim.
Lemma 3. 2. 1. 9. {U;: 1 < i < m} R nin sol ideallerinin sonlu kiimesi olsun(R burada
degismeli olmak zorunda degildir). 2[; nin bir kuvveti R nin [ idealinde kapsaniyorsa
Ay + A, + -+ Ay, in bir kuvveti I idealinde kapsanir.
Ispat: Bu lemmay: ispatlamak igin matematiksel tiimevarim metodunu kullanacagiz.
Bunun i¢in m = 2 ye kadar islem yapmak yeterlidir. 2; ve 2, nin bir kuvveti [
idealinde kapsansin. O zaman n kuvveti €; ve 2, nin maksimum kuvvetleri olmak

lizere W," S ve W," 1 elde ederiz. (U, + A)?" €1 oldugunu varsayalim.

41



a; € A, ve b; € A, olmak ilizere (a; + by)(a; + by) ...(azy + byy) carpimi A, + A,
nin 2n elemanlar1 olsun. Bu ¢arpim genisletildiginde bu ¢arpimin her bir terimi biri 2,
den digeri A, den olmak iizere 2n elemanlarmnin ¢arpimidir. Bu terimlerin birinde 2,
den veya 2, den en az n katsayist olmalidir. 2; ve U, sol idealler oldugundan ;" € I
ve A," €I dir. Bunun iizerine ¢arpim I nin i¢indedir. Dolayisiyla (; + UA,)?" € [
dir.
Teorem 3. 2. 1. 10. B sonlu firetilmis ideal olmak tizere A ve B R nin has idealleri
olsun. I nin hemen hemen asalimsi olmasinin gerek ve yeter kosulu bir n € Z* igin
A € I veya B C | olacak sekilde AB € I — I? olmasidur.
Ispat: I idealinin hemen hemen asalimsi oldugunu varsayalim. B sonlu iiretilmis
oldugundan her 1 < i < k ve b; € B i¢in B = (b;) + (b,) + -+ + (by) olacak sekilde
keZt vardir. AZIisea &I igina € A vardir. Her 1 < i < k igin ab; € AB S I — I?
ve I hemen hemen asalimst oldugundan bil" € I olacak sekilde [; € Z* vardir. Lemma
3.2.1.9.dan {(b;)% € I dir. Buradan bir n € Z* i¢in B™ € I olur.
Tersine ab € I — I? olacak sekilde a,b € R olsun. O zaman {a){b) €I —I? olur.
Buradan bir n € Z* i¢in (a) € I veya (b)* €I dir. a € I veya b™ € I sonucunu elde
ederiz.
Not 3. 2. 1. 11. Z3, da (6) idealini diisiinelim. 4 X 9 € (6)? dir. Su halde 4 & (6) ve
9 ¢ (6) dir. Buradan a,b € R igin ab € I? iken a € I veya b € I sartna uymayan
hemen hemen asalimsi ideal elde ederiz. Zg in (4) ideali bu sart1 saglar fakat asal ideal
degildir. Yukaridaki sart1 saglayan ideallere 2 —potent asal ideal denir.

Simdi biitiin 2 —potent asal idealler kiimesinin, asalimsi idealler kiimesinin ve hemen
hemen asalimsi idealler kiimesinin denk oldugunu ispatlayacagiz.
Onerme 3. 2. 1. 12. ] ideali R nin 2 —potent asal ideali iken I nin hemen hemen
asalimsi1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I nin asalims1 olmasidir.
Ispat: I hemen hemen asalimsi ideal olsun. a & I igin ab € I olacak sekilde a,b € R
olsun. ab € 12 ise b €1 elde ederiz. ab & I? ise I hemen hemen asalimsi ideal
oldugundan bir n € Z i¢in b™ € I olur. Buradan I asalims1 ideal olur.
Tersi benzer sekilde ispatlanabilir.
Onerme 3. 2. 1. 13. /I = I olacak sekilde I R nin bir ideali olsun. I nin hemen hemen
asalimsi ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I nin hemen hemen asal ideal olmasidir.

Ispat: I nin hemen hemen asalimsi ideal oldugunu varsayalim. ab € I — I? olacak
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sekilde a,b € R olsun. a & I ise bir n € Z* icin b™ € I olur. Dolayisiyla b € VI = I
dir. Buradan I nin hemen hemen asal ideal oldugu sonucuna ulasiriz.

Tersi benzer sekilde ispatlanabilir.

Simdi terslenebilir hemen hemen asalimsi ideallerin asalimsi ideal olduklarini
ispatlayalim.

Teorem 3. 2. 1. 14. I ideali R nin terslenebilir bir ideali iken I nin hemen hemen
asalimsi ideal olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul I nin asalimsi ideal olmasidir.

Ispat: I hemen hemen asalimsi ideal olsun. xy € I olacak sekilde x,y € R olsun. x & I
ise y+1 ? da bir sifir bélendir. Dolayisiyla Teorem 3. 2. 1. 3. ten bir n € Z* igin

y™I < I? elde ederiz. I bir terslenebilir ideal oldugundan

y"R = y™*[I~t €[]~ = IR < I olur. Buradan y™ € I elde ederiz.

Tersi benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 3. 2. 1. 15. R nin I has idealinin hemen hemen asalimsi ideal olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul AB € I — I? olmak iizere R nin herhangi A ve B idealleri i¢in A € I veya
B € T olmasidr.

ispat: (=): I hemen hemen asalimsi ideal olsun. B & /I ise b & /I olacak sekilde bir
b € B vardir. a elemani A mn bir keyfi elemani ise ab € I — I? dir. b & VI oldugundan
a € I elde ederiz. Dolayisiyla A € I dir.

(€): ab€1—1? olsun. O zaman (a){b) €1 —I? olur. Dolayisiyla (a) S I veya
(b) € VI dir. Buradan bir n € Z* i¢in a € I veya b™ € I elde ederiz.

Teorem 3. 2. 1. 16. R nin [ has idealinin hemen hemen asalimsi ideal olmasi i¢in gerek

RZ de zayif asalimsi ideal olmasidir.

I .
ve yeter kosul Zhin—

Ispat: (=): I hemen hemen asalimsi ideal olsun. a + I?, b + I? E% olmak fiizere
(a+13)(b+1%) EILZ— 0 olsun. O zaman ab €1 ve ab & I? olur. I hemen hemen
asalimsi ideal oldugundan bir n € Z* icina € I veya b" €  dir. a € I ise a + I? € ,Lz

ve b" el ise (bB"+13)=(b+I>)" EIL2 dir.

(<): ILIE nin zayif asalims: ideali olsun. a, b € R olacak sekilde ab € I — I? olsun. O
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zaman ab + I? E,Lz dir ve ab + I? # I? dir. Buradan (a +I1?)(b +1?) eliz— 0 elde
ederiz. Dolayisiyla bir n € Z* icin ya (a + 1?) EIL2 ya da (b + I?)" EIL2 dir. Bunun
sonucunda a € I veya b™ € I olur.
En son olarak belirli tip halkalarda hemen hemen asalimsi ideallerin birkag
karakterizasyonunu verelim.
S R nin ¢arpimsal kiimesi olmak tizere P NS = @ olacak sekilde P R nin asal ideali
Ise;
1) Ps Rg nin asal idealidir.
2) PsNR ={x €R;xs € P,birs € S igin} olacak sekilde P; N R = P dir[13].

Simdi 1) i hemen hemen asalimsi idealler iizerinde genisletelim. Fakat ilk durum
ikinci durumun genelde tutarh olmayan bir ornegini verir.
Ornek 3. 2. 1. 17. Zg halkasin1 ve S = {1,2,4} kiimesini diisiinelim. Z¢ da P = {0}
hemen hemen asalimsi idealini alirsak

PsnNZg ={x €Zg;xs =0,birs € Sicin} = {0,3} # P
elde ederiz.
Teorem 3. 2. 1. 18. P R nin hemen hemen asalimsi ideali ve P N S = @ olacak sekilde

S R nin ¢arpimsal kiimesi ise Ps Rg nin hemen hemen asalimsi idealidir.

Ispat: P; = Rg ise S # @ oldugundan s € S aliriz. Bu durumdaz € P olur. Aslinda E Rg

nin birim elemanidir. O zaman birp E Pvet € S iginz = % dir. O zaman

kst=kspePnNS
olacak sekilde k € S vardir. Bu bir geliskidir. Dolayisiyla Ps # Rg dir. g% Ps olacak

sekilde g% € Ps — (Pg)? olsun. Buradan % € P, % & (Pg)? ve p & P sonuclarini elde
zZ

ederiz. O zaman bir z€ P ve u € S igin % == olur. Dolayisiyla vupq = vstz € P

olacak sekilde v € S vardir. vupq € P? ise

Pa _vupq _ vupq
st vu st vust

€ (Ps)?

olur. Bu bir geliski olur. O zaman vupq ¢ P? dir. Buradan vupq € P — P? elde ederiz.
puv € P ise puv € P — P? dir. Buradan bir m € Z* igin (uv)™ € P olur. PNS =0

oldugundan bu bir ¢eliski olur. O zaman puv ¢ P dir. Buradan bir n € Z* i¢in q™ € P

sonucu ¢ikar. Dolayisiyla (%)" = Z—n € Ps elde ederiz.
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Simdi yerel halkalardaki temel ideallerin hemen hemen asalimsi olma 6zelliklerini tek
maksimal idealin lokalizasyonlar1 altinda koruduklarini ispatlayalim.
Teorem 3. 2. 1. 19. R tek maksimal ideali M olan bir yerel halka olsun. a € R iken (a)
nin R de hemen hemen asalimsi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul {(a),, idealinin Ry, de
hemen hemen asalimsi1 olmasidir.
Ispat: (=): (a) hemen hemen asalimsi ideal olsun. (a) ideali R de bir has ideal
oldugundan {(a) S M olur. Buradan {a) N (R — M) = @ dir. Dolayisiyla Teorem 3. 2. 1.

18. den (a),, nin Ry, de hemen hemen asalimsi ideal oldugu sonucuna variriz.
(&): (a),, Ry de hemen hemen asalims: ideal olsun. xy € (a) — (a)2 = (a) — (a?)

i Xy _ Xy ir XY _ XY 2y i i
olacak sekilde x,y € R olsun. Buradan -T=—€ (a),, dir. 7= € (a*),, ise bir

z € {a?) ve v & M olmak iizere % =§ elde ederiz. Bu durumda uvxy = uz € (a?)

olacak sekilde u € M vardir. uv € M oldugundan u elemani R halkasinda bir birim

elemandir. Dolayisiyla xy = (uv) ™ (uvxy) € (a?) elde ederiz. Bu bir ¢eliskidir.

Buradan §%= %e (az)M olur. (a),, hemen hemen asalimsi ideal oldugundan ya

x i + dcin 2 = @&)n x i
T € (a),, ya da bir n € Z* igin o= (1) € (a),, olur. T € (a),, ise x € (a) olur.
% € (a),, ise y™ € (a) olur. Buradan (a) nin R de hemen hemen asalims ideal oldugu

sonucuna variriz.

Sonug 3. 2. 1.20. R tek maksimal ideali M olan bir yerel halka olsun. a € R iken {(a) nin
R de hemen hemen asalimsi ideal olmasinin gerek ve yeter kosulu her m € M igin (%)

nin Ry, de hemen hemen asalimsi ideal olmasidir.
Ispat: (=): (a) R de hemen hemen asalimsi ideal olsun. m ¢ M olsun. O zaman

Teorem 3. 2. 1. 19. dan (a),, Ry de hemen hemen asalims ideal olur. Lemma 3. 2. 6.
dan (a),, = (%) elde ederiz. Buradan (%) nin Ry, de hemen hemen asalimsi ideal oldugu
sonucuna variriz.

(<): Herm ¢ M igin (%) nin R, de hemen hemen asalimsi ideal olsun. Buradan (%) nin
Ry de hemen hemen asalimsi ideal olur. Lemma 3. 2. 6 dan (a),, = (%) elde ederiz. O

zaman (a),, Ry de hemen hemen asalims: ideal olur. Teorem 3. 2. 1. 19. dan {(a) R de

hemen hemen asalimsi ideal olur.
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Simdi direkt carpimli iki halkada hemen hemen asalimsi idealleri tanimlayalim.
Teorem 3. 2. 1. 21. R, ve R, birimli degismeli iki halka olsun.
1) R; nin A has idealinin hemen hemen asalimsi ideal olmasinin gerek ve yeter
kosulu A X R, nin R; X R, de hemen hemen asalimsi ideal olmasidir.
2) R, nin B has idealinin hemen hemen asalimsi ideal olmasmin gerek ve yeter
kosulu R; X B nin R; X R, de hemen hemen asalimsi ideal olmasidir.
Ispat: 1): (®): A R, de hemen hemen asalimsi ideal olsun. A R; nin has ideali
oldugundan A X R, R; X R, nin has idealidir. a,b € R; ve s,t € R, olmak {izere
(a,s)(b,t) EAXR, — (AXR,)?> ve (a,s)¢&AXR, icin (a,s),(b,t) €ER  XR,
olsun. O zaman (ab,st) EAXR, —(AXR,)2?=(A—A*>)XR, ve ag¢A olur.
Buradan ab € A — A? dir. Dolayisiyla bir n € Z* igin b™ € A olur. Bdylece
(b,)" = (b",t") € AXR,
elde ederiz.
(<): AXR, R; XR, de hemen hemen asalimsi ideal olsun. a € A olmak iizere
ab € A — A? i¢cin a, b € R, olsun. Bu durumda
(a,1g,), (b, 1g,) = (ab,1z,) € (A — A®) X R, = A X R, — (A X R;)?
elde ederiz. A X R, hemen hemen asalimsi ideal oldugundan bir n € Z* igin
(b, 1R2)n € AXR, olur. Buradan (b" 1z,) = (b, 1R2)n € AX R, olur. Boylece
b™ € A elde ederiz.
2): Ayni1 yontemle ispatlanabilir.
Sonug 3. 2. 1. 22. R, ve R, birimli degismeli iki halka olsun. Bir K idealinin R; X R, de
hemen hemen asalimsi ideal olmasinin gerek ve yeter kosulu K nin asagidaki verilen
formlardan birini saglamasidir.
1) I R; in hemen hemen asalimsi ideali olmak iizere K = I X R, ideali.
2) ] R, nin hemen hemen asalimsi ideali olmak iizere K = R; X ] ideali.
3) I Ry in idempotent ideali ve J R, nin idempotent ideali olmak {lizere K =1 X |
ideali.
Ispat: Bunun ispatinda Teorem 3. 2. 1. 21. den ve I R, in ] R, nin idealleri olmak iizere

R; X R, nin her K idealinin I X J formunda oldugu bilgisinden yararlanilir[24].
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4. SONUC

Tezimiz {i¢ ana bdliimden olusmaktadir. {1k béliimde ideal ve birimli degismeli halka

kavramlari i¢in temel bilgiler verilmistir. Modiil kavramindan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde asal ideallerden bahsedilerek bu baslik altinda zayif asal ideal ve
hemen hemen asal ideal yapilar1 tanimlanmistir. Bu ideal yapilarinin 6zellikleri

anlatilmis bazi genellestirmeleri verilmistir.

Hemen hemen asal idealler baz1 6zel halka yapilar1 altinda incelenmistir. Ideallestirme

Metodu kullanilarak bu tip idealler ile ilgili 6rnekler verilmistir.

Ucgiincii boliimde ise ikinci boliimde bahsedilen azayif asal ideal ve hemen hemen asal
ideal yapilarinin asalimsi versiyonlari tanimlanmistir. Zayif asalimsi ideal ve hemen
hemen asalimsi ideal olarak adlandirilan bu idealler asalimsi idealler bagligi altinda

ozellikleriyle incelenmistir.
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