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OZET

BRANS - DICKE KURAMINDA SILINDIRIK VAKUM
COZUMLERI

Bu tezde, alternatif kiitle ¢ekimi kuramlarinin en 6énemlilerinden birisi olan Brans —
Dicke kurami kapsaminda silindirik simetrik genel vakum ¢oziimleri ele alinmistir.
Ozellikle, silindirik simetrinin dinamik vakum ¢dziimlerine izin vermesinin bir sonucu
olarak elde edilmis olan ve kiitlegekim dalgalarini analitik olarak incelemeye izin veren
Einstein — Rosen tipi dalga denklemleri incelenmistir. Tezde alan denklemlerini elde
etme yontemi olarak ortonormal tabanda Cartan denklemleri kullanilmistir. Oncelikle
bu denklemler aracilig: ile elde edilen egrilik tensor bilesenleri kullanilarak Einstein
kuraminda (genellestirilmis) Einstein — Rosen denklemleri elde edilerek farkli fiziksel
durumlara kars1 gelen gesitli bilinen ¢6ziimler incelenmistir. Daha sonra ise tezin
orijinal kism1 olan Brans — Dicke kurami i¢in gerek kdsegen gerekse en genel zamana
bagli silindirik simetrik metrik i¢in vakum ¢oziimleri incelenmistir. Bu boliimde ayrica
cesitli fiziksel durumlara karsilik gelen farkli yeni ¢oziimler elde edilmistir. Son
boliimde ise bu ¢ozlimler icin Thorne’un C-enerjisi ile test parcaciklarinin jeodezik

hareket denklemleri gibi farkh fiziksel 6zellikleri ele alinmigtir.



ABSTRACT

CYLINDRICALLY VACUUM SOLUTIONS IN BRANS -
DICKE THEORY

In this thesis, cylindrically symmetric general vacuum solutions are considered in
the framework of one of the most important alternative theories of gravitation i.e., Brans
— Dicke theory. The Einstein — Rosen wave equations, which allow analytic
investigation of gravitational waves, obtained as a result of cylindric symmetry allowing
dynamic vacuum solutions, have been examined especially. In the thesis, the Cartan
equations in an orthonormal frame are employed as a method to obtain the field
equations. Firstly, the curvature tensor components which were obtained by these
equations are used to obtained the (generalized) Einstein — Rosen equations and several
known solutions corresponding to different physical cases are reviewed. Later, in the
orginal part of the thesis, the vacuum solutions for the diagonal or most general time
dependent cylindrically symmetric metrics in the Brans — Dicke theory are investigated.
Also in this part, several new solutions corresponding to different physical cases are
obtained. In the last part some properties of these solutions such as Thorne’s C-energy

and geodesic equations of motion of the test particles are studied.
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SEMBOLLER
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1.BOLUM
GIRIS
1.1. Genel Gorelilik Teorisi

Einstein’in genel gorelilik kurami (GR), dogadaki dort temel kuvvetten birisi olan
kiitlecekim etkilesmesini acikladigr i¢in fizigin en 6nemli kuramlarindan biridir. Bu
kuram ilk ortaya atildig1r 1915 yilindan bu yana ¢esitli gozlem ve deneysel verilerle
sinanmasinin yani sira kuramin getirdigi yeni ongoriiler, yildizlarin ve evrenin yapisini
ve dinamigini daha iyi kavrayabilmemize imkan tanmmstir. Kiitle ¢ekimin klasik
testleri olarak literatlirde adlandirilan bazi testlerden basariyla gecen bu kuram, basta
151810 Giines tarafindan saptirilmast ya da Merkiir’iin yoriingesindeki sapma gibi
Newton mekaniginin agiklamakta yetersiz kaldigi c¢esitli kiitle c¢ekimsel olaylari
aciklayabilmistir. Ayrica, Einstein denklemlerinin en 6nemli iki ¢oziimiinden birisi
olan karadelik c¢oziimleri, yildiz ve kara deliklerin kiitle ¢ekim alanlarinin dogru bir
sekilde hesaplanabilmesine ve yukarida kisaca bahsetmis oldugumuz gozlemsel
olaylarin agiklanabilmesine imkan vermistir. Diger bir 6nemli ¢6ziim olan Friedman —
Robertson — Walker kozmolojik ¢oziimleri, i¢inde yasadigimiz evrenin dinamigini
anlayabilmemize olanak saglamig, evrenin kozmik evrimini ve ilk olarak Edwin
Hubble’in gozlemledigi evrenin genislemekte oldugu gergegini matematiksel olarak
gostermistir.  Kisacasi, Einstein denklemlerinin ¢dziimleri, icerisinde yasadigimiz
evreni anlamamizda biiyiik rol oynamaktadir [1].

GR kuraminin bir diger 6nemli 6ngoriisii ise uzay — zaman dalgalanmas1 anlamina
gelen kiitle ¢ekim dalgalarinin varligimi 6ngdérmesidir. Bu durum ilk olarak Einstein
tarafindan bu kuramin lineerize edilmis hali i¢in gdsterilmis olmasina ragmen bu
cikarim ilk baglarda bazi fizikciler tarafindan siipheyle karsilanmistir. Ancak daha
sonra, ilk olarak Einstein ve Rosen tarafindan gosterildigi gibi [2], zamanla Einstein
denklemlerinin kiitle ¢ekim dalgalarina karsilik gelen tam ¢oziimleri kesfedilerek
sonugta kuramin kiitlecekim dalgalarinin varligini 6ngordiigii gercegi kabul edilmistir.
Kiitle ¢ekim dalgalarinin dogada var olup olmadig1 sorusu ise hala giincel ve 6nemli bir
konudur. Bu tip dalgalarin varligi Hulse ve Taylor’un kesfettikleri Hulse — Taylor ikili

yildiz sisteminin [3], GR kuramina uygun bir sekilde kiitle cekimi 1s1mas1 yaparak enerji



kaybettiginin gosterilmesiyle dolayli yoldan kanitlanmigtir. Dogrudan bu dalgalarin
varligimi kanitlamak i¢in bir¢ok dedektor kurulmus olmasina ragmen heniiz kesin bir
sonug elde edilememistir [4]. Bunun sebebi kiitle ¢cekimi etkilesmesinin dogadaki en
zayif etkilesme olmasi dolayisiyla ¢ok hassas gdzlem sistemlerine ihtiya¢ duymasidir.
Oniimiizdeki yillarda dedektdrlerin bu hassasiyete kavusmasi beklenmektedir.

GR kurami, uzay - zaman geometrisi ile madde ve enerjinin iliskisini belirleyen bir
kuramdir. Bu kuramin alan denklemleri Einstein — Hilbert eyleminin, bu eylemin temel
degiskeni olan uzay — zaman metrigine gore varyasyonu yoluyla elde edilebilir.

Einstein - Hilbert eylemi,

Sen = [ Lewl0]dx, (1.1)

seklinde verilen Einstein — Hilbert Lagrange fonksiyonunu i¢cermektedir. Burada g

metrik tensoriin determinantidir. Einstein — Hilbert Lagrange fonksiyonu ise,

1
L, =—R+L a1, 1.2
N T 162G M [‘// g] (1.2)

seklinde verilmektedir ve Ricci egrilik skaleri R, w simgesi ile temsil edilen uzay —
zamandaki her tiirlii madde ve enerji alanlarini iceren ve ayn1 zamanda uzay — zaman

metrigine de bagl olan L,, madde Lagrange terimlerinden olusmaktadir. Burada G

Newton’un evrensel kiitle ¢gekim sabitidir. Bu kuramin matematiksel yapisini kuramsal
bilgiler kisminda daha ayrintili olarak agiklayacagiz.

Yukarida saymis oldugumuz basarilarina ragmen, Einstein’in genel gorelilik
kuramina alternatif olan kiitlegekim kuramlari, fizikgilerin ilgisini ¢ekmeye devam
etmektedir. Matematiksel merak ve kiitle ¢ekimi etkilesmesinin kuramsal yapisinin daha
1yl anlasilmas1 gibi motivasyonlar yaninda baz1 gozlemsel sonuglar da bu alternatif
kuramlara olan ilgiyi artirmistir. Ozellikle son yillarda astrofizik ve kozmoloji
alanlarinda yapilan gozlemsel calismalar, i¢inde bulundugumuz evrenin toplam madde
dagiliminin %73 {iniin karanlik
enerji (dark energy), %22’sinin karanlik madde (dark matter) ve ancak kalan %5’inin
bildiginiz tiirden madde oldugunu ortaya koymustur [5]. Bu karanlik enerji, bilinen

madde tiirlerinin durum denklemine uymamakta ve kozmolojik sabit gibi



davranmaktadir. Son yillarda yapilan ve gelecekte yapilmasi planlanan yiiksek enerji
deneyleri sonucunda bu karanlik madde ve enerjinin igeriginin agiga ¢ikarilabilecegi
diisiiniilmektedir. Ancak, 6zellikle karanlik enerjinin varliginin Einstein kiitle ¢ekim
yasasinin kozmolojik 6l¢ekte modifiye edilmesini gerektirdigi fikri, son yillarda ¢ok
popiiler olan 6nemli bir fikirdir. Bu kapsamda, 6zellikle son on yilda f(R) [6] ya da
Brans — Dicke (BD) [7] tipi skaler tensor teorileri gibi alternatif kuramlarin gerek
matematiksel Ozelliklerinin arastirilmasi, gerekse fiziksel olarak ¢esitli durumlara
uygulanmas: 6nemli hale gelmistir. Bu tezde en Onemli alternatif kiitle ¢ekimi

kuramlarindan birisi olan BD kurami géz 6ntine alinacaktir.
1.2. Brans-Dicke Skaler Tensor Teorisi

BD skaler tensor kurami, en onemli alternatif kiitle ¢ekimi kuramlarindan biridir.
Einstein’in GR kurami, Mach ilkesinden ilham almis olmakla beraber, bu ilkeye
uymamaktadir. Brans ve Dicke bu ilkeye uygun olduklarini diistindiikleri skaler tensor
tipi bir kuram ortaya atmisladir [7]. Skaler tensor tipi farklt kuramlar daha dnceden
Jordan [8] ve Thiry [9] gibi fizikgiler tarafindan da ortaya atilmisti. Bu kuramin

temelinde Newton kiitle gekim sabiti G ’nin yerini ¢ simgesi ile temsil edilen bir skaler

alanin almasi1 yatmaktadir. BD kuraminda ayrica @ ile temsil edilen boyutsuz Dicke
ciftlenim sabiti olarak adlandirilan ek bir parametre mevcuttur. Bu parametrenin biiyiik
degerlerinde (@ —o0) BD kurami, GR kurami ile aymi sonuglart vermektedir. BD
kuraminda g6z Oniine alman skaler alan, en genel durumda uzay ve zamanin bir
fonksiyonu oldugundan yerel bolgelere ve zamana gore degisebilmektedir. Bu kuram
daha genel bir kiitle ¢cekim kurami1 oldugundan GR kuramina gore daha genis bir ¢6ziim

kiimesine sahiptir. BD Lagrange fonksiyonu,
Lap = pR—20" 40, p+ L, [w.0] (1.3)
BD — p p VILZLAE :

ifadesi ile tamimlanir. Bu ifade icerisinde ¢ skaler alani, R Ricci skalerini,o BD
ciftlenim sabitini, ¢ kismi tiirevi, L,, uzay - zamanda mevcut diger tiim alanlara ait

toplam lagranjiyan fonksiyonunu ve y ise diger tim alanlari temsil etmektedir. Bu

ifade ile GR kuramimi karsilastirirsak yukarida (1.2) ile verilen Einstein — Hilbert



Lagrange fonksiyonunun ilk teriminde Newton kiitle ¢ekim sabiti 16 7 G *nin yerini ¢

BD skaler alan teriminin aldigini goriiriiz. Bir diger parametre olan @ ayarlanabilir
parametresi i¢in @ —> oo degerinde GR kuramu ile ayni sonuglar1 verdigi bilinmektedir.
Giines sisteminde bu kuramin Ongoriileri Cassini — Huygens uydusunun goézlemsel

sonuglariyla karsilastirildigi zaman, gozlemler ile uyumlu sonuglarin  @>40.000

degerinde verdigi bulunmustur [10].
1.3. Silindirik Simetrik Coziimler ve Einstein — Rosen Dalgalar:

Gerek GR gerekse onun alternatifi ya da genellestirilmesi olan kuramlarin alan
denklemleri son derece karmasik, birbirine bagli, lineer olmayan diferansiyel
denklemledir [1-11]. Bundan dolay1, ancak yiiksek simetriye sahip (kiiresel, eksenel,
silindirik vb.) uzaylar i¢in gergek ¢oziimler miimkiin olabilmektedir. Bizim 6ncelikle
ele alacagimiz silindirik simetrik ¢6ziim tiplerinin statik vakum ¢6ziimii, 1919 yilinda
Levi — Civita (LC) tarafindan bulunmustur [12]. Bu ¢oziimiin 6zellikleri ve ¢6ziim
parametrelerinin fiziksel anlamin1 ortaya c¢ikarmak Ozellikle son yillarda 6nemli bir

arastirma konusu olmustur [13].

Silindirik simetriye sahip uzay-zamanlarin 6nemli bir 6zelligi, genel gorelilik
kapsaminda, kiiresel simetrinin aksine, statik olmayan (zamana bagli)) vakum
¢Ozlimlerinin miimkiin olabilmesidir. 1937 yilinda Einstein ve Rosen [2], daha &nce
Beck [14] tarafindan incelenmis olan silindirik simetrik bir uzay-zaman geometrisi i¢in
Einstein denklemlerini inceleyerek kiitle ¢ekim dalgalarina karsilik gelen kiitle ¢ekim
alan denklemlerinin tam ¢6ziimlerinin mevcut oldugunu gostermislerdir. Bu ¢oziimler
silindirik simetrik kiitle ¢cekim dalgalarina karsilik gelmektedirler. Silindirik simetrik
kaynaklar simetri ekseni dogrultusunda sonsuz uzama sahip olmalar1 gereklili§inden
dolay1 ¢ok gercekei kaynaklar olmamalarina ragmen, bu tiir ¢oziimler, kiitle ¢ekim
dalgalarmin analitik olarak incelenmesine olanak sagladigindan dolayr biiyliik 6nem
tasimaktadirlar. Ayrica bu tip kaynaklar uzatilmig cisimlerin davraniglarini daha iyi

anlayabilmemiz bakimindan da 6nemlidir.

1965 yilinda Marder, bir atim dalgasinin uzay- zamandan gegmesi durumunda arka
alandaki statik vakum ¢oziimiiniin enerjisinin bir kismini tasidigini gostermistir [15].

Silindirik simetrinin yapis1 geregi, Uzay — zaman geometrisinin her dogrultuda



asimptotik olarak diiz olmamas1 ve kaynaklarin eksenel dogrultuda sinirlandirilmamis
olmasindan dolayi, asimptotik olarak diiz uzay — zamanlar i¢in tanimlanmis olan kiitle
cekimsel kaynaklarin enerjisini belirleme yontemi kullanilamamaktadir. Ancak 1965
yilinda Thorne, yerel olarak korunan ve goézlemlenebilen C-enerjisi ya da silindirik
enerji (cylindrically energy) olarak adlandirilan bir biiytlikliik tanimlamis ve Marder’in
calismasindaki silindirik atim dalgasinin tasidigi enerji miktarim1 bu dalganin C
enerjisine esit oldugunu gostermistir [16]. Dolayisiyla silindirik simetrik Einstein —
Rosen dalga ¢oziimlerinin ve onun genellestirilmelerinin incelenmesi, kiitlecekim
dalgalarimin davranislar1 ve bu dalgalar yoluyla olusan enerji kaybi konularmin
anlagilmasinda yardimct olmustur [11,16,17]. Ayrica bu tip ¢ozlimler silindirik ¢okme
[18], kuazi - yerel kiitle [19], kanonik kiitle ¢ekimi [20], kuantum kiitle ¢gekimi [21] gibi

farkli konularin incelenmesinde kullanilmistir.
1.4. Amac¢

Biz, bu tezde genel olarak silindirik simetriye sahip ¢oziimler tizerinde duracagiz.
Ozellikle BD kuramu igin silindirik simetrik alan denklemleri, ortonormal tabanlar igin
Cartan’in yapr denklemleri aracilifiyla elde edilecektir. Daha sonra alan denklemleri,
bosluk (vakum) i¢in ele alinarak muhtemel ¢6ziim tipleri belirlenecektir.  Bu
denklemleri incelemekteki dnceligimiz, genellestirilmis Einstein — Rosen tipi ¢ozlimler
elde etmek oldugundan dolay1 sadece bu tip c¢oziimler ele alinacaktir. Ayrica elde
edilen bu yeni ¢oziimlerin fiziksel 6zellikleri, ¢coziim parametrelerinin fiziksel yorumu

ile bu uzay zamanlarda pargacik hareketleri incelenecektir.

Silindirik simetrik Einstein — Rosen dalga denklemlerinin farkli durumlara karsilik
gelen bir¢cok ¢oziimii mevcuttur. Bu ¢oziimlerden tezimizin ilerleyen bdliimlerinde
bahsedilecektir. Biz, bu tezde Einstein - Rosen tipi dalga denklemlerini ve onun bazi
genellestirmelerini BD kurami acisindan ele alacagiz. Bu tezde oncelikle Einstein —
Rosen dalga denkleminin elde edilmesi ve bazi ¢oziimlerinin bir Ozeti verilecektir.
Daha sonra BD kurami ¢ergevesinde Einstein — Rosen denklemlerine yol agan vakum
alan denklemleri incelenecektir. Ayrica kosegen ve kdsegen olmayan uzay — zaman
metrikleri icin GR kapsaminda bilinen bazi1 ¢oziimler icin BD kuramina karsilik gelen
bazi yeni ¢oziimler elde edilecektir. Ve son olarak bu ¢oziimlerin bazi fiziksel

ozellikleri incelenecektir.



Bu tez caligmasinin asagida belirttigimiz amaglara ulasabilme yolunda onemli

katkilarda bulunacagina inaniyoruz.

e Brans — Dicke alternatif kiitlecekim kurami kapsaminda yeni silindirik simetrik
Einstein — Rosen tipi vakum ¢6ziimleri elde edilecektir.

e Bu yeni ¢oziimler ve var olan ¢dziimlerin ¢esitli matematiksel ve fiziksel 6zellikleri
incelenecektir.

e Elde edilen yeni ¢oziimler mevcut ¢oziimlerle karsilastirilarak sonuglar fiziksel
olarak yorumlanacaktir.

e Bu calismanin alternatif kiitle ¢ekimi kuramlarinin bazi1 fiziksel ve Onemli
¢Oziimlerinin Ozelliklerinin, Einstein kiitlegekim kurami ile olan benzerlik ve

farklarinin anlasilmasi konusunda katkida bulunmasi amag¢lanmistir.

1.5. Kuramsal Bilgiler

Bu tezde 3+1 boyutlu, (—,+,+,+) isaretine sahip Riemann tipi bir uzay - zaman

manifoldunu g6z oniine alacagiz. Uzay - zaman ¢izgi eleman yerel koordinatlarda,
ds® = g, dx*dx", (1.4)

ifadesi ile verilir. Burada g, uzay — zaman metrigini, x*,X° uzay — zaman

koordinatlarin1 temsil etmektedir. Bu tezde kullanilan a,b= 0,1,2,3 degerlerini
almaktadir ve tez boyunca Einstein toplama kuralin1 kullanacagiz. Bir T°, tensoriiniin

kovaryant tiirevi,
Tab;c =0,T% +Fadchb _decTad1 (1.5)

ile tanimlanmaktadir. Bu ifadedeki I}, Kkatsayilar1 Christoffel sembolleri olarak

adlandirilir ve ,

a 1 a
e 259 ’ (abgcd +0.9qy, _8dgbc)’ (1.6)

esitligi ile tanimlanir. Burada 0 kismi tiirev operatoriidiir. Christoffel sembolleri, metrik

ile uyumlu baglant1 katsayilar1 olup,



Qab:c = 0, (1.7)
sartin1 saglamaktadirlar. Riemann tensoriiniin Christoffel sembolleri cinsinden ifadesi,
Ry =0 %y =0, g, + 1% % — %I, (1.8)
ile tanimlanmaktadir. Ricci skaleri, Ricci tensoriiniin izine esit olup,

R=R", =9"R,, (1.9)

ifadesi ile verilir. Einstein tensorii, Ricci skaleri ve Ricci tensorii cinsinden,
1
Gab = Rab _E gabR ) (110)

ifadesiyle verilmektedir. Ayrica egrilik bilesenlerinin hesaplanmasinda pratiklik

saglamasi nedeniyle ortonormal taban kullanilacaktir. Ortonormal taban vektorlerini,

e:eaa

et (111)

ile tanimlayalim. Bu ortonormal taban vektorlerine karsit olan ortonormal taban bir

formlar,
<e,0" >=0", (1.12)

bagitisindan elde edilebilir. Burada <,>, i¢ ¢arpimi ifade etmektedir. Ortonormal

tabanda, taban bir formlari cinsinden uzay — zaman ¢izgi elemant,
2 v
ds® =n,,0"0", (1.13)

ile tamimlanir, ve burada ortonormal taban bir formlar1 ile koordinat taban bir formlari

arasindaki iliski,
6" =64 dx?, (1.14)

ifadest ile verilir. Cartan’in I. yap1 denklemi,



40" + " AO" =0, (1.15)

ile verilmekte olup, A sembolii dis ¢arpim operatoriinii temsil etmektedir. Cartan’in IL

yap1 denklemi ise,
O =do”, + &', e, (1.16)

ifadesi ile verilmektedir. Burada Q' ’ye egrilik iki formlar1 denir ve ortonormal tabanda

Riemann tensorii bilesenleri cinsinden,

o' =irr o' np7, (1.17)
v 2 vAiy

seklinde agilabilir. Einstein’in GR kiitlegekim kurami alan denklemleri, Einstein-Hilbert

eyleminin (1.1), uzay-zaman metrigine gore varyasyonundan elde edilebilir. Yani,

0S¢,

=0, (1.18)
69,,
esitliginden,
G, =8zGT,, (1.19)

Einstein denklemi elde edilmektedir. Tez ¢alismasinda ¢ =1 olarak alinacaktir. Benzer

sekilde tez ¢calismasinda temel alinacak olan BD kuraminda,

Seo :ILBDHd4X1 (1.20)

eylemi esas alinacaktir. Bu eylemdeki L, ile tanimlanan BD lagranjiyeni (1.3) ifadesi

ile verilmektedir. Bu eylemin metrik ve skaler alana gore varyasyonu BD alan

denklemlerini yani,

Gab = 8ﬂ¢_lTab + a)¢_2 [¢;a¢:b - % gab ng ¢;c¢;d j + ¢_l (¢;ab - gab ng ¢;cd ) ' (121)
87
=T (1.22)



ifadelerini verir. Burada O simgesi Laplace - Beltrami operatérii ya da kovaryant dalga
operatoriinli, T simgesi ise enerji momentum tensoriiniin izini (trace) temsil

etmektedir.

2. BOLUM

EINSTEIN DENKLEMLERININ SILINDIRIK VAKUM
COZUMLERI VE EINSTEIN-ROSEN DALGALARI

Bu tezde silindirik uzay-zaman geometrilerini géz Oniine alacagiz. En genel

silindirik uzay-zaman metrigini,
ds” =’V (dr’ —dt*) +e*'W’dg’ +e* (dz+ Adg)’ (2.1)

seklinde ifade edebiliriz [11]. Bu metrikte t zamani, I' radyal dogrultuyu , Z simetri

ekseni boyunca oteleme ve ¢ simetri ekseni boyunca donmeleri temsil edecektir. Bu
koordinatlar, 0<r <o ,0<¢ <27, —0<t,z <o araliklarinda degerler alirlar. Ayrica
bu metrikteki metrik fonksiyonlar K,U,W, A olarak zamanin ve radyal koordinatin

fonksiyonlaridirlar.
2.1. Silindirik Simetrik Metrigin Egrilik Bilesenleri
(2.1) ile verilen metrigi ortonormal tabanda,
ds? =77,,0°0" =—(6°) +(6") +(6*) +(¢°), 2.2)

seklinde ifade edebiliriz.  Burada, 7, =diag(-1111) Minkowski metrigidir ve

ortonormal taban bir formlar;

6° = Vdt (2.3)
G =e™Vdr (2.4)
0% = "Wdg (2.5)
6° =" (dz+ Adg) (2.6)



olarak tanimlanmistir. Cartan I.yap: denklemini kullanarak (1.15) egrilik 1-formlarin

(")) hesaplayalim. Bunun i¢in dnce ortonormal taban bir formlarinin dis tiirevlerini

alalim.

do® =(U'-K")e" 0’ A &, 2.7)

delz[k—f)je”e%el, (2.8)

dor=| W _{ eUK9°A02+(\A—’—U’je“K91A92, (2.9)
W W

A '

d6® = m e K0 A 6% +U eUK90A93+(VAVJEBUK91A192+U'EUK191/\93. (2.10)

Bu ifadeler Cartan’in 1. yap1 denkleminde kullanilarak;

@, = (K'—U')9°+(k—0j01}eu", (2.11)

o, =| W0 | xgr | A ev g, (2.12)
W W

o, = % eV Kg2 +U eV g?, (2.13)

o, = U'—Vije”ez—(ijé“ei (2.14)
W W

o, = %)e“*ez—u'eu*ai (2.15)

P %9%%91 VK, (2.16)

egrilik bir formlari bulunmus olunur. Cartan’in II. yapr denklemini (1.16) kullanarak
egrilik iki formlarin1 hesaplamadan 6nce egrilik 1-formlarinin dig tiirevlerine bakalim.

Egrilik 1- formlarinin dis tiirevleri sirasiyla,

10



dwolzez(uK)(U”—K”JFK—U)QO/\Hl, (2.17)

L] L] (1] 2
do®,=e""" %w K—U—W—K Wy re A

vy W e ° AO*+

w[zgy ARG z\ﬂauauezwm[‘%w'd’wwK W QNAZJM

woo| ;AU AKT AW A

- _+—— |6 A6, (2.18)
W O2W 2w? 2w

+€

wok| ,AU_AK A
W W 2w

0

do ,;=¢ 0° NG +eV {ZU UK+U)H°/\H3

woae| AUT AU AK' A
e + -~ +
W W 2w 2w

' A 6 +e2<U‘K>(2L] u'-U K'+u"jelws, (2.19)

2(U-K) ,'+W'K . W' WU' _g AA AA'
W W

1

6° AO* +

do ,=¢

o | oAU AK A'vg A g et g WK e W WU A" \gt ot
W 2w w2 2w w w W 2W

et AU AL AWT A 6, (2.20)
W W 2wz aw
dot , —e" 2% AU AR R AU e (2uu +U'K-— uje%a”
W W W W
feuk [ oAU AKE A 191/\92+82(U_K)(—2U'2+UK'—U")01/\03, (2.21)
W aw oW

11



. | AU AW AU AW

=€ W 6° A O, (2.22)

dw

olarak elde edilir. Cartan’in II. yap1 denklemi (1.16) kullanilarak egrilik iki formlarini,

QO _eZ(U—K) (U "_ K"+ K—Ujeo /\81+e4u_2|( A’W AW' AU’_ A’U
1=

2VV2_2VV2+ W W N

Q°,=e?V VW—V+U R—G—V%—V%JFKU'—V\\/N—K—U’%WU rae A

W 4w?

wok|gAU A AK AW AU' AK

+e —— N
W2V 2W 2W 2w 2w

2w W Gk WK G kWK Gurszen AR (g g2
W W W AW

+€ 3

woa| ,AUT_AKT AW A AU AK

W o N (2.24)

+€

6° A 60?

_AK AU AK' AW
W W W 2w’

o2
2

+e2U | 20 —U k+G+U'2—UK’—e4U$ AN

wak| ;KU AUT AK' AK A AW

— 5 N
w w WNOO2W 2W 2W

+€

+e2U9) | 30U —U K’ —U'K+U'— e —:\A

2

N (2.25)

12



WK WK W

@, = o —W—L.J K'—U'K+U'U+U"—3e® DA g0 | 2
Lo QAU AUTAKT AR A AW
W W 2W W 2w oW
! e ! Y o o o2 4 12
w0 | WKE WK WUT WU G kw4 W g A ~ |0 A 07
Wow o w W W AN
Lo gAUT AU AKT AR AW A, (2.26)
W 2N W 2w 2WE 2w
o e | QAU AU AKT AR A AW
W W W W W 2w
16| 30U UK +U'K-Urse¥ DA g o
AN
goax| gAUT AU K AK AW K
W W W W 2W? W
. o o 2 A!2
+e2(U‘K)(—2U 2 LUK +UK=U"-U +e" _4W2J91A93’ (2.27)
o, gw | KU_AUT AW AW,
W W 2w aw
° ° '2
’ o 2 12
+e2(U—K) WU_WU ~U +U'2+e4u A 2_e4U A2 62/\03’ (228)
W W AN AN

olarak elde ederiz. Yukarida buldugumuz egrilik 2 - formlarini g6z 6niine alarak (2.23 -
2.28) ve egrilik 2 - formlarin1 ortonormal tabanda (1.14) ifadesi ile acabilecegimiz

gerceginden hareketle ortonormal tabanda Riemann tensor bilesenlerini;

13



R0101=ez(uK)(U"—K"—i—k‘—ﬁ), (229)

AW AW AU’ AU
R® s =e™" ZK{ZWZ N + W W }, (2.30)
(1] L] L] L) L] .2
R, =e” ™ W WK _WK' WU +W,U _U”?-U+U K+UK' +3e" A = 1,
W W W w W AN
(2.31)
RO =g 5AU (AU AR AR A AW 03
W2V W W 2W 2w
RY,, =€V W WKWK UR-GU UK U+ 3™ AAZ : (2.33)
wooww AN
R g oAU LAUAK AK A _Aw ) 0.3
W W W 2w oW aw
RO g 5Au AU’ AK KA AW | .35
W W W W oW ow
2 -’
R, =™ ™| 20 ~UK-UK'+U+U7e¥ 2| (2.36)
AN
RO =g 2Au AU’ AK AK A _Aw | 23
W W 2w 2w oW aw
R%,, =™ 30U'-UK'-U'K+U'—e" /?NAZ , (2.38)
R, =e2v | WK WD WD G yrkeurder—sew 24 | (2.39)
woww AN

14



, L] L] , L] L] ,2
wﬁfww*>WK+WK+WU—WU—UK’UK+U4U———4ﬂuA2,
W oW w W w AW
(2.40)
RE gt AU AU L AK AK AMQ_A (2.41)
W 2w W W aw? aw
SUTEY LAV AU+AK+AK A NM (2.42)
WwW W oW oW aw
1 2(U-K) N e ot AA
R, =e —3UU'+UK'+U’'K-U'+e =1, (2.43)
wmzéwm-5AU—AU+AK+AK+A%—J\ (2.44)
W O2W 2W 2W 2W? 2w
o o .2 12
R',, =™ 202 +UK'+UK-U"-U +e" zj, (2.45)
4w
| AU AU AW AW’
R? =€ W W W2 2\N2 ) (2.46)
' o 2 12 A
R?,,, =e*V™ ﬂﬂi—ﬂﬁi—u +U2 4+e" Az—e“U Az (2.47)
W w AW AW

olarak buluruz.
elde edilir.
asagidaki gibidir.
R, =R,

uav !

Roo _ ez(U—K) U"+K"—

2

K+U 2U ——
W

W WK WK'

WU wuy’

W W
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Riemann tensoriiniin asagidaki gibi biiziilmesi sonucu Ricci tensori

Bizim metrigimiz i¢in (2.1) Ricci tensoriiniin sifirdan farkli bilesenleri

(2.48)

2\N2

(2.49)



— pAU-K) WK,+M_V£_2L]U'_e4U AA ,
W w W 2W?

R, =eV™ | U" K"+ K-U-20" 1 +
W W w W

L 1) L] L] .2
" oo ’ 12
RZZ:eZ(U_K) W_W _U+U”—WU +WU +e4U A _e4U A

W W W W 2W 2 w2 |’

AU AU A A AW AW
2 -2 + - t—
W oW W W 2wZ 2w

L] L] .2

2(U-K ° "
R,=e"" M Uu-U"+ VTR e E

Ricci tensoriiniin izi Ricci skalerini verir, yani ortonormal tabanda,
R= Ry;/ :_R00+R11+R22+R337

ifadesini kullanirsak Ricci skalerini,

WK WK WU WU W,

(2.50)

A!Z
2VV2

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

e oo Y " ' ° .2 .
R=2 U"—K"+K—U+Vl_vl+wu _WU +U _U12+e4u A 2_e
w w W W AN

seklinde buluruz. Yukaridaki biiyiikliikler yardimiyla,

1
G,uv = R,uv _EUWR ’

(2.57)

ifadesi ile tanimlanan Einstein tensoriinii hesaplayalim. Einstein tensoriiniin sifirdan

farkli bilesenleri asagidaki gibidir.
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W W W
GOl_ez(u W WK WK ZlJU' R AAz ’
W W W
roAnr W2 4
Gll:ez(u—K) WK WK —V—V—U _uyt | —A-A? ],
W W W 4W

RN
G,, =™V —U CK+K"+ S| A =A% ||,
4W

A2k A'U’+Z A AW AW
W W 2w 2W? w2

.o oo " / . 2
K'-2U" - K+2U—V—v W —Zw 2Vﬂ—u +U"% -
W W W W

2.2. Vakum Coziimleri ve Einstein — Rosen Dalgalar:

3e4U

v

(2.58)
(2.59)

(2.60)
(2.61)

(2.62)

o2
A AIZJ

(2.63)

Einstein denkleminin vakum ¢oztimleri, G,, =0 denklemine karsilik gelmektedir.

Yukarida hesapladigimiz Einstein tensorii i¢in vakum denklemleri silindirik simetrik

uzay-zaman igin,

" . ' o 2 4U o2
o | WL WK WK 5 yes 8 ~| -A-A?||=0,
W w W AN
o W WKWK 20ursev 22 o,
w W

2(U-K) VV_+WK'_V_V_L'JZ_U,2+ e® _AZ_AIZ ~0
w w AW ? ’
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(2.64)

(2.65)

(2.66)



o2 oo 4U .2
T N - SOl R | Y (2.67)
4w

wak| AU AU A A AW AW

. QAU AN AW AW (2.68)
W W 2w 2W 2W° 2W
o oo Y " ! o 02 4u ‘2
e2(U7K) K”—ZU”—K-FZU—W—}—V\L—ZWU —i—ZM—U +U12_3e . A_A!2 =0
w W w W 4w
(2.69)

ifadeleri ile verilmektedir. Simdi bu denklemleri ¢ézebilmek i¢in daha uygun hale

getirelim. (2.66) ve (2.64) ifadelerinin farki alinirsa,

W"-W =0, (2.70)

esitligini elde ederiz. Bu denklem 2 boyutlu Minkowski uzay1 i¢in dalga denklemidir

ve en genel ¢oziimii f ve g arglimanlarinin keyfi fonksiyonu olmak tizere,
W= f(r+t)+g(r-t), (2.71)

ile verilir. W koordinatinin uzay tipi bir radyal koordinata karsi gelmesini istedigimiz

1¢in,
W=r , (2.72)

secelim [22]. W =t , W =t —r gibi secimler ise farkli baglamlarda ele alinmistir [23].

Bu se¢imimizi (2.72) kullanirsak,  Einstein tensor bilesenleri asagidaki gibi

sadelesmektedirler.

fwr .2 4U .2
Gy =77 KT—U —U"? +%(—A = A’Zﬂ, (2.73)
Gy, _e2UK) 2L.J U,_$+e4u ';‘rpz\ ’ (2.74)
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G, =™ {S_oz U’2+£(—A2—A’2H (2.75)
11— Ar2 ! )

r
G.. = 2(U-K) 2 <2 e " e4U .2 12 276
b =€ U”“-U -K+K +P A—-A"1], (2.76)
G,, =e" 2&_ZAU A_i_'_ A2 | 2.77)
r r 2r 2r 2r
[ . r 62 au (42

G, =M Kr_2u—K+20-2L 0 vun - [ A Al (2.78)

% r 4r?

(2.72) secimi ile vakum denklemlerinin en basit formu asagidaki cebirsel islemler

sonucu elde edilebilir. (2.78) ifadesi ile (2.76) ifadesinin farkin1 hesaplarsak,

' e 4U .2
U+ 08 [ar_A |, (2.79)
r 2r?

sonucunu elde ederiz. (2.77 = 0) denkleminden hareketle,

ao B A 4(AU A’U’) (2.80)
r
esitligi elde edilebilir.

(2.74) =0, denkleminde K ifadesini yalniz birakarak,

U AA’

o (2.81)

K 2rUU +e

oldugunu goriilebiliriz, ve son olarak (2.75 = 0), denkleminde K’ terimini yalniz

birakarak,

Y 2 e4u )
K'=r(U +u'2j+4—[A +A’2j, (2.82)

r
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sonuglarina ulasiriz. (2.72) se¢imi ile (2.79 - 2.82) denklemlerini, (2.1) de verilen
silindirik simetrik uzay zaman metriginin vakum alan denklemlerinin en sade halini elde
etmis oluruz. Burada metrik fonksiyonlarinin birbirleri arasindaki iligki ortaya
konulmakta ve herhangi bir fonksiyondaki degisimin digerleri tizerinde de etkili olacagi

goriilmektedir.

2.3. Silindirik Simetrik Kosegen Metrik icin Coziimler

Silindirik simetrik uzay-zaman metrigi (2.1), A=0durumunda kdsegen hale gelir.
ds? =’V (dr? —dt?) +eW2d¢® +e™dz” . (2.83)

Bu durumda , W =r sart1 altinda Einstein tensor bilesenlerinin en basit hale getirilmis

alan denklemlerini,

U+ 0o, (2.84)
r
K=2rUu’, (2.85)
. 2
K’:r(U +U’2j, (2.86)

olarak elde ederiz. Burada (2.84) denklemi, diiz silindirik uzaydaki dalga denklemidir.
Bu denklemi ¢bozen herhangi bir U (t,r) fonksiyonu i¢in (2.85, 2.86) denklemleri

araciligiyla K(t,r) metrik fonksiyonu bulunabilir. Dolayisiyla genel ¢oziim elde

edilmis olunur. Yukarida (2.84 - 2.86) ile verilen denklemlere Einstein-Rosen kiitle
cekim dalga denklemleri denir [24]. Simdi bu denklemin ¢esitli ¢6ziimlerini
inceleyelim.

2.3.1. Durgun vakum céziimleri
(2.72) sart1 altinda K = K(r) ve U =U(r) olarak secilirse, (2.84) ifadesi,

U+ o 1 (2.87)
r

sekline doniigiir. Bu denklem kolaylikla ¢oziilerek,
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U=¢lInr+c,, (2.88)
¢oziimii elde edilebilir ve bu ¢6ziim (2.86) denkleminde yerine konularak,

K=&’Inr+c,, (2.89)

sonucu bulunur. Burada ¢, c,,C,terimleri integrasyon sabitleridir. Burada (2.72) se¢imi

ile elde edilen (2.88, 2.89) metrik fonksiyonlari ile tanimlanan ¢6ziim 1919 yilinda Levi

— Civita tarafindan bulunmus olan silindirik simetrik uzay - zaman statik ¢oziimiidiir.
ds” =r?¢ ) (dr? —dt* )+ r*dz” + r** w,dg’, (2.90)
Bu ifade iginde yer alan &, kaynagin birim uzunluk basina kiitle yogunlugunu, W, ise
konikligini belirleyen iki integrasyon sabitleridir.

2.3.2. Kararh dalga c¢oéziimleri

Einstein-Rosen denklemlerinin kararli dalga ¢oziimleri [25] M.Halilsoy tarafindan

bulunmustur. Bu ¢6ziim i¢in U fonksiyonu, U, bir sabit ve J; birinci tiirden Bessel

fonksiyonu olmak iizere,
Ut r)=U,J,(r)Cos(t) , (2.91)

ifadesi ile verilmektedir. Genel ¢oziimii elde edebilmek i¢in K fonksiyonunu, vakum
denklemlerini kullanarak belirleyelim. (2.86) ifadesi agilir ve gerekli ara islemler

yapilirsa,
K'=U,’r[ 3,7 (r)sin® (t) + J,*(r)Cos*(t) |, (2.92)

sonucuna ulasiriz. (2.92) ifadesinin integrasyonundan,

K :%UOZr{Jf(r)+ 3o (N3, (1)SIN* ()= 3,(r)Cos’ O + £ 1), (2.93)

sonucu elde edilir. Bessel fonksiyonlarinin asagida ozellikleri (2.92) ifadesinin

¢Oziimiinde kullanilmustir.
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I.()=CD"I.(n), (2.94)

%Aw=%%ur%xw, (2.95)

3,00 =3[90 = 1] (2:96)

Burada bilinmeyen f(t) fonksiyonunu bulmak igin ifadenin zamana gore tiirevini

alirsak,

K =2U,2rJ, (r)J,(r)Sin(t)Cos(t) + f (t) (2.97)

elde edilir. Benzer sekilde (2.85) ifadesinde U (t,r) fonksiyonu yerine yazilarak,
K = 2U,%rJ(r)J,(r)Sin(t)Cos(t) , (2.98)

oldugu gorilebilir, (2.97, 2.98) denklemleri karsilastirilarak f(t)=0  sonucuna
ulagiriz. Benzer sekilde (2.85) ifadesinden yola ¢ikarak  (2.98)  ifadesinin

integrasyonunu,
K :—%UOZrJO(r)Jl(r)Cos(Zt)+ f(r), (2.99)

olarak buluruz. (2.99) ifadesinin radyal degiskene bagl tiirevi,

K'= %Uozr [(Jf (-3 (r))Cos(Zt)} +f'(r) (2.100)

olarak elde edilir. Bu ifadeyi (2.92) ile karsilastirirsak,

U 2
2

(N ==={r"[32(N+3(1)]-13,(03,(0}, (2.101)

olarak integrasyon sabitini bulmus oluruz. Bu sabit deger yardimiyla,
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K =202 [ (3,70 + (1) 21,03, 00Cos" 0], (2.102)

sonucu elde etmis oluruz. Boylelikle (2.83) metriginin, metrik fonksiyonlar1 (2.89,

2.102) ifadeleri ile belirlenmis ve genel ¢6ziim bulunmus olmaktadir.

2.3.3. Kararh Silindirik Kiitlecekim Dalgalar:

Stephani tarafindan yapilan bir ¢alismada [26], hangi ger¢ek ¢Oziimlerin kararli
kiitlecekim dalgalarina karsilik gelebilecegini belirleyen kriterler ortaya konmustur. Bu
calismaya gore asagidaki kriterleri saglayan ¢oziimler silindirik kararli dalga ¢oziimleri
olarak adlandirilabilir:

1. Uzay zaman metrik fonksiyonlarinin temel kisimlari zaman tipi koordinati
yalnizca periyodik bir carpan olarak icermelidir ve bu fonksiyonlar uzay tipi
koordinata da bagli olmalidir.

2. Bazi metrik fonksiyonlar zaman ortalamasi sifir olmalidir. Ozellikle Poynting
vektoriiniin kiitle ¢ekimsel benzerinin (eger mevcutsa) diverjanst sifir olmalidir

ve bu vektoriin uzaysal kisimlarinin zaman ortalamasi da sifir olmalidir.

En genel silindirik metrik (2.1) i¢in yukaridaki ikinci kistas ele alindiginda K(t,r)

metrik fonksiyonunun zamana gore tiirevinin zaman ortalamasi da sifir olmalidir; yani
K,=0

sartin1 saglamalidir. Yukarida elde edilen K(t,r) metrik fonksiyonunun belirtilen her

iki sart1 da saglamasindan dolay1 bu ¢6ziim kararli dalga ¢6zlimii olarak adlandirilmistir.
2.3.4.Soliton tipi ¢coziimler

Einstein-Rosen dalga denklemlerinin soliton tipi ¢dziimleri igin,

U(t,r)= |n(;]2 , (2.103)

t—t?—r?

ifadesi ile verilmektedir [28,29]. (2.85, 2.86) esitlikleri araciligiyla K(t,r)

fonksiyonunu belirleyelim. Bu esitliklerden;
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2 2
K’ = _4rr(r2—+jt2)1 (2.105)

ifadeleri elde edilir. (2.104) esitliginin integrasyonundan,

1

K=In(t*=r®) 4 +C,(r), (2.106)

ve (2.105) esitliginin integrasyonundan,

K:In( zrt2j4+c4(t), (2.107)

sonuglart bulunur. Bulunan ¢6zlimler i¢in zamana bagl kisimdan elde edilen ifadenin
radyal degiskene bagl tiirevi ve radyal kisimdan elde edilen sonucun zamana baglh

tiirevlerinin ayni olmasi gerekliliginden sabitler asagidaki gibi elde edilmis olunur.

1
C,(r)=In(r)+, (2.108)
C, (t)=0 , (2.109)

belirlenen sabitlerle K(t,r) fonksiyonu,

K:ln[ ' 2)“, (2.110)

r’—t
olarak bulunur. (2.103, 2.110) ifadeleri (2.83) metriginin soliton tipi kiitle ¢ekim dalga

¢Ozlimiine karsilik gelmektedirler.
2.3.5. Durgun arka plan atim (pulse) ¢6ziimii

Silindirik simetrik bir kaynagi g6z ontine alalim ve bu kaynagin statik oldugunu

diistinelim. Kaynagin bir anlik i¢ine dogru biiziillip sonra tekrar eski konumuna geldigi
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bir olayda kaynak ekseninden disa dogru keskin bir atim (pulse) yaymlanmasi

durumunda bu tiirden bir olayin matematiksel ifadesi,

t— ’ ’
fOd

1 s¢?

- [(t—t’)z —r2]5

U= i (2.111)
27

olarak verilmektedir [13]. Burada U  standart Levi — Civita ¢oziimii ve f (t)dalganin

kaynagimin zamana bagli temsili olan siddetini betimlemektedir. Bu f(t) fonksiyonu
bilinmiyor ise diger metrik fonksiyon K(t,r)’ yi belirlemek miimkiin degildir. Eger bu

f (t) fonksiyonunu,
f(t)y="1,o(), (2.112)

f, bir sabit ve &(t) Dirac — Delta fonksiyonu olmak tizere (2.112) seklinde

yazilabilecegini kabul edersek, zamana ve radyal duruma bagli olarak iki halin ortaya

ciktigini goriiriiz. Bunlardan ilki

U=U_, t<r (2.113)

s¢

zamanin, radyal kisimdan kiigiik oldugu duruma tekabiil eder ve bu hal kaynagn statik
oldugu duruma karsilik gelmektedir. Yani bu durumda kaynaktan disaritya dogru bir

atim (pulse) yayinlama hali mevcut degildir. Ikinci duruma goz atarsak,

+U , t>r (2.114)

zamanin radyal kisimdan biiyiik oldugu durumlarda atim (pulse) ¢oziimii Delta — Dirac
fonksiyonunun tanimiyla mevcuttur. Bu durumda kaynagin biiziildiigii eksene paralel
olan dis eksenlerden gececek keskin bir dalga atiminin oldugunu belirtmis oluruz. Boyle
bir atim (pulse) ¢oziimi i¢in K metrik fonksiyonunu bulalim. Yukaridaki metrik
fonksiyonlarin bulunma yontemlerine benzer olarak islemler yapilirsa, (2.85, 2.86)

ifadeleri uyarinca sirastyla,
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K = —, (2.115)

Kt MK | (2.116)

olarak bulunurlar. (2.115) ifadesini zamana gore integre edersek,

f{f r2 +8m(t2—r2)3}
K +f,(r), (2.117)

8% (1 )

ifadesini elde ederiz. (2.117) ifadesindeki f,(r) fonksiyonunu bulmak i¢in bu ifadenin

radyal degiskene bagl tlirevini hesaplarsak,

fr 4gﬂ(t2—r2)z+f(t2+r2)}
K'=— prT R, (), (2.118)

oldugunu goriiriiz. Bu ifadeden f,'(r) fonksiyonunu elde etmek i¢in (2.116) ifadesiyle

karsilastirarak,
f,(r)= g%In(r), (2.119)

oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda metrik fonksiyon ifademiz,

f[f r2 +857r(t2 —rz)z}
K=

+&°In(r)+c,, (2.120)
o (1° 1)

olarak bulunmus olunur. Benzer sekilde K metrik fonksiyonunu (2.116) ifadesinden de

ayni1 metodla bulabiliriz. (2.116) ifadesini konuma gore integre ederek,
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f {f r +8571'<t2 —r2)§}+852ﬁ2(r2 —t2)2 In(r)
K =

. +1,(1), (2.121)
87 (1t —t")

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeden f,(t) fonksiyonunu bulmak i¢in (2.121)’in zamana

bagl tiirevi alinirsa,

f{frhzm(tz—rz)z}

k: 3
27z(r2—t2)

+ 1,0, (2.122)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeden f ,(t) ’yi bulmak i¢in (2.115) ile karsilastirarak,

f,(t) =0, (2.123)
sonucunu elde ederiz, buradan goriilecegi tizere f,(t) ifadesi bir sabittir. Sonug olarak,

2 .2
LI I SR Y (2.124)

K= 2
87[2(t2—r2) ﬂ.(t?_rz)z

olarak bulunmus olunur. Ayrica (2.120, 2.124) ifadelerinin farkinin sifir oldugu da

goriilebilir. Burada ¢ ifadesi bir integrasyon sabitidir.
2.4. Genel Silindirik Simetrik Metrik icin Vakum Coéziimleri

Genel silindirik simetrik vakum metriginin (2.1), ¢esitli kiitle ¢ekim dalga
¢ozlimlerini inceleyecegiz. Bu metrigin vakum Einstein denklemleri (2.79 - 2.82)

ifadeleri ile verilir .Bu denklemlerin bazi1 6zel ¢oziimlerine bakalim.

2.4.1. Kararh dalga c¢oziimleri
Einstein denklemlerinin vakum c¢oziimlerinden 6zel bir kararli dalga ¢oziimi

M.Halilsoy tarafindan bulunmustur. Bu ¢6ziim i¢in  U(t,r), A(t,r) ve K(t,r)

fonksiyonlari sirayla asagidaki gibidir:
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e—2U _ COShzae—ZUOJO(r)Cos(t) 4 SinhzanUUJo(r)Cos(t) , (2125)

A=—2rU,Sinh(2a)J, (r)Sin(t) , (2.126)
K :%uo2 7 (30 (1) + 3, (r)7) = 2r3, (1) 3, (r)Cos® (1), (2.127)

2.4.2. Soliton tipi coziimler

Genel metrik i¢in soliton tipi ¢oziim [27,28] asagidaki sekilde verilmektedir.

y= (ﬂ] , (2.128)

r

olmak iizere;

A 2r-r’) | (2.129)
y(a2+1)

e = 7(3;11)} , (2.130)
y’+a
byr

2K _ 1 2.131

burada a,b integrasyon sabitleridir [29].
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3.BOLUM

SILINDIRiIK SIMETRIK BRANS - DICKE VAKUM
COZUMLERI

3.1. Brans — Dicke Vakum Denklemleri

BD alan denklemlerinin genel ifadesi (1.21, 1.22) ile verilir. BD vakum ¢6ziimleri

icin (T,, =0) bu ifadeyi,

1 10}
R =—|¢,  +— 3.1
uv ¢ (¢,,u,v + ¢ ¢,,u¢,vj ( )

op=0, (3.2)

formunda yazabiliriz. Silindirik simetrik genel metrik (2.1) ve bu metrigin Ricci tensor
bilesenleri (2.49 - 2.54) kullanilarak,

(1] (1] Y ! " L] L] .2 - !
K"—K—U"+U—V—V—2U'2+V1(K'—U')+V—V(K+uj—e4uLZ—Q+£(K'—U')
W W W W2 4 4
Be e 2
+g(K—U)—a)%:O, (3.3)
. oo 4 . 4 " . - 12 " i
—K"+ K+U”—U—V\X/ -2U 2+\%(K'+U')+%(K—U)—e4u 2\'6/‘\/2 —%Jr%(K’—U’)
B 2
+§(K—Uj—a)22 =0, (3:4)

e " " ’ . . .2_ 12 ’ ’ y . :
UG- W WL W GW L e A é +£(U’—Vlj—é 0-Y -0 , (35
W W W W W2 4 W) ¢

" A!Z_AZ _

2

0, (3.6)

—U”+l.J.—U'Vi+ J V—v—£U'+élJ+e
W W ¢ ¢

2U’U—K'V—V—I2Vl+vll+e4ui;+£+ﬂ(f)—kj+é(u’—K’)+a)L2¢:0, (3.7)
WowW W W g g y y
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AA— Al WL O A a0 o, (3.8)
W ¢ W ¢

W’ o .W

¢"+¢’W—¢—¢W=0, (3.9)

olmak tizere BD vakum alan denklemlerini elde ederiz. Einstein vakum ¢6ziimiine

benzer sekilde (3.4,3.5) ifadelerinin toplamlar1 alinarak ve (3.9) denkleminin % ile

carpimindan elde edilen sonugla farki alinirsa,

[Mj_ (Mj _0, (3.10)
W ) \ gV

ifadesi bulunur. Eger F =@W olacak sekilde yeni bir fonksiyon tanimlarsak (3.10) ile
belirtilen denklemin,

F-F"=0, (3.11)

oldugu goriilebilir. F(t,r) i¢in bu denklem Minkowski dalga denklemine esittir. Bu
denklemin en genel ¢6zimi GR denkleminde oldugu gibi  F(r—t),F,(r+t)

arglimanlarinin keyfi fonksiyonlar1 olmak {tizere,
F=FR(r-t)-F,(r+t) , (3.12)

olarak ifade edilir. Einstein-Rosen dalga ¢6ziimlerini elde ederken yaptigimiz se¢ime

benzer olarak metrik fonksiyonlari tanimlayalim. Metrik fonksiyonlari,

W =r*

3.13
. (3.13)

olarak segersek, F =r olacaktir. Bu ifadeleri BD vakum denklemlerinde (3.3 - 3.8),

yerlerine yazip (3.6) ifadesi ile (3.5) ifadesinin farki alinirsa,

30



! Py 4U .
UII+UT_U — 2er2k [AIZ _AZJ 1 (314)

sonucu elde edilir. (3.8) ifadesinden,

A"—é(Zk —1)—:5\=4(AL.J—A'U’) (3.15)

ve (3.7) ifadesinden,

L] L] L] 4U L]
K:2rUU'+U(1—k)+%(AA'j, (3.16)
esitlikleri bulunmus olunur. Son olarak (3.7) ve (3.4) ifadeleri arasinda gereken cebirsel
islemler yapilarak,

K'=

2k-1

4er4U (A’Z+A2J+2—1r[k—1][k(a>+2)—a)]+U’(1—k)+r(L.JZJrU’ZJ , (3.17)

sonucunu bulabiliriz. Bu denklemleri genellestirilmis Einstein - Rosen - BD vakum
denklemleri olarak adlandirabiliriz. k =1 i¢in bu ifadeler Einstein denklemlerine esittir.

Biz k#1 i¢in ¢oziimler elde etmeye calisacagiz.
3.2. Silindirik Simetrik Kosegen Metrik icin Vakum Coziimleri

Bu béliimde silindirik simetrik en genel metrigin A=0 durumuna karsilik gelen ve
(2.83) ile verilen kosegen metrigin ¢esitli ¢oziimlerini tartisacagiz. Bu durumda, dikkat
edilirse (3.14) BD vakum denklemi ile (2.79) denklemi birbirine esit olmaktadir. Bu

nedenle GR vakum ¢oziimlerinde bulunan U (t, rfonksiyonlari, karsilik gelen BD

vakum denkleminin de ¢6ziimleri olmaktadirlar. Dolayisiyla silindirik simetrik kdsegen

metrigin BD ¢oziimlerini bulmak i¢in aynt U (t,r) fonksiyonlarim1 kullanabiliriz. BD

kuraminin etkileri ise K(t, r) fonksiyonunda kendisini gosterecektir.
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3.2.1. Statik ¢oziim

Metrik fonksiyonlarin (K,U ) yalmzca radyal koordinatin fonksiyonu olmasi

durumunda durgun bir uzay — zaman geometrisi elde edilir. Bu durumda yukaridaki
tartismanin 1g1gimda U fonksiyonunu (2.88) olarak secersek, (3.14) denklemi (2.84)

denklemine doniisiir ve (3.17) denklemi,

K’:%[k—1][k(a)+2)—a)]+u’(1—k)+rU’Z, (3.18)

seklini alir, buradan hareketle (3.18) ifadesinin integrali alinarak,
K ={g(l—kJ~9)+k(k—1)+(k—1)2 %}In(r)JrCs, (3.19)

sonucu bulunur. k =1 i¢in bu ¢6ziim, GR ¢oziimiinii vermektedir. Bu ¢6ziim BD kurami
icin durgun bir dis uzay — zaman geometrisini belirlemektedir [7,30,31] ve statik Levi —

Civita ¢oziimiiniin BD kuramina genellestirilmesidir.
3.2.2. Kararh dalga c¢oéziimleri

GR’de ele alinan kararli dalga ¢6ziimlerine benzer olarak (2.91) ifadesi ile

tanimlanan [31] U(t,r) fonksiyonu, A=0durumu i¢in degerlendirilirse , (3.16, 3.17)

denklemlerinde gerekli islemler yapilarak (3.16) denkleminden,

K =U,J,(r)Sin(t) (k —1)+2U,*rd,(r)J,(r)Cos(t)Sin(t) , (3.20)
bulunur. Benzer sekilde (3.17) ifadesinden,

k —1][k(a)+ 2) —a)]
2r

K'=[

+U, [Jl(r)cOs(t)(k —1+u0rJl(r)Cos(t)+UOrJ02(r)5in2(t))]

(3.21)
sonuglar1 elde edilebilir. Integrasyona tabi tutularak (3.20) ve (3.21) ifadeleri igin

strastyla,

K =-U,J,(r)Cos(t) (k —1+U,rJ, (r)Cos(t) )+ f,(r), (3.22)
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ve

K :%[Uozrz (Joz(r)+Jf(r))—ZUoJo(r)COS(t)(k —1+UOrJ1(r)Cos(t))]

+%(k —1){2u0cOs(t) +[ 2k +(k-1) @] In(r)} +1,(t), (3.23)

ifadeleri elde edilir. Burada f(r) fonksiyonunu bulmak i¢in (3.22) ifadesinin radyal

degiskene gore tiirevi alinirsa,
K’ = uOcOs(t)[(l— K)3,(r)+U,r (37 (r) —Jy° (r))Cos(t)] +f(r), (3.24)

bulunur. (3.21, 3.24) ifadeleri karsilagtirilarak bulunan f,(r)fonksiyonu integre

edilerek,
f.(r) =%[r2U % (3o (N + 37 () + [k ~1][k(w+2) - @)]In(r) |, (3.25)

sonucu bulunur. Benzer bigimde f,(t) fonksiyonunu bulmak i¢in (3.20) ifadesinin

zamana gore tiirevi alinirsa,
K =Uy [k =1+ 35(r) (k =1+ 2U,rJ, (r)Cos()) ]Sin(t) +  ,(t), (3.26)

f,(t) = sbt oldugu goriliir. Sonug olarak K metrik fonksiyonu,

K = %[Uozrz (322() + 3,(r)) ~ 20,3, (1)Cos(t) (k —1+U,rd, (r)Cos(t)) |

+%([k—l][k(a)+ 2) - »)]In(r)), (3.27)

olarak bulunur.
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3.2.3. Soliton tipi ¢6ziim

GR’den elde edilen ve A =0durumu i¢in bulunan vakum ¢oziimlerine ait metrik
fonksiyonlar BD ¢6ziimleri igin de kullanilabileceginden,U =U (t, r) fonksiyonu (2.103)
formu ile ifade edilirse (3.16, 3.17) denklemleri igin asagidaki esitlikler elde edilir.

(k—D)r? +(k —2)t( 2 _r? —t)

Ko | (3.28)
2(r? —tz)(m—t)
2t3(\/t2 _r? —t)(3—6k+4k2 +2(k =12 @) + r* (1— 20 + 4k (@ +1) — 2k* (0 + 2))
K'=

Ar(r —t)(r +t) (t —Jt2—r? )2
rzt(—2 2 —r2 (K(4k ~5) + 2(k ~1)*0) +t(3+ 6o+ 2k (3K (w + 2)—6(0—8)))

Ar(r —t)(r +t) (t —Jt2—r? )2

+ (3.29)

(3.28) ifadesinin integrasyonu sonucu,
K = %{[—In(tz “r?)—2(k-1) |n(2(t N/ rz))]+[4k2 — 2k —1+ 20k —1)2]|n(r)}

+C, (r), (3.30)

olarak bulunur, (3.29) ifadesinin integrasyonu sonucu ise,

K = %[{[(1- 2k)* +2(k —1)’ @] In(r)} +2(k =) In[(k —Drt] - In(r> —t?)

~2(k=D)in(t+F 1 )]+C7(t), (3.31)
olarak elde edilir. Integrasyon sabitleri igin (3.30, 3.31) ifadelerinin ¢dziim olmasi
gerceginden,

C,(r) :%[4k2 — 2k 1+ 20(k ~1)° |In(r), (3.32)
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C,(t)=0, (3.33)

sonuglarina ulasilir. Sonug olarak K fonksiyonu,
K = %{[4% ~2k=1+2(k—D% In(r)-Int 1)~ (k-1 In(t+ =1 )} (3.34)

olarak elde edilir.
3.2.4. Durgun arka plan atim (pulse) ¢oziimii

2. Boliimde ele alman atim (pulse) ¢oziimiinii kdosegen metrik icin, A(t,r) =0,
W(t,r)=r", ¢(t,r)=r"" olmak iizere ve U(t,r) metrik fonksiyonu (2.114) ifadesi ile

verilmek kaydiyla gereken ara iglemler yapilirsa,

e f(1+28—k)+{[g+gz —ek+k(k-1)]+(k-1) %}'”(r)”z

1

K= 2
81° (t2 - r2) 27z(t2 2 )5

(3.35)

K metrik fonksiyonu (3.35) olarak hesaplanir. Bu ifadede C, bir sabittir ve k =1 igin

GR ¢ozlimiine indirgenmektedir.
3.3. Silindirik Simetrik En Genel Metrik i¢cin Brans — Dicke Vakum Coéziimleri
3.3.1. Kararh dalga c¢oéziimleri

A=0 durumunun aksine A#0 i¢in U ’'nun sagladig1 vakum denklemi (3.14) GR
deki U fonksiyonunun sagladigi (2.125) denkleminden farklidir. Dolayisiyla bu durum
icin GR’ deki bilinen ¢oziimleri kullanamay1z, ancak asagidaki teorem, ¢oziimlerin elde

edilmesinde bize biiyiik bir kolaylik saglamaktadir.
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3.3.1.1. Teorem:

U,(t,r) ve A(tr) GR igin (2.79, 2.80) ile verilen vakum Einstein-Rosen

denklemlerinin herhangi bir ¢6ziimii olmak tizere;

U(t,r):Ul(t,r)+kT_1ln(r) , (3.36)
Alt,r)=A(,r) , (3.37)

olarak segilen U (t,r), A(t,r) fonksiyonlari (3.14, 3.15) ile verilen BD vakum Einstein-

Rosen denklemlerini saglamaktadirlar.

3.3.1.2. ispat:
U=U,tr)+f(r), (3.38)

olacak sekilde bir ¢6ziim oldugunu diisiinelim. Bu ifade (3.14) denklemi i¢inde yerine

konularak ifade tekrar yazilirsa

Ui+ f(r)

! : ", U' t:r - " f’ r
o (AZ—AZJ=U1(t,r)+M—U1+f (r)+¥, (3.39)

r
esitligi elde edilir. Bu ifadedeki f(r) fonksiyonunu 6yle segelim ki, bu denklem (2.79)

ile verilen Einstein vakum ¢o6ziimlerine esit olsun. (3.39) ifadesi ile (2.79) ifadesini

karsilastirirsak bu istegimizi saglayan f(r) fonksiyonunun,

f”(r)+¥=0 : (3.40)
QIUHT () g4y,
(g2 (3.41)

denklemlerini saglamasi gerektigi goriiliir. (3.41) denkleminden,

()= k7‘1ln(r) , (3.42)
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olarak bulunur. Bu f(r) fonksiyonu (3.40) denklemini de saglamaktadir. Bu segimle
silindirik simetrik en genel metrik icin BD vakum ¢ozliimlerini saglayan U (t,r)
fonksiyonunu elde etmis oluruz. Segilen herhangi bir U, (t,r) fonksiyonu igin K(t,r)

fonksiyonu (3.16, 3.17) denklemleri kullanilarak elde edilir.

3.3.2. Kararh dalga c¢oziimleri

BD kiitle ¢cekim kuraminin en genel silindirik simetrik uzay-zaman metrigi igin

kararl1 dalga c¢oziimlerini elde etmek amaciyla yukaridaki teorem kullanilarak, U (t,r)

metrik fonksiyonu (3.36, 3.37) bi¢giminde segilmelidir. Bu fonksiyonun Einstein vakum

denklemlerini saglayan kismu ise,
1 k4
U(t,r)=In {(Coshzaew"(r)ms(t) +Sinh2ae2CJ°(r)°°s(t)) 2 4(r) 2 ) , (3.43)

biciminde olacaktir. Ayrica teorem geregi A(t,r) da Einstein vakum c¢oziimiindeki
fonksiyonun aynist olarak seg¢ilmelidir. Dolayistyla A(t,r) fonksiyonu (2.126) olmak

tizere segilirse, (3.16, 3.17) denklemlerinden,

K =U,2rJ, (r)J, (r)Sin(2t) (3.44)

K’ =U2r (32(Cos? (1) + 3,7 (r)Sin* (1)) + [k-1] [1+3Zr+ 2k -] (3.45)

esitlikleri elde edilir. (3.44) ifadesinin integrasyonu sonucunda,

K= —%Uozr\]0 (r)J,(r)Cos(2t) + R(r), (3.46)

ifadesi elde edilir, (3.45) ifadesinin integrasyonu sonucunda ise,

K= %{2U02f2 [Jf(r) +35(r) (3, (r)Sin® (1) - Jz(r)COsz(t))]}

+%([k—1][1+3k+2(k—1)a)]ln(r))+T(t), (3.47)

sonucuna ulasilir.
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Bu ifadelerde ki bilinmeyen fonksiyonlart yani R(r) ve T(t)’yi bulmak icin (3.46)

ifadesinin radyal degiskene ve (3.47) ifadesinin zamana gore tiirevleri alindiktan sonra

(3.46, 3.47) ifadeleri ile karsilastirilarak sonug integre edilirse sirasi ile;

R(r) = %{uozr2 [352(r) + 2377 () = 3(1) 3, (1) ]+ [k ~1][1+ 3k + 2(k ~L)eo] In(r) } (3.48)

T(t) = sht, (3.49)

olarak sabit terim ifadeleri elde edilir. Sonug¢ olarak metrik fonksiyonun K(t,r)

bilesenini,
K = %{2U02r[r(\]02(r) + Jf(r))] —2J,(r)J,(r)Cos? (t) +[k —1][1+3k + 2(k —1)a)]ln(r)}

(3.50)
olarak elde etmis oluruz.
3.3.3. Soliton tipi ¢6ziim

Yukaridaki teorem kullanilarak U ve A fonksiyonlari, (3.36, 3.37) ifadeleri

uyarinca, GR kuramindaki soliton tipi bir ¢6ziim i¢in,

1 r(a®+1) k-1
Uu==I I , 3.51
2" (@ +)t+ (a2 —1)yt? —r? 2 () (359
A=w, (3.52)
;/(a +l)

seklinde segilirse, BD vakum denklemleri olan (3.16, 3.17) ifadeleri i¢cin  K(t,r)

fonksiyonu,

o _ bV (3.53)

e = :

olarak elde edilir.
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Burada,

1

A=[k@Ek-2)+2(k-1’'w], (3.54)

olmak uizere 1,a,b birer sabittir.

3.4. Brans — Dicke Vakum Coziimlerinden FElde Edilen Denklemlerin

Birlestirilmesi

Brans - Dicke vakum ¢oziimleri i¢in 6nceki kisimlarda statik durum, kararli dalga
¢Oziimii, durgun arka plan atim ¢6ziimii ve soliton ¢ozlimleri ifade edilmisti, her bir
¢Oziim ayr1 ayr1 denklemleri sagladig1 gibi bu ¢ozlimlerin toplamlar1 da benzer sekilde
¢oziimdirler. (3.14) ifadesinin, silindirik simetrik bir uzayda dalga denklemini temsil
ettigi belirtilmisti, A=0 sart1 altinda statik ¢oziim ve kararli dalga ¢oziimlerinin
toplaminin ¢6ziim oldugu duruma bakacagiz.(2.88) ve (2.91) fonksiyonlarinin cebirsel

toplamu,

Uy =Ug +Uyg (3.55)

Toplam
olmak iizere,

U, = Statik Cozim
U,y =Kararl: Dalga Coziimii

U+gpiam ifadesinin silindirik simetrik dalga denklemini sagladig: goriilebilir. Yani
" U‘I"oplam o
UTopIam + r -U Toplam = 0, (356)

denklemi saglanmis olur. Bu tiirden bir ¢6ziim i¢in K(t,r) fonksiyonu (3.16) ve (3.17)

esitliklerinden elde edilebilir. ifade edilen bu durum igin K(t,r) fonksiyonunu,

K =%(U02r2 (32(1)+3,2(r)) 2U,d, (n)Cos(t) (k —1- 2 +U,rd, (r)Cos (1))

+ %((2(52 +e—ek+(k—Dk)+(k —1)2a))ln(r)) , (3.57)
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seklinde elde edilir. Daha onceki boliimlerde bahsettigimiz sekilde k=1 durumu goz

ontline alindiginda BD alan denklemlerinin GR de ifade edilen ¢oziimlere doniistiiglini
sOyleyebiliriz. BD alan denklemlerinin ¢6ziim olarak elde edilmis fonksiyonlarinin
tamamui birlestirme metodu ile hesaplanirsa, her birinin ayr1 ayri ¢6ziim olmasina benzer
olarak ¢o6ziimlerin toplamlarinin da gerekli ara islemlerin yapilmasi halinde alan
denklemlerini  sagladigi  goriilecektir. Bu  prensiple kapsamli  ¢oziimlerin
degerlendirilebilmesi yaklasimi sergilenmek istendiginde bu coziimler birlestirilerek
sonuglar degerlendirilebilir. Biz tezimizde bu kisimlarin ¢éziimlerinin gosterilmesini

yalnizca statik ve kararli dalga ¢oziimleri agisindan ele aldik.
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4 BOLUM

SILINDIRIK SIMETRIK BRANS - DICKE VAKUM
COZUMLERININ BAZI OZELLIKLERI

4.1. Parcacik Hareketleri

Bu boliimde tartismis oldugumuz genel Brans — Dicke silindirik simetrik uzay —
zaman konfiglirasyonlar1 igin test parcaciklarmin hareketlerini veren jeodezik
denklemlerini elde ederek bu denklemleri baz1 6zel durumlar igin inceleyecegiz.

BD kuraminin temel 6zelliklerinden birisi, bir metrik kurami olmasi, yani (1.21,
1.22) alan denklemlerinin tiiretildigi Brans — Dicke eyleminde (1.3) madde
lagranjiyenine  sadece uzay — zaman metriginin ¢iftlenmesidir. Dolayisiyla BD
kuraminda test pargaciklari, aynen Einstein kuraminda oldugu gibi uzay — zaman
metriginin  jeodeziklerini izlemektedirler. BD kuraminin etkileri ise metrik
fonksiyonlardaki farkta kendisini gostermektedir.

Verilen bir uzay zaman konfigiirasyonu i¢in jeodezik denklemleri farkli yollarla
elde edilebilir. Bunlardan bir tanesi,

1 dx” dx”

L==g & 4.1
29’” dr dr (41)

Lagrange fonksiyonunun sagladigi Euler — Lagrange denklemi olan,

d_'-[d_Lj _(d_'-j 0 (4.2)
dzldx® ) Lde

ifadesidir ve her bir x* koordinati i¢in hesaplanarak elde edilebilir. Diger bir yolsa,
R +T2 XX =0, (4.3)

ifadesini hesaplamaktir. Burada e has zaman olan 7 ya gore alinmig tiirevi ve I'j,

Christoffel sembollerini temsil etmektedir. Bu boélimde basitlik i¢in sadece genel
kosegen silindirik metrigi (2.83) gbz Oniine alacagiz. Bu metrik i¢in Christoffel

sembolleri;
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rir = Kr _Ur'

r:t = Kt _Ut )
1—‘trr =K,-U,,
thz _ e4U—?_|<Ut ,

I, =e ™ (WW, W2, ),
I =K, -U,

=K, -U,,

=K -U,

M =Yy,

I, =e (WU, -WW, ),

1_‘tzz :Ut’

r‘,=—"r-u,.
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(4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)



olarak elde edilir. Bu iki yontemden herhangi birini kullanarak test pargaciginin

jeodezik denklemleri asagidaki gibi elde edilir.
L:l[ez(K’U)(rz—f2)+e2U 22+e’2UW2¢52] (4.18)
2 k)

olmak tizere;

"V [E (12482 (K, U, )+ 20 (K, ~U, ) +e™ (UW2 W, ) §° —e® (U,2°) | =0,
(4.19)
X[ (r ) (K U, )+ 2 (K -U, ) e ™ (U W2 W ) —e® (U, 2°) ] <o,

(4.20)
e [7+2(2rU, +2tU,)]=0, (4.21)
e {07 + g 2(WW,F +WWE)-W? (U F+U ) ]} =0, (4.22)

olmak iizere elde edilir. Simdi bu denklemleri bazi 6zel ¢ozlimler i¢in inceleyelim.

4.2. Test Parcaciklarinin Cembersel Hareketi

Herhangi bir pargacigin c¢embersel bir yol izleyebilmesi icin r=z=0 sart1

saglanmalidir. Bu durumda jeodezik denklemleri,

V4 (K -, ) +e™ (UW? -WW, )¢* | =0, (4.23)
VI (K, -U,)+e™ (UW? -Ww, )¢ | =0, (4.24)
e[ W2+ g(2WwWE-W?U f) | =0, (4.25)
olarak elde edilir. (4.24) ifadesi t* ile boliiniirse,

eZK(Kr—ur)=(wwr—urw2)i,3—22 , (4.26)
ifadesini elde ederiz.

W= Q (4.27)

t
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olarak tanimlayalim. Bu durumda (4.26) ifadesi,

e’ (K, -U

W2 = ( r r) , (4.28)
(ww, —u,w?)

olarak elde edilir. Yoriinge boyunca hareket eden pargacigin kat ettigi has yolun

parcacigin has zamanina orani,

ds _

dr

olarak tanimlanir. Bu ifadeyi yukaridaki Lagranjiyen yardimiyla,

<, (4.29)

& :[eZ‘K’”’ (F2—12)+e22? +e’2UW2¢32] (1.40)

seklinde yazabiliriz. Burada & teriminin alabilecegi ii¢ farkli deger mevcuttur. Bu

degerler,

£=-101, (4.31)
olmak iizere,

£=0 , v=c, (4.32)
151k tipi hareketi,

E=-1, v<c, (4.33)

zaman tipi hareketi
=1 , v>c, (4.34)

uzay tipi hareketi tasvir eder. Lagranjiyende F—z-= 0 olarak alinirsa,

L= —%(ez‘K‘U’fz —e W) (4.35)

ifadesini elde ederiz. (4.2) denklemini,

j—; =e W3¢ = sabit, (4.36)
seklinde yazabiliriz. Yukarida belirtilen ifadeden de anlasilacagi iizere hareket sabiti

olan agisal momentumun degeri belirlenmis oldu. Agisal momentum igin L, sabitini

kullanirsak,
L, =e W%, (4.37)
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olmak iizere,
L =e ™ W', (4.38)
(4.38) ifadesini t* ile bolersek bu ifadeden,

2
L¢

R R
e—4UW 4W2 !

(4.39)
sonucu elde edilir. Bu esitlik (4.30) da yerine yazilarak ¢52 yalniz birakilirsa ve elde

edilecek denklem (4.24)’de yerine yazilirsa W’nin tanimi (4.28) yardimiyla agisal

momentum ifadesini kapali formda,

(Kr—Ur)

L¢2 _ _e—zuéw 2 (—WJ , (4.40)

r

W

seklinde elde ederiz. A=0 kosegen metrik ifadesi icin elde edilen K, fonksiyonu

(3.18) esitligi kullanilarak,

p=l(k-D][k(0+2)-0]. (4.42)
olmak tizere,

(,B—kUr +r(U? +Ur2))

L¢2 _ —e‘2U§W2 ( (4.42)

ﬂ+Ur(1—k)+r(Ut2+Ur2)—VV\\l;j’
olarak elde edilir. Ancak ve ancak U,W fonksiyonlart bu denklemi sagladiklari
takdirde ¢cembersel jeodezikler mevcuttur. Bu denklemde dikkat edilmesi gereken nokta,
ifadenin sol tarafinin sabit olup sag tarafinin ise t,r’ ye bagh fonksiyonlardan
olugsmasidir. Dolayisiyla ancak ifadenin sag tarafi da bir sabite esit olursa ¢embersel
jeodeziklerin varhigindan soz edilebilir. k=1 olmasi durumunda ise sonug¢ genel

gorelilikle aynidir [32].
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4.3. Durgun Parcacik Uzerine Etkiyen Radyal Kuvvet

Baslangicta durgun olan bir pargacik {izerine etkiyen radyal kuvveti temsil edecek
ifadelere bakalim. Baslangi¢ sartlar1 olarak pargacigin simetri eksenine sabit bir

uzaklikta durgun oldugunu yani,
r2,4=0, (4.43)

oldugunu diisiinelim. Bu sartlar altinda Lagrange denklemleri yeniden goézden

gecirilirse,
_ez(K_U)[f+f2(Kt—Ut)]=0, (4.44)
eV (K, -U,)=0, (4.45)

denklemleri elde edilir. (4.44, 4.45) denklemlerini,

d . 2(K-U)\ _

E(te )=0, (4.46)
9 geaxv) _gorkvr ¢ 4 e, (4.47)
dr T

formunda yazabiliriz. (4.47) ifadesinde, sag tarafin I1. kismi igin,
fekYV=-E, (4.48)

ifadesini elde ederiz. Burada E bir integrasyon sabitidir. Jeodezik denkleminin genel
ifadesi (4.3) kullanilirsa,

X +T2 X% =0,

i+t =0, (4.49)
ifadesi bulunur. Christoffel sembolleri yardimryla bu ifade,

i,-:ez(K—u)(Ur ~K,)E?, (4.50)
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seklinde elde edilir. Bu ifade bir r=r,, noktasinda durgun olan bir pargacigin

hissedecegi kiitlecekimsel ivmeyi tanimlamaktadir. Bu kuvvet once durgun ¢oziim
incelenecektir. Hareket denklemi i¢in (4.50) statik ¢oziimden elde edilen (2.88, 3.19)

metrik fonksiyonlar1 yerlerine konularak ifade diizenlenirse, k =1 igin,

T =(1-g)er*e (4.51)

elde edilir. Bu ifade durgun Levi — Civita ¢oziimii igin test par¢aci@inin hissedecegi
ivmelenmeye karsilik gelmektedir. Cok iyi bilinmektedir Ki & parametresinin farkli
degerleri icin pargacik ¢ekici ya da itici bir kuvvete maruz kalmaktadir [11,12,13].
=01 ve &£=-0,1 degerlerine sahip iki metrik i¢in r =[0,20] aralifinda bir

parcacigin ivmelenmesi asagida gosterilmistir.

0.10 ‘
0.05 - \ ]
L \ 7
L ~ 7
. [ -_— = == = |
T 0.00 -— ea» o= o — — -
: ------------------..f
L -‘.----..--------- ]
. [ .“ ]
. 0.05 j ...’ e i
|- ... |
L o 7
4
L ) |
L4
: 010 ! v ] L . | ) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | | | | | | | |
° 5 10 15 20
r
(Sekil 4.1)

Grafikte kesikli ¢izgiler & nun pozitif degeri, noktalar ise & 'nun negatif degeri i¢in
elde edilmistir. Ayrica ¢ 'nun isaretine bagl olarak test parcacigi lizerine etki edecek

ivmelenmenin yoni, “ Tablo 4.1” de belirtilmistir.
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Tablo 4.1

e<0 - (kaynaga dogru ¢ekilme)
e>1 - (kaynaga dogru ¢ekilme)
O<ex<l + (kaynak tarafindan itilme)

BD vakum ¢oziimleri igin elde edilen statik durumda, k=1 i¢in U(r) ve K(r)

fonksiyonlar1 (4.50) ifadesinde kullanilarak asagidaki ifade elde edilir.

.I: — % r2k2(a>+2)+4g(g—k)—4k(w+l)+2w—1 {2€(k _ 8) —[k —1][k(a)+ 2) _ C()]} , (452)

Yukarida belirtilen ifadeden goriildiigii gibi parcacigin hareketinin karakterini, yani
simetri eksenine gore ¢ekilecegini mi, simetri ekseninden disar1 dogru itilecegini mi ya

da denge durumunda kalacagini mi1 belirleyen sey,
a =2e(k—¢)—-[k-1][k(w+2) -], (4.53)

ile tanimladigimiz  « katsayisinin isaretidir. Burada Einstein ¢6ziimiiniin aksine

kuvvetin karakterini belirleyen ii¢ tane parametre mevcuttur. Dolayisiyla bu k, o, &

parametrelerinin her birinin farkli deger ve isareti i¢in bu kuvvetin isareti ayr1 ayri

belirlenmelidir. r=0 durumu parcacigin notr dengede bulundugu duruma karsilik
gelmektedir. (4.53) ifadesi kullanilarak (4.52) ifadesi daha sade bir bigimde ifade

edilebilir, .r.z % r?* . Bu ifadenin sifir olmasi icin « =0 olmalidir. Bu denklemi &

i¢in ¢ozersek,

gz%(ki\/4k—3k2 —2w+4ka)—2k2w), (4.54)

sonucunu buluruz, k=1 durumunda nétr denge igin GR’dekine benzer olarak

£=0 yada &=1sonucuna ulasiriz. Ayrica w=—-2 ve ¢ =k-1 6zel durumunda da

esitlik saglanmis olur. Test parcaciginin hareketinin karakterini belirlemek icin birkag

durumun incelenmesi gerekir. r>0 , r <0 ifadeleri ile belirlenecek olan haller i¢in

mevcut olan olasiliklar “EK 1 - Tablo 4.2” de degerlendirilmistir.
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4.4. C - Enerjisi

Silindirik simetrik en genel metrik i¢in (2.1) ifadesiyle verilen ve toplam enerji

olarak adlandirilan C-Enerjisi K.Thorne [16] tarafindan bulunmustur. Kontravaryant C

- Enerji aki vektorii P# = (P',P") olmak iizere;

pt__ 1 g 2KUC | (4.93)
27W ’
r 1 L
27W ’

olarak tanimlanmaktadir. Bu durumda C-enerjisi potansiyel fonksiyonu,
1 12 ’ 2
C(t,r)=Z[K(t,r)—ln(W -W ﬂ (4.95)

ifadesi ile verilmektedir. Bu ifadeler bolgesel enerji yogunlugunu ve radyal yon

boyunca 6lgiilen dortlii hizla birlikte bolgesel akisi temsil ederler. Bu enerji ak1 vektorii

diferansiyel korunum yasasina uymaktadir, yani Pj =0 esitligini saglamaktadir. Ya da

esdeger olarak P* vektoriiniin kapali bir 3-boyutlu yilizey iizerinden integrali sifir

olmaktadir.

Pids, 0 , (4.96)

Kapali—yiizey

Bu bilgilerden hareketle BD vakum ¢oziimlerinden elde edilen U(t,r) ve K(t,r)
fonksiyonlar1 i¢in C enerji fonksiyonunu ve ayni zamanda enerji aki vektorleri olan

P“ = (P', P") bilesenlerini hesaplayabiliriz.

4.4.1. Statik durumda(C ,P',P" ) niceliklerinin degerleri
_ 2
C :%{ng —ek+k(k —1)+W}|n(r)—|n(k2r2<k-”), (4.97)

P =0, (4.98)
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ng(k—g)—k(k—l)—w(k—l)z 1
P = e(l+e-K)+=(k-1)*w+k?—3k—2, (4.99)
8xr 2

4.4.2. Kararh dalga ¢oziimleri ig:in(C , P, Pr) niceliklerinin degerleri

C= %((k ~1) (k(@+2) = @) In(r) = 2In (K*r*“ D)+ 12U (32 (r) + (1))
—2U,J,(r)Cos(t) (k —1+rU, J,(r)Cos(t)), (4.100)

—Uo(Uorz(Jo (r)2+J1(r)2)—2J0 (r)Cos(t)(k+UOrJ1(r)Cos(t))) K—w+2ka—k? (0+2)
r Jo(r)
X

U,e

P! =
87

(k—1+2U,rJ, (r)Cos(t)Sin(t))
(4.101)

e—UO(UOrZ(JO(r)2+J1(r)Z }-23, (r)Cos (t)(k+U0rJl(r)Cos(t))) P12 (1o

P" = X
167

[(k—l)(k(m 2)—w—4)+2U,r (3,(r)Cos(t) (k —1+UOrJ1COS(t))+UorJ0(r)ZSin(t)2)],
(4.102)

4.4.3. Soliton tipi ¢coziimler i¢in (C , P, Pr) niceliklerinin degerleri

C= %[(—1—2k + 4K +2(k =1)° @) In(r) =4I (kKr* ) =In(t—r)~In(t+r) |

(k—l)ln(t+\/t2 —r2)

8 i)

w-o—k* (0+ 1 k
pr e 2[t+x/t2—r2} [t+(k—1)x/t2—r2}
167Jt—rft+r ’

(4.103)

P = (4.104)
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1

1ok (k12w k
Pr=rz \/t—r«/t+r(t+«/t2—r2) x

— + , 4.105
32 ( )

-t rz—t(t+\/t27) r

( 1 j _or 2r(k —1) 7+ 20+ 2k(K(w+2) — 20 —5)
r

4.4.4. Silindirik simetrik en genel metrik kararh dalga coziimleri icin

(C P, Pr) niceliklerinin degerleri

C= %{ZCZr(r (362(r) + 37(1) — 23, (13, (1)Cos? (1)) + [ (k ~1)(1+ 3k + 2(k D) In(r)}

~ZIn(er ) (4.106)

c(23,4(r)Cos(t) —cr r(J 2(r)+J2(r))—2Jo(r)J (r)Cos?(t) —l(k—l) (1+3k+2(k-1) ) .
oo o o0l 3o(r)J,(r)Cos(t)Sin(t)

47 (Cosh? (a) +e***sinh? (a) )

(4.207)
ec (ZJO(r)Cos(t) —cr (r (Joz(r)+J12(r))—ZJO(r)Jl(r)Cosz (t)))r—Z—%(k—l) (1+3k+2(k-1) w))
P' = X
327(Cosh? (a) +e*»**Usinh? (a)
{([k 1] [3k =7 +2(k ~1) @)] )+ 4c?r* (3.2 (r)Cos” (t) + Joz(r)Sinz(t))} , (4.108)

4.5. C - Enerji Yogunlugu

Uzay - zamanin herhangi bir x* noktasinda bulunan bir gdzlemcinin diinya

¢izgisinin teget vektori, yani pargacigin dortlii hizi,

U
ur =X (4.109)
dr
ifadesi ile tanimlanir. Bu gézlemci tarafindan 6lgiilen C enerji yogunlugu,
Ecey =P*U,, (4.110)
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ifadesi ile verilmektedir. Gozlemcinin dortlii hiz vektoriine dik olan (normal) vektore

n* diyelim. Bu durumda bu gozlemcinin dlgecegi C enerji akisi,

®=P“n,, (4.111)

ile tanimlanir. Bu normal vektor,

n“Uﬂ =0
u ' (4.112)
n“n, =1

sartlarim1 saglamalidir. Sabit bir I yaricapinda bulunan bir gozlemcinin dortlii hiz

vektori silindirik koordinatlarda,

X" =(t,1,6,2), (4.113)

olmak tlizere,

u“ :(E,O,O,Oj, (4.114)
dr

ifadesi ile verilir. Silindirik simetrik en genel metrik ifadesinde zamana bagli olan kisim

ds? = —e?*Vdt?, (4.115)

ifadesi ile tanimlanmist1, ds® = —dz°olmasi gerceginden,

dr? = e Vdt?, (4.116)
dt_ v, (4.117)
dr

u“=(e"",0,0,0), (4.118)

seklinde dortlii hiz vektorii bulunur.
u,=g,U", (4.119)
olmak tizere,

U, =(-“".0,00), (4.120)
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ifadesine ulasilabiliriz. Ayrica parcacigimizin zaman tipi bir pargacik olmasi,
Uu“yu =-1, (4.121)
ifadesi ile de saglandig1 goriilmektedir.

4.6. C - Enerji Aki1 Yogunlugu

Parcacik sabit bir I yaricapinda oldugunda, normal vektorii yalnizca I

dogrultusunda olacaktir, bu nedenle normal vektoriiniin bilesenlerini,

n“=(0,n",0,0), (4.122)
temsili ile ifade edebiliriz. Normal vektoriinii,

n"=e" ", (4.123)

seklinde segersek yukarida belirtilen normal vektoriiniin saglamasi gereken kosullarin

mevcut oldugu goriilebilir. Yani,
n,=9,n" (4.124)

olmak iizere,

n.=g.n, (4.125)
n =e“", (4.126)
ifadesinin,

n'U, =0 (4.127)
nn =1 (4.128)

olduklari goriilebilir. Elde edilen normal vektoriiyle arttk C enerji yogunlugunu temsil
eden E..ve C enerji aki yogunlugunu temsil eden @ biiyiikliiklerini hesaplayabiliriz.

C Enerji yogunlugu i¢in,
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Ee =P*U, =P'U, +P'U, +PU, + PU,, (4.129)

ifadesine bakarak yalnizca zaman yo6niinde bir bilesenin bulunmasindan dolayz,

Ee =P'U,, (4.130)
ifadesini elde ederiz. C Enerji aki yogunlugu i¢in benzer sekilde,
®=P“n,=P'n+P'n +P’n,+Pn,, (4.131)
ifadesi i¢inde yalnizca radyal dogrultuda bir bilesenin bulunmasi nedeniyle,

®=P'n,, (4.132)

ifadelerinin var oldugunu gérmiis oluyoruz.

4.6.1. Statik durumda E_.. ve @ biiyiikliiklerinin hesaplanmasi

Statik durum i¢in metrik fonksiyonlar (2.88) ve (3.19) ifadeleri ile verilmisti, bu
ifadelerden yola ¢ikarak,

E.. =0, (4.133)
Ve,

1 ek—k L (k120

r 2 2(2+e+&”—(¢+3k+k?)+(k-1)’w

D= ( ( T ) ) , (4.134)
V4

sonuglarma ulasilir.

4.6.2. Soliton ¢oziimii icin E.. ve @ biiyiikliiklerinin hesaplanmasi

Soliton ¢oziimii i¢in metrik fonksiyonlar (2.103) ve (3.34) ifadeleri ile verilmisti,
bu ifadelerden yola ¢ikarak,
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) kot
pal o2k (t 7 =r7) 7 [t k-2 -r7)

Ece =- : (4.135)
3 3 2 2
167 (t—r)s (t+r)44/t+ V‘rr
Ve,
1(—3—2m—2k(1—2w+k(a)+2))) 1 1 %
O=r* (t—r)4(t+r)4(t+\/t2—r2) x
_2r 2r(k-1) +7+2a)+2k(—5—2a)+k(a)+2))
re—t’ rz—t(t+\/t2—r2) r
(4.136)

t+Jt2—r?

r

32r

seklinde soliton ¢oziimler elde edilir.

4.6.3. Kararh dalga c¢oziimii icin E.. ve ® biiyiikliiklerinin hesaplanmasi

Kararli dalga ¢oziimii i¢in metrik fonksiyonlar (2.91) ve (3.27) ifadeleri ile
verilmisti, bu ifadelerden yola ¢ikarak,

_UJ(UOrZ(JO(r)2+J1(r)2)—2J0(r)Cos(t)(k+UOrJ1(r)Cos(t))) —kz—%(k—l)zw

Ue 2 r
Ee =— y
CE 871'
Jo(r)(k—1+2U,rJ, (r)Cos(t)Sin(t)), (4.137)
‘U7O(Uor2(~]o(r)2+J1(f)2)—ZJU(r)CoS(t)(k+U0rJl(r)Cos(t)))r—l—kz—%(k—1)2a)
®= x
167
((k ~D(k(w+2)—w—4)+2U,r (Jl(r)Cos(t)(k —1+U0r31Cos(t))+UOrJ0(r)2Sin(t)z)) ,

(4.138)

olmak tizere kararl dalga ¢ozlimleri bulunur.
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4.6.4. Silindirik simetrik en genel metrik ¢oziimii icinE.. ve @

biiyiikliiklerinin hesaplanmasi

Silindirik simetrik en genel metrik kararli dalga ¢6ziimii i¢in metrik fonksiyonlar

(3.45) ve (3.52) ifadeleri ile verilmisti, bu ifadelerden yola ¢ikarak,

1 1
e 2 r(r(JOZ(r)+312(r))—ZJU(r)Jl(r)Cosz (t)) r—z(k—l) (5+3k+2(k-1) o)

. | (4.139)
47\Jr™* (Cosh(2a) Cosh(2c J, (r)Cos(t)) — Sinh(2¢ J, (r)Cos(t)))

L r{r(967 (r)+322 (1) 23, (1) 3, (1) Cos? (1) 1k L (k1) L3k 2(k-1) )
2 r 4

X

D =
327,[r™ (Cosh(2a) Cosh(2¢ J,(r)Cos(t)) - Sinh(2¢ J,(r)Cos(1)) )

((k 1) (=7+3k + 2(k — 1))+ 4c?r? (J,(r)*Cos(t)’ +J0(r)28in(t)2)), (4.140)

sonuclarina ulasiriz.
4.7. C - Enerjisi Potansiyel Fonksiyonu Grafikleri
4.7.1. Statik ¢oziim

A=0 durumunda silindirik simetrik en genel metrik ifadesinin kdsegen hale
geldigini daha once belirtmistik, burada BD kuramindan elde sonuglar ile GR kurami
arasinda C enerjisi bakimindan nasil bir fark oldugunu anlamak icin baz1 grafik
cizimlerine yer verilecektir. Bu karsilastirmalar sirasiyla statik, kararli dalga ¢oziimleri

ve soliton tipi ¢oziimler i¢in yapilacaktir.

Statik durum g6z oOniine alinarak &=1, @ =1 olmak iizere BD ve GR arasindaki

enerji degisim farki (Sekil 4.2)’deki gibidir.

BD-1: icin k=3
BD-2: igin k=-3
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(Sekil 4.2)

k degerinin negatif yada pozitif olarak biiylimesine paralel olarak C enerjisi de
artmakta ve buna bagli olarak GR egrisiyle BD arasindaki fark biiyiimektedir. Daha
once Thorne tarafindan ifade edilmis olan C - Enerjisinin uzay zamanin dalgalanmasi
esnasinda tasman enerji biiylikliigiine esdeger oldugu ifade edilmisti. Bu agidan
bakildiginda BD alan denklemleri sonucunda elde edilen fonksiyonlarin C - Enerjisi
bakimindan da Einstein c¢oziimlerinden ne Olclide farkli sonuglar dogurdugu

goriilmektedir.
4.7.2. Kararh dalga ¢oziimii

Kararli dalga ¢oziimleri iginde metrik fonksiyon degerlerindeki temel farki k
degeri olusturmaktadir, yani k=1 durumlarinin tamami GR ¢oziimleri ile aym

sonuclar1 vermek durumundadir. Bu bakimdan,

BD-l:U:S,t:%,kza w=5

BD—2:U:5,t:%,k:—5 w=5

olmak iizere  (2.102) ve (3.27) metrik fonksiyonlar1 K(t,r) fonksiyonunu

olusturmaktadir.
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(Sekil 4.3)

Grafikten de goriilebilecegi gibi Kk sabitinin negatif degerlerinde C enerjisi daha hizh
biiyiimekte ve artan K degerlerine paralel olarak C enerjisi de artmaktadir. Ayrica
belirtilmesi gereken diger bir hususta r <1 bdolgesinde BD kuramindaki logaritmik
farktan dolay1 potansiyel fonksiyonunun negatif oldugudur. Kararli Dalga ¢6ziimleri

icin GR’nin 3D goriinimii {t,0,10} araliginda (Sekil 4.4)’ te verilmektedir.

CEnergy

(Sekil 4.4)
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Kararli Dalga ¢oziimleri i¢cin BD kuramimin 3D goriintimi {t,0,10} araliginda (Sekil

4.5)’ verilmektedir.

CEnergy

(Sekil 4.5)

C enerjisi i¢in elde edilen 3D goriintimlii potansiyel fonksiyonlarina ait goriiniimler bu
sekilde gosterilmistir. BD ¢oziimii ve GR ¢oziimiinden elde edilen 3D goriiniimiinde C

enerji grafiklerinin {r,0,5} ve {t,0,5}araliginda grafiksel farkini,

(Sekil 4.6)

(Sekil 4.6)’dan gorebiliriz.
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4.7.3. Soliton ¢oziimii

Soliton ¢oziimleri i¢in elde edilen (2.110) ve (3.30) metrik fonksiyonlar

araciligiyla C enerjilerinin degisimlerine ait 3D goriintimleri sirasi ile asagidaki gibidir.

¢ ¥
00
z b
4 4
04 [
03 |-
C Energy
02
01 -
00

(Sekil 4.7)

BD

C Energy

(Sekil 4.8)
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5. BOLUM

SONUC

Bu tezde, alternatif kiitle ¢ekim kuramlarmmin en onemlilerinden birisi olan
Brans — Dicke kurami kapsaminda silindirik simetrik vakum ¢oziimleri ele alinmistir.
Silindirik simetri, dogas1 geregi, kiiresel simetriye gore ¢cok daha genis ve zamana bagl
olabilen vakum ¢oziimlerine izin vermektedir. Bunun sonucu olarak bu tip uzay —
zamanlar igin fiziksel olarak onemli dinamik ¢oziimler mevcuttur. Bunlardan en
onemlisi olan Einstein — Rosen denklemleri, kiitle ¢cekim dalgalarini analitik olarak
incelemeye izin vermesi bakimindan ¢ok énemlidir. Son yillarda alternatif kiitle cekim
kuramlarmin incelenmesinin 6nem kazanmasi, bu tip gergek ¢oziimlerin farkli kuramlar
baglaminda ele alinmasimi gerekli hale getirmistir. Dolayisiyla bu tezde silindirik
simetrik Einstein — Rosen tipi vakum ¢6ziimleri Brans — Dicke kurami gergevesinde ele
alinmustir.

Tezimizde ilk olarak, Brans — Dicke alan denklemlerinin elde edilebilmesi igin,
diferansiyel formlar kullanilarak, Cartan’in denklemleri araciligiyla en genel silindirik
simetrik uzay — zaman metrigi icin, c¢esitli egrilik tensorlerinin bilesenleri elde
edilmistir. Daha sonra bu bilesenler kullanilarak, Einstein kurami i¢in genellestirilmis
Einstein — Rosen tipi ¢oziimler ele alinip literatiirde bilinen bazi tam ¢6ziimler yeniden
elde edilmistir. Bu hazirliklar yapildiktan sonra, Brans — Dicke alan denklemleri
kullanilarak yeni ¢6ziimlerin elde edilmesine gecilmistir.  Brans — Dicke alan
denklemleri lineer olmayan birbirine baglh karmasik denklemlerdir. Ele aldigimiz
problemde metrigin uygun sekilde se¢ilmesi bazi metrik fonksiyonlarmin ve skaler
alanin integre edilmesini kolaylastirmaktadir. Dolayisiyla bu kuram igin
genellestirilmis Einstein — Rosen tipi denklemler analitik olarak elde edilebildi. Burada
iki farkli durumdan s6z etmek miimkiindiir. Einstein — Rosen tipi (kosegen) durumda U
metrik fonksiyonu  genel gorelilik kuramindaki denklemle ayni bigimi almakta ve bu
durum tam ¢oziimlerin elde edilebilmesini kolaylastirmaktadir. Ikinci, yani
genellestirilmis Einsten — Rosen durumunda ise bu miimkiin degildir. Ancak bu durum
icin, U ve A fonksiyonlarmin uygun bir se¢imi sonucunda, Einstein kuraminda elde

edilen ¢oziimler kullanilarak yeni Brans - Dicke kuraminda bu durumlara karsilik gelen
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yeni ¢oziimler elde edilebilecegini iddia eden bir teoremi ispatladik. Bu gozlemler
1s181nda, bu iki duruma ait toplam bes adet farkli yeni ¢6ziim elde edildi.

Tezin son boliimiinde ise bulunan bu ¢oziimlerin bazi fiziksel 6zellikleri ele alindi.
Thorne’un ortaya attig1 C- enerjisi ile ilgili biiyiikliikler hesaplanarak bazi degerleri i¢in
grafiklerle incelendi. Ayrica kdsegen durum igin test parcaciklarinin genel hareket
denklemleri elde edildi ve dairesel hareket ve durgun parcaciga etkiyen ¢ekim kuvveti
gibi iki 6zel durum incelendi. Brans — Dicke kurami ile genel gorelilik kuramindaki
¢Ozlimler arasindaki farkla hem metrik fonksiyonlarinda hemde skaler alanin varliginda
kendisini gostermekte ve dolayisiyla hem kiitle ¢ekim alani hemde bu alanlarda test
pargaciklarinin hareketi birbirinden farklilik géstermektedir.

Ozetle, bu tezde Brans — Dicke kurami gergevesinde (genellestirilmis) Einstein —
Rosen tipi silindirik simetrik vakum ¢o6ziimleri ele alinarak yeni ¢oziimler elde edilmis
ve bu ¢ozlimlerin bazi 6zellikleri ele alinmistir. Bu yeni ¢oziimlerin bu kuramlarin

ozelliklerinin anlasilmas1 bakimindan énemli olabilecegini diislinliyoruz.
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Ekler
Ek-1
Tablo 4.2

£’nun olasi degerleri ;

<0 k<O;(k<e,k>¢)
O0<k<1
k>1

O<exl k<0

O<k<l;(k<e,k>¢)
k>1

e>1 k<0
O<k<1
k>1;(k<e,k>¢)

seklinde verilmektedir. Bu olasiklar icin bazi alt bagliklarin gozden gegirilmesi
gerekmektedir. Asagida numaralandirilmis olasiliklarin varolmasi halinde her olasiliga

ait alt bagliklar ayr1 ayr sartin saglanacagi kosullar1 belirlemektedir.

r>0;

1- £<0 ve k<0, k <¢&,0olmasi1 halinde

o k< %(1— k) | [2&(k —&)| <|(k-D)(k(0+2) - o)

w
k>=(@1-k
.+ k>20-K)
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e<0ve k<0, k>¢& , olmasi halinde,

k >§(1— k), |(k—D)(K(w+2)— )| > |25 (k- &)|

£<0 ve O0<k <1, olmasi halinde,

k >§(1—k) (k=) (k(0+2) - )| > [26(k - &)|

£<0 ve k>1, olmasi halinde,

k < %(1— k) ve |(K-D)(k(o+2)-a)|>[2s(k-5)

O<e&<lve k<0, olmasi halinde,

k >§(1—k) ve |(k—D(k(w+2) )| > [2s(k )|

O<e<lve O<k<1l, k<&, olmasi halinde,

k >§(1— k) ve |(k-D)(k(w+2)- )| > 26k —2)

O<e<lve O<k<1l, k>¢ , olmasi halinde,

k < %(1— k) ve (1—K)(k(0+2) - ®) > 2e(s —k)

O<e<lve k>1, olmasi halinde,

k >§(1— k) ve (L—K)(k(@+2)—w)>2s(s—k)

9-

£>1ve k<0, olmasi halinde,

k >§(1— k) ve [(k-Y)(k(o+2)-a)| > [2¢(k - &)

10- £>1ve 0<k<1, olmasi halinde 9 sart1 gegerli.

11- ¢>1 ve k>1, k<¢& , olmasi halinde,

k <§(1—k) ve |(k—D(k(w+2) - )| > [2&(k )|
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12- ¢>1ve k>1, k> ¢ , olmasi halinde,
. k>§(1—k) ve (1—K)(k(w+2)— @) > 2(e—K)

W
e k<=(01-k
20k

r<0 durumunun var olmasi i¢in asagida belirtilen her baslik i¢in ayr1 ayr

sartlarin mevcut olmasi gerekir.

13- £¢<0, k<0, k <&, olmasi halinde,

o k< %(1— k) ve (j2e(k — &) <|(k~D(k(w+2) - @)|)

14- £<0k <0, k>¢&, olmasi halinde,

. k<§(1—k)

o k >§(1— k), [(k=D(k(0+2) - )| <[2&(k &)

15- £¢<0, 0<k <1, olmasi halinde,

o 14 sartlar1 gegerli.

16- ¢ <0, k>1, olmasi halinde,

w
e k>=(@1-k
21K

o k <%(1—k),|(k—1)(k(a)+ 2)-w)| <|2e(k —2)

17- O0<e<1, k<0, olmasi halinde,

w
.« k<Z-K)
. k>%(1—k), (k—D(k(w+2) - )| <[25(k - &)
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18- O<e<1 ,0<k<1, k<eg , olmast halinde,

w
e k<—(1-k
>0k

o k> %(1-10 (k=D (k(w+2) - w)| <|2s(k - &)|

19- O0<e<1 ,0<k<l k>¢g, olmas: halinde,

o k <§(1—k) [26(k —&)| <|(k ~D)(k(0+2) - )

20- O<e<1 , k>1, olmasi halinde,

e k> %(1—k) [26(k—&)| <|(k-D(k(0+2) - )|

21- £>1, k<0, olmasi halinde,

(0]
k<=(@1-k
. 2( )

e k> %(1— K) , [(k-D(k(w+2)- )| <|2s(k—é)|

22- £>1,0<k <1, olmasi halinde,

e 21’e bagl sartlar gecerli.

23- ¢>1,k>1, k<g , olmasihalinde,

W
k>=(1-k
.+ k>20-K)

o Kk <§(1—k) (k=D (k(0+2) - w)| <|2s(k )|

24- £¢>1,k>1, k>¢ , olmasi halinde,

o k> %(1- k) , [2e(k =) <|(k =D (k(w+2) - )|

sartlarinin mevcut oldugu durumlarda, olasiliklara baglh olarak kaynagin c¢ekici mi,
yoksa itici mi olacagi belirlenmis olur. Ayrica @’nun K’ ya bagh isaretinin

incelenmesi yapilirsa, ii¢c durumun mevcut oldugu goriiliir,
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I- k <0 olmasi halinde ;

[0
k<=(@1-k
. 2( )

I- 0 <k <1 olmasi halinde ;

w W
k<=@0-k) ve k>=(1-k
. 2( ) 2( )

Ii- k >1 olmasi halinde ;

w w
k<=(@0-k) ve k>=(1-k
¢ k<Z0-k)vek>20-k)

1- k<0 ,k< %(1— k) durumunda @ negatif veya pozitif olabilir.

eger w <0=>
2k
e
1-k)
eger w >0=>

. |a,|<‘2_k
1-k)
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.2- k<0 k> g (1—k) durumunda @ yalnizca negatif degerler alabilir ve

. ol >‘i
1-k)

I.1- 0<k<1 ,k< % (1—k) durumunda @ yalniza pozitif degerler alabilir ve,
2k
. o>
(1-k)
sartin1 saglamalidir.

2-0<k<1, k> % (1-k) durumunda @ negatif ve pozitif degerler alabilir

e @ tim negatif degerleri alabilir.

p a ..
e @ pozitif ise a):B ,a<b olmak Gzere;

2a
(b-a)

i <

Mi-k>1,k< % (1-k) olmasi durumunda @ yalnizca negatif degerler alabilir ve

2k
1-k)

<la|
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.2 - k>1 k> % (1—k) olmasi durumunda @ negatif ve pozitif degerler alabilir.

@ negatif ise iki durum mevcuttur ;

o] < ‘2_" ,
1-k)

e ® tim pozitif degerleri alabilir.
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