
 

 

  

MARMARA ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

BRANS - DICKE KURAMINDA 

SİLİNDİRİK VAKUM ÇÖZÜMLERİ 
 

LOKMAN AKYAR 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

Fizik Anabilim Dalı 

 

 

İSTANBUL, 2012 - YL 

 

DANIŞMAN 

Doç.  Dr.  Özgür DELİCE 

 

 
 



 

 

  

MARMARA ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

BRANS - DICKE KURAMINDA 

SİLİNDİRİK VAKUM ÇÖZÜMLERİ 
 

LOKMAN AKYAR 

(520308008) 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

Fizik Anabilim Dalı 

 

 

İSTANBUL, 2012 - YL 

 

DANIŞMAN 

Doç.  Dr.  Özgür DELİCE 

 

 
 



 

 

 

 

 

 

Marmara Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Yüksek Lisans Öğrencisi Lokman 

AKYAR’ın “Brans – Dicke Kuramında Silindirik Vakum Çözümleri” başlıklı  tez 

çalışması, 30/11/2012 tarihinde savunulmuş ve jüri üyeleri tarafından başarılı 

bulunmuştur. 

 

 

Jüri Üyeleri 

Doç.Dr. Özgür DELİCE  (Danışman)  

Marmara Üniversitesi       ............................................. 

 

Doç.Dr. Cumali TAV                 (Üye)  

Marmara Üniversitesi       ............................................ 

 

Doç.Dr. Vedat Nefer ŞENOĞUZ        (Üye)  

Doğuş  Üniversitesi                            ............................................ 

 

 

ONAY 

Marmara Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Yönetim Kurulu’nun  __/__/ 2012 tarih 

ve ………….  sayılı kararı ile Lokman AKYAR’ın Fizik Anabilim Dalı Fizik 

Programında Yüksek Lisans derecesi alması onanmıştır. 

 

Fen Bilimleri Enstitüsü Müdürü 

Prof. Dr.  Abdülkadir KAR 

 

MARMARA ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 



 

 



i 

 

TEŞEKKÜR 

 

 

       Bu tez çalışmasında bilgi ve birikimlerini benimle paylaşan ve kendisinden çok şey 

öğrenme fırsatı bulduğum saygıdeğer Hocam Doç.  Dr.  Özgür DELİCE’ye göstermiş 

olduğu sabır ve anlayıştan dolayı şükranlarımı sunduğumu belirtmek isterim.  Ayrıca bir 

Bilim İnsanı olarak hayatında yapacağı çalışmalarda büyük başarılar kazanmasını 

temenni ederek mutluluklar dilerim. 

 

       Bu süreçte kendisinden büyük bir destek aldığım kardeşim Rıdvan’a ve aynı 

ortamda çalışma fırsatı bulduğum tüm fakülte ve iş arkadaşlarıma teşekkürlerimi 

sunarım. 

 

       Hem manevi hem maddi desteğini benden hiçbir zaman esirgemeyen sevgili aileme 

minnetlerimi sunarak yaptığımız bu çalışmayı üzerimde sonsuz emeği bulunan  

Annem’e ithaf ediyorum. 

Kasım, 2012                                                                                           Lokman AKYAR 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ii 

 

İÇİNDEKİLER                                                                                               Sayfa 

TEŞEKKÜR                                                                                                                      i 

İÇİNDEKİLER                                                                                                                ii  

ÖZET                                                                                                                               iv 

ABSTRACT                                                                                                                     v 

SEMBOLLER                                                                                                                vi 

KISALTMALAR                                                                                                          viii 

1.BÖLÜM                                                                                                                         1 

GİRİŞ                                                                                                                                1 

1.1.Genel Görelilik Teorisi 1 

1.2.Brans-Dicke Skaler Tensör Teorisi 3 

1.3.Silindirik Simetrik Çözümler ve Einstein – Rosen Dalgaları 4 

1.4.Amaç 5 

1.5.Kuramsal Bilgiler 6 

2.BÖLÜM                                                                                                                         9 

EINSTEIN DENKLEMLERİNİN SİLİNDİRİK VAKUM ÇÖZÜMLERİ VE 

EINSTEIN ROSEN DALGALARI                                                                                9 

2.1.Silindirik Simetrik Metriğin Eğrilik Bileşenleri 9 

2.2.Vakum Çözümleri ve Einstein – Rosen Dalgaları 17 

2.3.Silindirik Simetrik Köşegen Metrik için Çözümler 20 

2.3.1.Durgun vakum çözümleri 20 

2.3.2.Kararlı dalga çözümleri 21 

2.3.3.Kararlı Silindirik Kütleçekim Dalgaları 23 

2.3.4.Soliton tipi çözümler 23 

2.3.5.Durgun arka plan atım (pulse) çözümü 24 

2.4.Genel Silindirik Simetrik Metrik için Vakum Çözümleri 27 

2.4.1.Kararlı dalga çözümleri 27 

2.4.2.Soliton tipi çözümler 28 

3.BÖLÜM                                                                                                                       30 

SİLİNDİRİK SİMETRİK BRANS DICKE VAKUM ÇÖZÜMLERİ                      30 

3.1.Brans – Dicke Vakum Denklemleri 29 

3.2.Silindirik Simetrik Köşegen Metrik için Vakum Çözümleri 31 



iii 

 

3.2.1.Statik çözüm 32 

3.2.2.Kararlı dalga çözümleri 32 

3.2.3.Soliton tipi çözüm 34 

3.2.4.Durgun arka plan atım (pulse) çözümü 35 

3.3.Silindirik Simetrik En Genel Metrik için Brans – Dicke Vakum Çözümleri 35 

3.3.1.Kararlı dalga çözümleri 35 

3.3.1.1.Teorem : 36 

3.3.1.2.İspat 36 

3.3.2.Kararlı dalga çözümleri 37 

3.3.3.Soliton tipi çözüm 38 

3.4.Brans Dicke Vakum Çözümlerinden Elde Edilen Denklemlerin Birleştirilmesi

 39 

4.BÖLÜM                                                                                                                       42 

SİLİNDİRİK SİMETRİK BRANS DICKE VAKUM ÇÖZÜMLERİNİN BAZI 

ÖZELLİKLERİ                                                                                                             42 

4.1.Parçacık Hareketleri 41 

4.2.Test Parçacıklarının Çembersel Hareketi 43 

4.3.Durgun Parçacık Üzerine Etkiyen  Radyal Kuvvet 46 

4.4.C - Enerjisi 49 

4.4.1.Statik durumda  , ,t rC P P niceliklerinin değerleri 49 

4.4.2.Kararlı dalga çözümleri için  , ,t rC P P  niceliklerinin değerleri 50 

4.4.3.Soliton tipi çözümler için  , ,t rC P P  niceliklerinin değerleri 50 

4.4.4.Silindirik simetrik en genel metrik – kararlı dalga çözümleri için  , ,t rC P P  

niceliklerinin değerleri 51 

4.5.C - Enerji Yoğunluğu 51 

4.6.C - Enerji Akı Yoğunluğu 53 

4.6.1.Statik durumda CEE  ve   büyüklüklerinin hesaplanması 54 

4.6.2.Soliton çözümü için CEE  ve   büyüklüklerinin hesaplanması 54 

4.6.3.Kararlı dalga çözümü için CEE  ve   büyüklüklerinin hesaplanması 55 



iv 

 

4.6.4.Silindirik simetrik en genel metrik çözümü için
CEE  ve   büyüklüklerinin 

hesaplanması 56 

4.7.C – Enerjisi Potansiyel Fonksiyonu Grafikleri 56 

4.7.1.Statik çözüm 56 

4.7.2.Kararlı dalga çözümü 57 

4.7.3.Soliton çözümü 60 

5.BÖLÜM                                                                                                                       61 

SONUÇLAR                                                                                                                   61  

KAYNAKLAR                                                                                                               63 

EKLER                                                                                                                           66 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



v 

 

ÖZET 

BRANS – DICKE KURAMINDA SİLİNDİRİK VAKUM 

ÇÖZÜMLERİ 

       Bu tezde, alternatif kütle çekimi kuramlarının en önemlilerinden birisi olan Brans – 

Dicke kuramı kapsamında silindirik simetrik genel vakum çözümleri  ele alınmıştır.  

Özellikle, silindirik simetrinin dinamik vakum çözümlerine izin vermesinin bir sonucu 

olarak elde edilmiş olan ve kütleçekim dalgalarını analitik olarak incelemeye izin veren 

Einstein – Rosen tipi dalga denklemleri incelenmiştir. Tezde alan denklemlerini elde 

etme yöntemi olarak ortonormal tabanda Cartan denklemleri kullanılmıştır.  Öncelikle 

bu denklemler aracılığı ile elde edilen eğrilik tensör bileşenleri kullanılarak Einstein 

kuramında (genelleştirilmiş) Einstein – Rosen denklemleri elde edilerek farklı fiziksel 

durumlara karşı gelen çeşitli bilinen çözümler incelenmiştir.  Daha sonra ise tezin 

orijinal kısmı olan Brans – Dicke kuramı için gerek köşegen gerekse en genel zamana 

bağlı silindirik simetrik metrik için vakum çözümleri incelenmiştir.  Bu bölümde ayrıca 

çeşitli fiziksel durumlara karşılık gelen farklı yeni çözümler elde edilmiştir.  Son 

bölümde ise bu çözümler için Thorne’un C-enerjisi ile test parçacıklarının jeodezik 

hareket denklemleri gibi farklı fiziksel özellikleri ele alınmıştır. 
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ABSTRACT 

CYLINDRICALLY VACUUM SOLUTIONS IN BRANS – 

DICKE THEORY 

       In this thesis, cylindrically symmetric general vacuum solutions are considered in 

the framework of one of the most important alternative theories of gravitation i.e., Brans 

– Dicke theory.  The Einstein – Rosen wave equations, which allow analytic 

investigation of gravitational waves, obtained as a result of cylindric symmetry allowing 

dynamic vacuum solutions, have been examined especially. In the thesis, the Cartan 

equations in an orthonormal frame are employed as a method to obtain the field 

equations.  Firstly, the curvature tensor components which were obtained by these 

equations are used to obtained the (generalized) Einstein – Rosen equations and several 

known solutions corresponding to different physical cases are reviewed. Later, in the 

orginal part of the thesis, the vacuum solutions for the diagonal or most general time 

dependent cylindrically symmetric metrics in the  Brans – Dicke theory are investigated.  

Also in this part, several new solutions corresponding to different physical cases are 

obtained.  In the last part some properties of these solutions such as Thorne’s C-energy 

and geodesic equations of motion of the test particles are studied. 
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1.BÖLÜM 

GİRİŞ 

1.1. Genel Görelilik Teorisi 

       Einstein’in genel görelilik kuramı (GR), doğadaki dört temel kuvvetten birisi olan 

kütleçekim etkileşmesini açıkladığı için fiziğin en önemli kuramlarından biridir.  Bu 

kuram ilk ortaya atıldığı 1915 yılından bu yana çeşitli gözlem ve deneysel verilerle 

sınanmasının yanı sıra kuramın getirdiği yeni öngörüler, yıldızların ve evrenin yapısını 

ve dinamiğini daha iyi kavrayabilmemize imkân tanımıştır.  Kütle çekimin klasik 

testleri olarak literatürde adlandırılan bazı testlerden başarıyla geçen bu kuram, başta 

ışığın Güneş tarafından saptırılması ya da Merkür’ün yörüngesindeki sapma gibi 

Newton mekaniğinin açıklamakta yetersiz kaldığı çeşitli kütle çekimsel olayları 

açıklayabilmiştir.  Ayrıca, Einstein denklemlerinin en önemli iki çözümünden birisi 

olan karadelik çözümleri, yıldız ve kara deliklerin kütle çekim alanlarının doğru bir 

şekilde hesaplanabilmesine ve yukarıda kısaca bahsetmiş olduğumuz gözlemsel 

olayların açıklanabilmesine imkân vermiştir.  Diğer bir önemli çözüm olan Friedman – 

Robertson – Walker kozmolojik çözümleri, içinde yaşadığımız evrenin dinamiğini 

anlayabilmemize olanak sağlamış, evrenin kozmik evrimini ve ilk olarak Edwin 

Hubble’ın gözlemlediği evrenin genişlemekte olduğu gerçeğini matematiksel olarak 

göstermiştir.  Kısacası, Einstein denklemlerinin çözümleri, içerisinde yaşadığımız 

evreni anlamamızda büyük rol oynamaktadır [1]. 

       GR kuramının bir diğer önemli öngörüsü ise uzay – zaman dalgalanması anlamına 

gelen kütle çekim dalgalarının varlığını öngörmesidir.  Bu durum ilk olarak Einstein 

tarafından bu kuramın lineerize edilmiş hali için gösterilmiş olmasına rağmen bu 

çıkarım ilk başlarda bazı fizikçiler tarafından şüpheyle karşılanmıştır.  Ancak daha 

sonra, ilk olarak Einstein ve Rosen tarafından gösterildiği gibi [2], zamanla Einstein 

denklemlerinin kütle çekim dalgalarına karşılık gelen tam çözümleri keşfedilerek 

sonuçta kuramın kütleçekim dalgalarının varlığını öngördüğü gerçeği kabul edilmiştir.  

Kütle çekim dalgalarının doğada var olup olmadığı sorusu ise hala güncel ve önemli bir 

konudur.  Bu tip dalgaların varlığı Hulse ve Taylor’un keşfettikleri Hulse – Taylor ikili 

yıldız sisteminin [3], GR kuramına uygun bir şekilde kütle çekimi ışıması yaparak enerji 
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kaybettiğinin gösterilmesiyle dolaylı yoldan kanıtlanmıştır.  Doğrudan bu dalgaların 

varlığını kanıtlamak için birçok dedektör kurulmuş olmasına rağmen henüz kesin bir 

sonuç elde edilememiştir [4].  Bunun sebebi kütle çekimi etkileşmesinin doğadaki en 

zayıf etkileşme olması dolayısıyla çok hassas gözlem sistemlerine ihtiyaç duymasıdır. 

Önümüzdeki yıllarda dedektörlerin bu hassasiyete kavuşması beklenmektedir. 

       GR kuramı, uzay - zaman geometrisi ile madde ve enerjinin ilişkisini belirleyen bir 

kuramdır.  Bu kuramın alan denklemleri Einstein – Hilbert eyleminin, bu eylemin temel 

değişkeni olan uzay – zaman metriğine göre varyasyonu yoluyla elde edilebilir.  

Einstein  - Hilbert eylemi,  

4

EH EHS L g d x  ,                                                                                                  (1.1) 

şeklinde verilen Einstein – Hilbert Lagrange fonksiyonunu içermektedir.  Burada g 

metrik tensörün determinantıdır.  Einstein – Hilbert Lagrange fonksiyonu ise,  

 
1

,
16

EH ML R L g
G




  ,                                                                                         (1.2) 

şeklinde verilmektedir ve Ricci eğrilik skaleri R,   simgesi ile temsil edilen uzay – 

zamandaki her türlü madde ve enerji alanlarını içeren ve aynı zamanda uzay – zaman 

metriğine de bağlı olan ML  madde Lagrange terimlerinden oluşmaktadır.  Burada G  

Newton’un evrensel kütle çekim sabitidir.  Bu kuramın matematiksel yapısını kuramsal 

bilgiler kısmında daha ayrıntılı olarak açıklayacağız. 

       Yukarıda saymış olduğumuz başarılarına rağmen, Einstein’in genel görelilik 

kuramına alternatif olan kütleçekim kuramları, fizikçilerin ilgisini çekmeye devam 

etmektedir. Matematiksel merak ve kütle çekimi etkileşmesinin kuramsal yapısının daha 

iyi anlaşılması gibi motivasyonlar yanında bazı gözlemsel sonuçlar da bu alternatif 

kuramlara olan ilgiyi artırmıştır.  Özellikle son yıllarda astrofizik ve kozmoloji 

alanlarında yapılan gözlemsel çalışmalar, içinde bulunduğumuz evrenin toplam madde 

dağılımının %73’ünün karanlık 

enerji (dark energy), %22’sinin karanlık madde (dark matter) ve ancak kalan %5’inin 

bildiğiniz türden madde olduğunu ortaya koymuştur [5]. Bu karanlık enerji, bilinen 

madde türlerinin durum denklemine uymamakta ve kozmolojik sabit gibi 
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davranmaktadır. Son yıllarda yapılan ve gelecekte yapılması planlanan yüksek enerji 

deneyleri sonucunda bu karanlık madde ve enerjinin içeriğinin açığa çıkarılabileceği 

düşünülmektedir. Ancak, özellikle karanlık enerjinin varlığının Einstein kütle çekim 

yasasının kozmolojik ölçekte modifiye edilmesini gerektirdiği fikri, son yıllarda çok 

popüler olan önemli bir fikirdir.  Bu kapsamda, özellikle son on yılda ( )f R  [6] ya da 

Brans – Dicke (BD) [7] tipi skaler tensör teorileri gibi alternatif kuramların gerek 

matematiksel özelliklerinin araştırılması, gerekse fiziksel olarak çeşitli durumlara 

uygulanması önemli hale gelmiştir.  Bu tezde en önemli alternatif kütle çekimi 

kuramlarından birisi olan BD kuramı göz önüne alınacaktır.           

1.2. Brans-Dicke Skaler Tensör Teorisi 

       BD skaler tensör kuramı, en önemli alternatif kütle çekimi kuramlarından biridir.  

Einstein’ın GR kuramı, Mach ilkesinden ilham almış olmakla beraber, bu ilkeye 

uymamaktadır.  Brans ve Dicke bu ilkeye uygun olduklarını düşündükleri skaler tensör 

tipi bir kuram ortaya atmışladır [7].  Skaler tensör tipi farklı kuramlar daha önceden 

Jordan [8] ve Thiry [9] gibi fizikçiler tarafından da ortaya atılmıştı.  Bu kuramın 

temelinde Newton kütle çekim sabiti G ’nin yerini   simgesi ile temsil edilen bir skaler 

alanın alması yatmaktadır.  BD kuramında ayrıca   ile temsil edilen boyutsuz Dicke 

çiftlenim sabiti olarak adlandırılan ek bir parametre mevcuttur.  Bu parametrenin büyük 

değerlerinde ( ) BD kuramı, GR kuramı ile aynı sonuçları vermektedir.  BD 

kuramında göz önüne alınan skaler alan, en genel durumda uzay ve zamanın bir 

fonksiyonu olduğundan yerel bölgelere ve zamana göre değişebilmektedir.  Bu kuram 

daha genel bir kütle çekim kuramı olduğundan GR kuramına göre daha geniş bir çözüm 

kümesine sahiptir.  BD Lagrange fonksiyonu,           

 ,BD ML R L g




   


     ,                                                                           (1.3) 

ifadesi ile tanımlanır.  Bu ifade içerisinde   skaler alanı, R  Ricci skalerini,  BD 

çiftlenim sabitini,   kısmi türevi, ML  uzay - zamanda mevcut diğer tüm alanlara ait 

toplam lagranjiyan fonksiyonunu ve   ise diğer tüm alanları temsil etmektedir. Bu 

ifade ile GR kuramını karşılaştırırsak yukarıda (1.2) ile verilen Einstein – Hilbert 
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Lagrange fonksiyonunun ilk teriminde Newton kütle çekim sabiti 16 G ’nin yerini 
1 
 

BD skaler alan teriminin aldığını görürüz.  Bir diğer parametre olan   ayarlanabilir 

parametresi için   değerinde GR kuramı ile aynı sonuçları verdiği bilinmektedir.  

Güneş sisteminde bu kuramın öngörüleri Cassini – Huygens uydusunun gözlemsel 

sonuçlarıyla karşılaştırıldığı zaman, gözlemler ile uyumlu sonuçların  40.000  

değerinde verdiği bulunmuştur [10]. 

1.3. Silindirik Simetrik Çözümler ve Einstein – Rosen Dalgaları 

       Gerek GR gerekse onun alternatifi ya da genelleştirilmesi olan kuramların alan 

denklemleri son derece karmaşık, birbirine bağlı, lineer olmayan diferansiyel 

denklemledir [1-11].  Bundan dolayı, ancak yüksek simetriye sahip (küresel, eksenel, 

silindirik vb.) uzaylar için gerçek çözümler mümkün olabilmektedir.  Bizim öncelikle 

ele alacağımız silindirik simetrik çözüm tiplerinin statik vakum çözümü, 1919 yılında 

Levi – Civita (LC) tarafından bulunmuştur [12].  Bu çözümün özellikleri ve çözüm 

parametrelerinin fiziksel anlamını ortaya çıkarmak özellikle son yıllarda önemli bir 

araştırma konusu olmuştur [13]. 

       Silindirik simetriye sahip uzay-zamanların önemli bir özelliği, genel görelilik 

kapsamında, küresel simetrinin aksine, statik olmayan (zamana bağlı) vakum 

çözümlerinin mümkün olabilmesidir. 1937 yılında Einstein ve Rosen [2], daha önce 

Beck [14]   tarafından incelenmiş olan silindirik simetrik bir uzay-zaman geometrisi için 

Einstein denklemlerini inceleyerek kütle çekim dalgalarına karşılık gelen kütle çekim 

alan denklemlerinin tam çözümlerinin mevcut olduğunu göstermişlerdir.  Bu çözümler 

silindirik simetrik kütle çekim dalgalarına karşılık gelmektedirler. Silindirik simetrik 

kaynaklar simetri ekseni doğrultusunda sonsuz uzama sahip olmaları gerekliliğinden 

dolayı çok gerçekçi kaynaklar olmamalarına rağmen, bu tür çözümler, kütle çekim 

dalgalarının analitik olarak incelenmesine olanak sağladığından dolayı büyük önem 

taşımaktadırlar. Ayrıca bu tip kaynaklar uzatılmış cisimlerin davranışlarını daha iyi 

anlayabilmemiz bakımından da önemlidir. 

       1965 yılında Marder, bir atım dalgasının uzay- zamandan geçmesi durumunda arka 

alandaki statik vakum çözümünün enerjisinin bir kısmını taşıdığını göstermiştir [15].  

Silindirik simetrinin yapısı gereği, uzay – zaman geometrisinin her doğrultuda 
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asimptotik olarak düz olmaması ve kaynakların eksenel doğrultuda sınırlandırılmamış 

olmasından dolayı, asimptotik olarak düz uzay – zamanlar için tanımlanmış olan kütle 

çekimsel kaynakların enerjisini belirleme yöntemi kullanılamamaktadır.  Ancak 1965 

yılında Thorne, yerel olarak korunan ve gözlemlenebilen C-enerjisi ya da silindirik 

enerji (cylindrically energy) olarak adlandırılan bir büyüklük tanımlamış ve Marder’in 

çalışmasındaki silindirik atım dalgasının taşıdığı enerji miktarını bu dalganın C 

enerjisine eşit olduğunu göstermiştir [16].  Dolayısıyla silindirik simetrik Einstein – 

Rosen dalga çözümlerinin ve onun genelleştirilmelerinin incelenmesi, kütleçekim 

dalgalarının davranışları ve bu dalgalar yoluyla oluşan enerji kaybı konularının 

anlaşılmasında yardımcı olmuştur [11,16,17].  Ayrıca bu tip çözümler silindirik çökme 

[18], kuazi - yerel kütle [19], kanonik kütle çekimi [20], kuantum kütle çekimi [21] gibi 

farklı konuların incelenmesinde kullanılmıştır. 

1.4. Amaç 

       Biz, bu tezde genel olarak silindirik simetriye sahip çözümler üzerinde duracağız.  

Özellikle BD kuramı için silindirik simetrik alan denklemleri, ortonormal tabanlar için 

Cartan’ın yapı denklemleri aracılığıyla elde edilecektir. Daha sonra alan denklemleri, 

boşluk (vakum) için ele alınarak muhtemel çözüm tipleri belirlenecektir.  Bu 

denklemleri incelemekteki önceliğimiz, genelleştirilmiş Einstein – Rosen tipi çözümler 

elde etmek olduğundan dolayı sadece bu tip çözümler ele alınacaktır.  Ayrıca elde 

edilen bu yeni çözümlerin fiziksel özellikleri, çözüm parametrelerinin fiziksel yorumu 

ile bu uzay zamanlarda parçacık hareketleri incelenecektir. 

       Silindirik simetrik Einstein – Rosen dalga denklemlerinin farklı durumlara karşılık 

gelen birçok çözümü mevcuttur.  Bu çözümlerden tezimizin ilerleyen bölümlerinde 

bahsedilecektir.  Biz, bu tezde Einstein - Rosen tipi dalga denklemlerini ve onun bazı 

genelleştirmelerini BD kuramı açısından ele alacağız.  Bu tezde öncelikle Einstein – 

Rosen dalga denkleminin elde edilmesi ve bazı çözümlerinin bir özeti verilecektir.  

Daha sonra BD kuramı çerçevesinde Einstein – Rosen denklemlerine yol açan vakum 

alan denklemleri incelenecektir.  Ayrıca köşegen ve köşegen olmayan uzay – zaman 

metrikleri için GR kapsamında bilinen bazı çözümler için BD kuramına karşılık gelen 

bazı yeni çözümler elde edilecektir.  Ve son olarak bu çözümlerin bazı fiziksel 

özellikleri incelenecektir.        
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      Bu tez çalışmasının aşağıda belirttiğimiz amaçlara ulaşabilme yolunda önemli 

katkılarda bulunacağına inanıyoruz. 

 Brans – Dicke alternatif kütleçekim kuramı kapsamında yeni silindirik simetrik 

Einstein – Rosen  tipi vakum çözümleri elde edilecektir. 

 Bu yeni çözümler ve var olan çözümlerin çeşitli matematiksel ve fiziksel özellikleri 

incelenecektir. 

 Elde edilen yeni çözümler mevcut çözümlerle karşılaştırılarak sonuçlar fiziksel 

olarak yorumlanacaktır. 

 Bu çalışmanın alternatif kütle çekimi kuramlarının bazı fiziksel ve önemli 

çözümlerinin özelliklerinin, Einstein kütleçekim kuramı ile olan benzerlik ve 

farklarının anlaşılması konusunda katkıda bulunması amaçlanmıştır. 

1.5. Kuramsal Bilgiler 

       Bu tezde 3 1  boyutlu,  , , ,   
 
işaretine sahip Riemann tipi bir uzay - zaman 

manifoldunu göz önüne alacağız. Uzay - zaman çizgi elemanı yerel koordinatlarda, 

2 a b

abds g dx dx ,                                                                                                           (1.4)                                                                     

ifadesi ile verilir. Burada abg
,
 uzay – zaman metriğini, ,a bx x  uzay – zaman 

koordinatlarını temsil etmektedir. Bu tezde kullanılan ,a b = 0,1,2,3  değerlerini 

almaktadır ve tez boyunca Einstein toplama kuralını kullanacağız. Bir 
a

bT  tensörünün 

kovaryant türevi, 

;

a a a

b c d c

d d a

c b b bc dT T T T    ,                                                                                (1.5)                                                          

ile tanımlanmaktadır. Bu ifadedeki  
a

bc  katsayıları Christoffel sembolleri olarak 

adlandırılır ve ,  

 
1

2

a ad

bc b cd c d b d bcg g g g     ,                                                                           (1.6)                         

eşitliği ile tanımlanır. Burada   kısmi türev operatörüdür. Christoffel sembolleri, metrik 

ile uyumlu bağlantı katsayıları olup,  
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; 0ab cg  ,                                                                                                                      (1.7)                                                                      

şartını sağlamaktadırlar. Riemann tensörünün Christoffel sembolleri cinsinden ifadesi, 

a a a

bcd db cb

a

ce db de c

e a e

c bdR          ,                                                                 (1.8)                                                

ile tanımlanmaktadır.  Ricci skaleri, Ricci tensörünün izine eşit olup, 

a bc

a bcR R g R  ,                                                                                                         (1.9)                                                                                   

ifadesi ile verilir. Einstein tensörü,  Ricci skaleri ve Ricci tensörü cinsinden, 

1

2
ab ab abG R g R  ,                                                                                                    (1.10)                                                            

ifadesiyle verilmektedir. Ayrıca eğrilik bileşenlerinin hesaplanmasında pratiklik 

sağlaması nedeniyle ortonormal taban kullanılacaktır.  Ortonormal taban vektörlerini, 

 a

a
e e

x
 





 ,                                                                                                             (1.11)                                                              

ile tanımlayalım. Bu ortonormal taban vektörlerine karşıt olan ortonormal taban bir 

formları,  

,e  

     ,                                                                                                         (1.12)                                                                         

bağıntısından elde edilebilir. Burada ,  , iç çarpımı ifade etmektedir.  Ortonormal 

tabanda,  taban bir formları cinsinden uzay – zaman çizgi elemanı, 

2ds  

   ,                                                                                                           (1.13)                                                                            

ile tanımlanır, ve burada ortonormal taban bir formları ile koordinat taban bir formları 

arasındaki ilişki, 

a

a dx   ,                                                                                                               (1.14)                                                                             

ifadesi ile verilir. Cartan’ın I. yapı denklemi, 
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0d   

     ,                                                                                                    (1.15)                                                                                                  

ile verilmekte olup,   sembolü dış çarpım operatörünü temsil etmektedir. Cartan’ın II. 

yapı denklemi ise, 

d   

         ,                                                                                             (1.16)                                                                                           

ifadesi ile verilmektedir. Burada 


 ’ye eğrilik iki formları denir ve ortonormal tabanda 

Riemann tensörü bileşenleri cinsinden, 

1

2
R   

        ,                                                                                               (1.17)                                                                        

şeklinde açılabilir. Einstein’in GR kütleçekim kuramı alan denklemleri, Einstein-Hilbert 

eyleminin (1.1),  uzay-zaman metriğine göre varyasyonundan elde edilebilir. Yani, 

0EHS

g




 ,                                                                                                                  (1.18)                                                                                                 

eşitliğinden, 

8G GT  ,                                                                                                           (1.19)                                                                                      

Einstein denklemi elde edilmektedir. Tez çalışmasında 1c   olarak alınacaktır. Benzer 

şekilde tez çalışmasında temel alınacak olan BD kuramında, 

4

BD BDS L g d x  ,                                                                                                 (1.20)                                                                                

eylemi esas alınacaktır. Bu eylemdeki BDL  ile tanımlanan BD lagranjiyeni (1.3) ifadesi 

ile verilmektedir. Bu eylemin metrik ve skaler alana göre varyasyonu BD alan 

denklemlerini yani, 

 1 2 1

; : ; ; ; ;

1
8

2

cd cd

ab ab a b ab c d ab ab cdG T g g g g           
     

 
,                    (1.21)               

8

3 2
T








,                                                                                                           (1.22) 
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 ifadelerini verir. Burada simgesi Laplace - Beltrami operatörü ya da kovaryant dalga 

operatörünü,  T  simgesi ise enerji momentum tensörünün izini (trace) temsil 

etmektedir. 

 

2.BÖLÜM 

EINSTEIN DENKLEMLERİNİN SİLİNDİRİK VAKUM 

ÇÖZÜMLERİ VE EINSTEIN-ROSEN DALGALARI 

       Bu tezde silindirik uzay-zaman geometrilerini göz önüne alacağız.  En genel 

silindirik uzay-zaman metriğini, 

   
22 2( ) 2 2 2 2 2 2K U U Uds e dr dt e W d e dz Ad                                                    (2.1) 

şeklinde ifade edebiliriz [11].  Bu metrikte t  zamanı , r  radyal doğrultuyu , z simetri 

ekseni boyunca öteleme ve   simetri ekseni boyunca dönmeleri temsil edecektir. Bu 

koordinatlar , 0 r   ,0 2   , ,t z   aralıklarında değerler alırlar.  Ayrıca 

bu metrikteki metrik fonksiyonlar , , ,K U W A  olarak zamanın ve radyal koordinatın 

fonksiyonlarıdırlar. 

       2.1.  Silindirik Simetrik Metriğin Eğrilik Bileşenleri  

       (2.1) ile verilen metriği ortonormal tabanda, 

       
2 2 2 2

2 0 1 2 3ds  

            ,                                                         (2.2) 

şeklinde ifade edebiliriz.  Burada, ( 1,1,1,1)diag    Minkowski metriğidir ve 

ortonormal taban bir formları; 

0 ( )K Ue dt                                                                                                                  (2.3) 

1 ( )K Ue dr                                                                                                                  (2.4) 

2 Ue Wd                                                                                                                  (2.5) 

3 ( )Ue dz Ad                                                                                                           (2.6) 
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olarak tanımlanmıştır.  Cartan I.yapı denklemini kullanarak (1.15) eğrilik 1-formlarını     

(


 ) hesaplayalım.  Bunun için önce ortonormal taban bir formlarının dış türevlerini 

alalım. 

 0 0 1U Kd U K e      ,                                                                                        (2.7) 

1 0 1U Kd K U e  
 

 
   
 

,                                                                                          (2.8) 

2 0 2 1 2U K U KW W
d U e U e

W W
    




 

           
   
 

,                                                 (2.9) 

3 3 0 2 0 3 3 1 2 1 3U K U K U K U KA A
d e U e e U e

W W
        




   

             
   
 

.        (2.10) 

Bu ifadeler Cartan’ın I. yapı denkleminde kullanılarak; 

 0 0 1

1

U KK U K U e  
 

        
  

,                                                                    (2.11) 

0 2 3 3

2
2

U K U KW A
U e e

W W
  

 


 

   
     
   
   

,                                                                   (2.12) 

0 3 2 3

3
2

U K U KA
e U e

W
  




 

 
  
 
 

,                                                                              (2.13) 

1 2 3 3

2
2

U K U KW A
U e e

W W
       

     
   

,                                                                 (2.14) 

1 3 2 3

3
2

U K U KA
e U e

W
    

  
 

,                                                                               (2.15) 

2 0 1 3

3
2 2

U KA A
e

W W
  





 
  
 
 

.                                                                                  (2.16) 

eğrilik bir formları bulunmuş olunur. Cartan’ın II. yapı denklemini (1.16) kullanarak 

eğrilik iki formlarını hesaplamadan önce eğrilik 1-formlarının dış türevlerine bakalım. 

Eğrilik 1- formlarının dış türevleri sırasıyla, 
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 20 0 1

1

U K
d e U K K U  

 
        

 
,                                                                 (2.17) 

 
2

20 4 0 2

2 22

U K UW W K W U A
d e U K U e

W W W W
  

    
  



 
        
  
 

 

 24 2 0 3 4 1 2

2 2
2

2 2 2 2

U KU K UAU AK AW A W W K W U A A
e e U K U e

W W W W W W W W
   

          
 



      
              
   
   

              

4 2 1 3

2
2

2 2 2

U K AU AK AW A
e

W W W W
 

   



    
     
 
 

,                                                          (2.18) 

 20 4 2 0 2 2 0 3

3 2 2
2 2

U KU K AU AK A
d e e U U K U

W W W
    

    
   



 
             

 

+ 

 24 2 1 2 1 32
2 2

U KU K AU A U AK A
e e U U U K U

W W W W
   

   
  



                  
   
 

,    (2.19) 

 21 4 0 2

2 22

U K UW K W W U A A
d e U K U e

W W W W
  

   
 


    
          
 
 

 

 
2

24 2 0 3 4 1 2

2 2
2

2 2 2 2

U KU K UA U A K A W A W K W W U A
e e U K U e

W W W W W W W W
   

   



           
                 
   
 

 

4 2 1 3

2
2

2 2 2

U K A U A K A W A
e

W W W W
         

      
 

,                                                      (2.20) 

 21 4 2 0 2 0 3

3 2
2 2

U KU K A U A K A AU
d e e U U U K U

W W W W
    

   
  



                     
   
 

 

 

   
224 2 1 2 1 32 2

2 2

U KU K A U A K A
e e U U K U

W W W
   

      
             

 
,        (2.21) 
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2 4 2 0 1

3 2 22 2

U K A U A W AU AW
d e

W W W W
  

   



    
     
 
 

,                                                (2.22) 

olarak  elde edilir. Cartan’ın II. yapı denklemi  (1.16) kullanılarak eğrilik iki formlarını, 

 20 0 1 4 2 2 3

1 2 22 2

U K U K A W AW AU A U
e U K K U e

W W W W
   

   
 

 

                   
  
 

, 

(2.23) 

 

2

20 2 4 0 2

2 2
3

4

U K UW W K W U W K W U A
e U K U K U U e

W W W W W W
 

     
  



 
                 

 
 
 

 

4 2 0 3

2
5

2 2 2 2 2 2

U K AU A AK AW A U A K
e

W W W W W W
 

      



    
       
 
 

 

 2 4 1 2

2
3

4

U K UW W K W K A A
e U K U U K U U e

W W W W
 

   
   


    
            
 
 

 

4 2 1 3

2
2

2 2 2 2

U K AU AK AW A A U A K
e

W W W W W W
 

     



      
       
 
 

,                                   (2.24) 

0 4 2 0 2

3 2
5

2 2 2 2 2 2

U K AU A AK A U A K AW
e

W W W W W W
 

      



    
        
 
 

 

 

2
2

2 2 4 0 3

2
2

4

U K U A
e U U K U U U K e

W
 


   



 
         
 
 
 

 

4 2 1 2

2
2

2 2 2 2

U K A U AU AK A K A A W
e

W W W W W W
 

     



      
       
 
 

 

 2 4 1 3

2
3

4

U K U A A
e U U U K U K U e

W
 


   


 
         
 
 

,                                             (2.25) 



13 

 

 21 4 0 2

2 2
3

4

U K UW K W K W A A
e U K U K U U U e

W W W W
 

   
   


    
             
 
 

 

4 2 0 3

2
2

2 2 2 2

U K A U AU AK A K A A W
e

W W W W W W
 

     



      
        
 
 

 

 
2 2

2 4 1 2

2
3

4

U K UW K W K W U W U W A
e U K U K U U e

W W W W W W
 

   
  


      
             
 
 

 

4 2 1 3

2
5

2 2 2 2 2 2

U K A U AU A K AK A W A
e

W W W W W W
 

   



       
        
 
 

,                                 (2.26) 

1 4 2 0 2

3 2
2

2 2 2 2

U K AU A U AK A K A AW
e

W W W W W W
 

     



      
         
 
 

 

 2 4 0 3

2
3

4

U K U A A
e U U U K U K U e

W
 


   


 
          
 
 

 

4 2 1 2

2
5

2 2 2 2 2 2

U K A U AU A K AK A W A
e

W W W W W W
 

   



       
       
 
 

 

 
2 2

2 2 4 1 3

2
2

4

U K U A
e U U K U K U U e

W
 

  
  

           
 

,                                     (2.27) 

2 4 2 0 1

3 2 22 2

U K A U AU A W AW
e

W W W W
 

   



    
      
 
 

 

 

2
2 2

2 2 4 4 2 3

2 24 4

U K U UW U W U A A
e U U e e

W W W W
 

  




 
         

 
 
 

,                             (2.28) 

olarak elde ederiz. Yukarıda bulduğumuz eğrilik 2 - formlarını göz önüne alarak (2.23 - 

2.28) ve eğrilik 2 - formlarını ortonormal tabanda (1.14) ifadesi ile açabileceğimiz 

gerçeğinden hareketle ortonormal tabanda Riemann tensör bileşenlerini; 
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 20

101

U K
R e U K K U

 
       

 
,                                                                             (2.29) 

0 4 2

123 2 22 2

U K A W AW AU A U
R e

W W W W

   



    
    
 
 

,                                                            (2.30) 

 

2

20 2 4

202 2
3

4

U K UW W K W K W U W U A
R e U U U K U K e

W W W W W W

     
  



 
               

 
 
 

,  

(2.31)                                                                                           

0 4 2

203 2
5

2 2 2 2 2 2

U K AU A U AK A K A AW
R e

W W W W W W

      



    
      
 
 

,                                     (2.32) 

 20 4

212 2
3

4

U K UW W K W K A A
R e U K U U U K U e

W W W W

   
   


    
           
 
 

,             (2.33) 

0 4 2

213 2
2

2 2 2 2

U K AU A U AK A K A AW
R e

W W W W W W

     



      
      
 
 

,                                    (2.34) 

0 4 2

302 2
5

2 2 2 2 2 2

U K AU A U AK A K A AW
R e

W W W W W W

      



    
      
 
 

,                                     (2.35) 

 

2
2

20 2 4

303 2
2

4

U K U A
R e U U K U K U U e

W


   



 
        
 
 
 

,                                          (2.36) 

0 4 2

312 2
2

2 2 2 2

U K A U AU AK A K A A W
R e

W W W W W W

     



      
      
 
 

,                                    (2.37) 

 20 4

313 2
3

4

U K U A A
R e U U U K U K U e

W


   


 
        
 
 

,                                              (2.38) 

 21 4

202 2
3

4

U K UW K W K W A A
R e U K U K U U U e

W W W W

   
   


    
           
 
 

,              (2.39) 
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 
2 2

21 4

212 2
3

4

U K UW K W K W U W U W A
R e U K U K U U e

W W W W W W

   
  


      
            
 
 

, 

(2.40) 

 

1 4 2

213 2
5

2 2 2 2 2 2

U K A U AU A K AK A W A
R e

W W W W W W

   



       
       
 
 

,                                  (2.41) 

1 4 2

302 2
2

2 2 2 2

U K AU A U AK A K A AW
R e

W W W W W W

     



      
       
 
 

,                                  (2.42) 

 21 4

303 2
3

4

U K U A A
R e U U U K U K U e

W


   


 
         
 
 

,                                            (2.43) 

1 4 2

312 2
5

2 2 2 2 2 2

U K A U AU A K AK A W A
R e

W W W W W W

   



       
       
 
 

,                                  (2.44) 

 
2 2

21 2 4

313 2
2

4

U K U A
R e U U K U K U U e

W

  
  

          
 

,                                      (2.45) 

2 4 2

301 2 22 2

U K A U AU A W AW
R e

W W W W

   



    
    
 
 

,                                                            (2.46) 

 

2
2 2

22 2 4 4

323 2 24 4

U K U UW U W U A A
R e U U e e

W W W W

  




 
        

 
 
 

,                              (2.47) 

olarak buluruz.  Riemann tensörünün aşağıdaki gibi büzülmesi sonucu Ricci tensörü 

elde edilir.  Bizim metriğimiz için (2.1) Ricci tensörünün sıfırdan farklı bileşenleri 

aşağıdaki gibidir. 

R R

  ,                                                                                                                (2.48) 

 

2
2

2 4

00 2
2

2

U K UW W K W K W U W U A
R e U K K U U e

W W W W W W

     
  



 
                

 
 
 

,      

(2.49) 
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 2 4

01 2
2

2

U K UW K W K W A A
R e U U e

W W W W

   



    
     
 
 

,                                             (2.50) 

 
2

2 2 4

11 2
2

2

U K UW K W K W U W U W A
R e U K K U U e

W W W W W W

   
 


      
             
 
 

, 

(2.51) 

 

2

2
2 4 4

22 2 22 2

U K U UW W W U W U A A
R e U U e e

W W W W W W

   




 
           

 
 
 

 ,                   (2.52) 

4 2

23 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2

U K AU A U A A A W AW
R e

W W W W W W

    



     
      
 
 

,                                      (2.53) 

 

2

2
2 4 4

33 2 22 2

U K U UW U W U A A
R e U U e e

W W W W

  




 
        

 
 
 

,                                     (2.54) 

Ricci tensörünün izi Ricci skalerini verir, yani ortonormal tabanda, 

00 11 22 33R R R R R R

      ,                                                                               (2.55) 

ifadesini kullanırsak Ricci skalerini, 

2
2 2

2 4 4

2 2
2

4 4

U UW W W U W U A A
R U K K U U U e e

W W W W W W

   
  

 
                 

 
 
 

,(2.56) 

şeklinde buluruz.  Yukarıdaki büyüklükler yardımıyla, 

1

2
G R R     ,                                                                                                  (2.57) 

ifadesi ile tanımlanan Einstein tensörünü hesaplayalım.  Einstein tensörünün sıfırdan 

farklı bileşenleri aşağıdaki gibidir. 



17 

 

 
2 24

2 2 2

00 24

U
U K W W K W K e

G e U U A A
W W W W

 
 


    
           
   

,                          (2.58) 

 2 4

01 2
2

2

U K UW W K W K A A
G e U U e

W W W W

   



    
     
 
 

 ,                                           (2.59) 

 
2 24

2 2 2

11 24

U
U K W K W K W e

G e U U A A
W W W W

  
 


   
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,                              (2.60)                     

 
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U
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W

  


  
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  

,                                                 (2.61) 

4 2

23 2 2
2 2

2 2 2 2

U K AU A U A A A W AW
G e

W W W W W W

    


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      
 
 

,                                      (2.62) 
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3
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4

U
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G e K U K U U U A A
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
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   

.    

                                                                                                                                   (2.63)    

       2.2.  Vakum Çözümleri ve Einstein – Rosen Dalgaları 

       Einstein denkleminin vakum çözümleri, 0G   denklemine karşılık gelmektedir.  

Yukarıda hesapladığımız Einstein tensörü için vakum  denklemleri silindirik simetrik 

uzay-zaman için, 

 
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2
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 
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   

,                             (2.64) 
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,                                                (2.65)
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,                                 (2.66)
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,                                                    (2.67)
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 ,                                        (2.68) 
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                                                                                                                                    (2.69) 

ifadeleri ile verilmektedir.  Şimdi bu denklemleri çözebilmek için daha uygun hale 

getirelim. (2.66) ve (2.64)  ifadelerinin farkı alınırsa, 

0W W


   ,                                                                                                               (2.70) 

eşitliğini elde ederiz.  Bu denklem 2 boyutlu Minkowski uzayı için dalga denklemidir 

ve en genel çözümü f  ve g  argümanlarının keyfi fonksiyonu olmak üzere, 

( ) ( )W f r t g r t    ,                                                                                              (2.71) 

ile verilir.  W koordinatının uzay tipi bir radyal koordinata karşı gelmesini istediğimiz 

için, 

W r   ,                                                                                                                      (2.72) 

seçelim [22]. W t  , W t r   gibi seçimler ise farklı bağlamlarda ele alınmıştır [23]. 

Bu seçimimizi (2.72) kullanırsak,  Einstein tensör bileşenleri aşağıdaki gibi 

sadeleşmektedirler. 
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
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,                                                      (2.73) 

 2 4

01 2
2

2

U K UK A A
G e U U e

r r

 
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
 
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 ,                                                                      (2.74) 
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,                                                       (2.75) 

 
2 24

2 2 2

22 24

U
U K e

G e U U K K A A
r

  


  
         

  

,                                                   (2.76) 
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 ,                                                      (2.77) 
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.                    (2.78) 

(2.72) seçimi ile vakum denklemlerinin en basit formu aşağıdaki cebirsel işlemler 

sonucu elde edilebilir.  (2.78) ifadesi ile  (2.76) ifadesinin farkını hesaplarsak, 

24
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UU e
U U A A

r r

  
     

 
,                                                                                   (2.79) 

sonucunu elde ederiz. (2.77 = 0) denkleminden hareketle, 

4
A

A A AU A U
r

          
 

,                                                                                    (2.80) 

eşitliği elde edilebilir. 

(2.74) = 0,  denkleminde K


 ifadesini yalnız bırakarak, 

42
2

U A A
K rU U e

r


  

  ,                                                                                             (2.81) 

olduğunu görülebiliriz, ve son olarak (2.75 = 0),  denkleminde  K   terimini yalnız 

bırakarak, 

2 24
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,                                                                           (2.82) 
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sonuçlarına ulaşırız. (2.72) seçimi ile (2.79 - 2.82) denklemlerini, (2.1) de verilen 

silindirik simetrik uzay zaman metriğinin vakum alan denklemlerinin en sade halini elde 

etmiş oluruz. Burada metrik fonksiyonlarının birbirleri arasındaki ilişki ortaya 

konulmakta ve herhangi bir fonksiyondaki değişimin diğerleri üzerinde de etkili olacağı 

görülmektedir. 

       2.3.  Silindirik Simetrik Köşegen Metrik için Çözümler 

       Silindirik simetrik uzay-zaman metriği (2.1),  0A  durumunda köşegen hale gelir. 

2 2( ) 2 2 2 2 2 2 2( )K U U Uds e dr dt e W d e dz      .                                                        (2.83) 

 Bu durumda , W r   şartı altında Einstein tensör bileşenlerinin en basit hale getirilmiş 

alan denklemlerini, 

0
U

U U
r


     ,                                                                                                       (2.84) 

2K rU U
 

 ,                                                                                                              (2.85) 

2

2K r U U
 

   
 

,                                                                                                      (2.86) 

olarak elde ederiz.  Burada  (2.84)  denklemi, düz silindirik uzaydaki dalga denklemidir.  

Bu denklemi çözen herhangi bir ( , )U t r fonksiyonu için (2.85, 2.86) denklemleri 

aracılığıyla ( , )K t r  metrik fonksiyonu bulunabilir.  Dolayısıyla genel çözüm elde 

edilmiş olunur.  Yukarıda (2.84 - 2.86) ile verilen denklemlere Einstein-Rosen kütle 

çekim dalga denklemleri denir [24]. Şimdi bu denklemin çeşitli çözümlerini 

inceleyelim. 

       2.3.1.  Durgun vakum çözümleri 

       (2.72) şartı altında ( )K K r  ve ( )U U r  olarak seçilirse, (2.84) ifadesi, 

0
U

U
r


    ,                                                                                                              (2.87) 

şekline dönüşür.  Bu denklem kolaylıkla çözülerek, 
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1lnU r c   ,                                                                                                           (2.88) 

çözümü elde edilebilir ve bu çözüm (2.86) denkleminde yerine konularak, 

2

2lnK r c   ,                                                                                                         (2.89) 

sonucu bulunur. Burada , 1 2,c c terimleri integrasyon sabitleridir. Burada (2.72) seçimi 

ile elde edilen (2.88, 2.89) metrik fonksiyonları ile tanımlanan çözüm 1919 yılında Levi 

– Civita tarafından bulunmuş olan silindirik simetrik  uzay - zaman statik çözümüdür. 

 
22 2( ) 2 2 2 2 2(1 ) 2

0ds r dr dt r dz r w d         ,                                                        (2.90) 

Bu ifade içinde yer alan   ,  kaynağın birim uzunluk başına kütle yoğunluğunu, 0w  ise 

konikliğini belirleyen iki integrasyon sabitleridir. 

       2.3.2.  Kararlı dalga çözümleri 

       Einstein-Rosen denklemlerinin kararlı dalga çözümleri [25] M.Halilsoy tarafından 

bulunmuştur.   Bu çözüm için  U fonksiyonu, 
0U  bir sabit ve 

0J  birinci türden Bessel 

fonksiyonu olmak üzere, 

0 0( , ) ( ) ( )U t r U J r Cos t  ,                                                                                           (2.91) 

ifadesi ile verilmektedir.  Genel çözümü elde edebilmek için  K  fonksiyonunu, vakum 

denklemlerini kullanarak belirleyelim.  (2.86)  ifadesi açılır ve gerekli ara işlemler 

yapılırsa, 

2 2 2 2 2

1( ) ( ) ( ) ( )o oK U r J r Sin t J r Cos t     ,                                                                (2.92) 

sonucuna ulaşırız.  (2.92) ifadesinin integrasyonundan, 

 2 2 2 2

1 2

1
( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( )

2
o o oK U r J r J r J r Sin t J r Cos t f t    ,                              (2.93) 

sonucu elde edilir. Bessel fonksiyonlarının aşağıda özellikleri (2.92) ifadesinin 

çözümünde kullanılmıştır. 
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( ) ( 1) ( )n

n nJ J    ,                                                                                                 (2.94) 

1 1

2
( ) ( ) ( )n n n

n
J J J  


   ,                                                                                    (2.95) 

 '

1 1

1
( ) ( ) ( )

2
n n nJ J J     ,                                                                                   (2.96) 

Burada bilinmeyen ( )f t  fonksiyonunu bulmak için ifadenin zamana göre türevini 

alırsak, 

2

12 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )o oK U rJ r J r Sin t Cos t f t
 

   ,                                                                 (2.97) 

elde edilir. Benzer şekilde (2.85) ifadesinde ( , )U t r fonksiyonu yerine yazılarak, 

2

12 ( ) ( ) ( ) ( )o oK U rJ r J r Sin t Cos t


  ,                                                                            (2.98) 

olduğu görülebilir, (2.97, 2.98) denklemleri karşılaştırılarak ( ) 0f t


   sonucuna 

ulaşırız. Benzer şekilde (2.85) ifadesinden yola çıkarak  (2.98)  ifadesinin 

integrasyonunu, 

2

1

1
( ) ( ) (2 ) ( )

2
o oK U rJ r J r Cos t f r    ,                                                                    (2.99) 

olarak buluruz.  (2.99) ifadesinin radyal değişkene bağlı türevi, 

 2 2 2

1

1
( ) ( ) (2 ) ( )

2
o oK U r J r J r Cos t f r    

 
                                                       (2.100) 

 olarak elde edilir. Bu ifadeyi (2.92)  ile karşılaştırırsak, 

 
2

2 2 2

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

o
o o

U
f r r J r J r rJ r J r     ,                                                      (2.101) 

olarak integrasyon sabitini bulmuş oluruz.  Bu sabit değer yardımıyla, 
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 2 2 2 2 2

1 1

1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

2
o o oK U r J r J r rJ r J r Cos t   
 

,                                          (2.102) 

sonucu elde etmiş oluruz.  Böylelikle (2.83) metriğinin, metrik fonksiyonları  (2.89, 

2.102) ifadeleri ile belirlenmiş ve genel çözüm bulunmuş olmaktadır. 

       2.3.3.  Kararlı Silindirik Kütleçekim Dalgaları 

       Stephani tarafından yapılan bir çalışmada [26], hangi gerçek çözümlerin kararlı 

kütleçekim dalgalarına karşılık gelebileceğini belirleyen kriterler ortaya konmuştur.  Bu 

çalışmaya göre aşağıdaki kriterleri sağlayan çözümler silindirik kararlı dalga çözümleri 

olarak adlandırılabilir: 

1. Uzay zaman metrik fonksiyonlarının temel kısımları zaman tipi koordinatı 

yalnızca periyodik bir çarpan olarak içermelidir ve bu fonksiyonlar uzay tipi 

koordinata da bağlı olmalıdır. 

2. Bazı metrik fonksiyonların zaman ortalaması sıfır olmalıdır. Özellikle Poynting 

vektörünün kütle çekimsel benzerinin (eğer mevcutsa) diverjansı sıfır olmalıdır 

ve  bu vektörün uzaysal kısımlarının zaman  ortalaması da sıfır olmalıdır.  

       En genel silindirik metrik (2.1) için yukarıdaki ikinci kıstas ele alındığında ( , )K t r  

metrik fonksiyonunun zamana göre türevinin zaman ortalaması da sıfır olmalıdır; yani 

, 0tK   

şartını sağlamalıdır. Yukarıda elde edilen ( , )K t r  metrik fonksiyonunun belirtilen her 

iki şartı da sağlamasından dolayı bu çözüm kararlı dalga çözümü olarak adlandırılmıştır. 

       2.3.4.Soliton tipi çözümler 

       Einstein-Rosen dalga denklemlerinin soliton tipi çözümleri için, 

1

2

2 2
( , ) ln

r
U t r

t t r

 
  

  
 ,                                                                                    (2.103) 

ifadesi ile verilmektedir [28,29].  (2.85, 2.86) eşitlikleri aracılığıyla ( , )K t r

fonksiyonunu belirleyelim. Bu eşitliklerden; 
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 2 22

t
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r t
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
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,                                                                                                       (2.104) 

 

2 2

2 24

r t
K

r r t


  


,                                                                                                  (2.105) 

ifadeleri elde edilir.  (2.104) eşitliğinin integrasyonundan, 

   
1

2 2 4
3lnK t r C r



   ,                                                                                       (2.106) 

ve (2.105) eşitliğinin integrasyonundan, 

 

1

4

42 2
ln

r
K C t

r t

 
  

 
,                                                                                       (2.107) 

sonuçları bulunur.  Bulunan çözümler için zamana bağlı kısımdan elde edilen ifadenin 

radyal değişkene bağlı türevi ve radyal kısımdan elde edilen sonucun zamana bağlı 

türevlerinin aynı olması gerekliliğinden sabitler aşağıdaki gibi elde edilmiş olunur.  

   
1

4
3 lnC r r  ,                                                                                                       (2.108) 

 4 0C t   ,                                                                                                                (2.109) 

belirlenen sabitlerle ( , )K t r  fonksiyonu, 

1

4

2 2
ln

r
K

r t

 
  

 
 ,                                                                                                   (2.110) 

olarak bulunur. (2.103, 2.110) ifadeleri (2.83) metriğinin soliton tipi kütle çekim dalga 

çözümüne karşılık gelmektedirler. 

       2.3.5.  Durgun arka plan atım (pulse) çözümü 

       Silindirik simetrik bir kaynağı göz önüne alalım ve bu kaynağın statik olduğunu 

düşünelim. Kaynağın bir anlık içine doğru büzülüp sonra tekrar eski konumuna geldiği 
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bir olayda kaynak ekseninden dışa doğru keskin bir atım (pulse) yayınlanması 

durumunda bu türden bir olayın matematiksel ifadesi, 

 
1

2 2 2

1 ( )

2

t r

s ç

f t dt
U U

t t r






 
 

  
 

 ,                                                                           (2.111) 

olarak verilmektedir [13].  Burada 
s çU  standart Levi – Civita çözümü ve ( )f t dalganın 

kaynağının zamana bağlı temsili olan şiddetini betimlemektedir. Bu ( )f t  fonksiyonu 

bilinmiyor ise diğer metrik fonksiyon ( , )K t r ’ yi belirlemek mümkün değildir.  Eğer bu 

( )f t  fonksiyonunu, 

0( ) ( )f t f t ,                                                                                                          (2.112) 

0f  bir sabit ve ( )t  Dirac – Delta fonksiyonu olmak üzere (2.112) şeklinde 

yazılabileceğini kabul edersek, zamana ve radyal duruma bağlı olarak iki halin ortaya 

çıktığını görürüz. Bunlardan ilki 

,sçU U t r                                                                                                       (2.113) 

zamanın,  radyal kısımdan küçük olduğu duruma tekabül eder ve bu hal kaynağın statik 

olduğu duruma karşılık gelmektedir. Yani bu durumda kaynaktan dışarıya doğru bir 

atım (pulse) yayınlama hali mevcut değildir. İkinci duruma göz atarsak, 

 
0

2
2 2

,
2

sç

f
U U t r

t r
  


                                                                    (2.114) 

zamanın radyal kısımdan büyük olduğu durumlarda atım (pulse) çözümü Delta – Dirac 

fonksiyonunun tanımıyla mevcuttur. Bu durumda kaynağın büzüldüğü eksene paralel 

olan dış eksenlerden geçecek keskin bir dalga atımının olduğunu belirtmiş oluruz. Böyle 

bir atım (pulse) çözümü için K  metrik fonksiyonunu bulalım. Yukarıdaki metrik 

fonksiyonların bulunma yöntemlerine benzer olarak işlemler yapılırsa, (2.85, 2.86) 

ifadeleri uyarınca sırasıyla, 
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 

 

3
2 2 2 2

3
2 2 2

2

2

f t f r t r

K
r t







 
  

 


,                                                                                (2.115) 

   

2

2 2

3 3
2 2 2

2 2 24 2

f t f r
K r

rt r t r



 

  
   

     
  

   

,                                                       (2.116) 

olarak bulunurlar. (2.115) ifadesini zamana göre integre edersek, 

 

 

3
2 2 2 2

12
2 2 2

8

( )
8

f f r t r

K f r
r t





 
  

  


,                                                                     (2.117) 

ifadesini elde ederiz. (2.117) ifadesindeki 1( )f r  fonksiyonunu bulmak için bu ifadenin 

radyal değişkene bağlı türevini hesaplarsak, 

   

 

3
2 2 2 22

13
2 2 2

4

( )
4

f r t r f t r

K f r
r t





 
   

    


,                                                      (2.118)  

olduğunu görürüz. Bu ifadeden 1 ( )f r  fonksiyonunu elde etmek için (2.116) ifadesiyle 

karşılaştırarak, 

2

1( ) ln( )f r r ,                                                                                                        (2.119) 

olduğu kolayca görülebilir. Bu durumda metrik fonksiyon ifademiz, 

 

 

3
2 2 2 2

2

12
2 2 2

8

ln( )
8

f f r t r

K r c
r t






 
  

   


,                                                           (2.120) 

olarak bulunmuş olunur. Benzer şekilde K  metrik fonksiyonunu (2.116) ifadesinden de 

aynı metodla bulabiliriz. (2.116) ifadesini konuma göre integre ederek, 
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   

 

3
2

2 2 2 2 2 2 22

22
2 2 2

8 8 ln( )

( )
8

f f r t r r t r

K f t
r t

  



 
    

  


,                                 (2.121) 

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeden 2 ( )f t  fonksiyonunu bulmak için (2.121)’in zamana 

bağlı türevi alınırsa, 

 

 

3
2 2 2 2

23
2 2

2

( )
2

f t f r t r

K f t
r t





 

 
  

  


,                                                                    (2.122) 

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeden 
2
( )f t



’yi bulmak için (2.115) ile karşılaştırarak, 

2
( ) 0f t



 ,                                                                                                                 (2.123) 

sonucunu elde ederiz, buradan görüleceği üzere 2 ( )f t  ifadesi bir sabittir. Sonuç olarak, 

   

2 2
2

2 1
2 2 2

2 2 2

ln( )
8

f r f
K r c

t r t r




 

   
 

,                                                     (2.124) 

olarak bulunmuş olunur. Ayrıca (2.120, 2.124) ifadelerinin farkının sıfır olduğu da 

görülebilir. Burada c  ifadesi bir integrasyon sabitidir. 

2.4. Genel Silindirik Simetrik Metrik için Vakum Çözümleri 

       Genel silindirik simetrik vakum metriğinin (2.1), çeşitli kütle çekim dalga 

çözümlerini inceleyeceğiz. Bu metriğin vakum  Einstein denklemleri (2.79 - 2.82) 

ifadeleri ile verilir .Bu denklemlerin bazı özel çözümlerine bakalım. 

2.4.1. Kararlı dalga çözümleri 

       Einstein denklemlerinin vakum çözümlerinden özel bir kararlı dalga çözümü 

M.Halilsoy tarafından bulunmuştur.  Bu çözüm için  ( , )U t r , ( , )A t r  ve ( , )K t r

fonksiyonları sırayla aşağıdaki gibidir: 
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       0 0 0 02 22 2 2U J r Cos t U J r Cos tUe Cosh e Sinh e 
   ,                                                    (2.125)

     0 12 2A rU Sinh J r Sin t   ,                                                                         (2.126)  

          
2 22 2 2

0 0 1 0 1

1
2

2
K U r J r J r rJ r J r Cos t   

 
,                                   (2.127)   

2.4.2.  Soliton tipi çözümler 

       Genel metrik için soliton tipi çözüm [27,28] aşağıdaki şekilde verilmektedir.  

2 2t t r

r


  
  
 
 

 ,                                                                                                  (2.128) 

olmak üzere; 
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 

2
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1

1

ar
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







 ,                                                                                                       (2.129)

 2

2

2 2

1
U

a
e

a


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 
 
 
 

  ,                                                                                                 (2.130)

2

2 2

K b r
e

t r

 
   

 

  ,                                                                                                  (2.131) 

burada ,a b  integrasyon sabitleridir [29]. 
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3.BÖLÜM 

SİLİNDİRİK SİMETRİK BRANS - DICKE VAKUM 

ÇÖZÜMLERİ 

       3.1.  Brans – Dicke Vakum Denklemleri 

       BD alan denklemlerinin genel ifadesi (1.21, 1.22)  ile verilir.  BD vakum çözümleri 

için         ( 0abT  ) bu ifadeyi, 

, ; , ,

1
R    


  

 

 
  

 
                                                                                             (3.1) 

0   ,                                                                                                                        (3.2) 

formunda yazabiliriz.  Silindirik simetrik genel metrik  (2.1) ve bu metriğin Ricci tensör 

bileşenleri (2.49 - 2.54) kullanılarak, 
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,                                                                                               (3.3)           
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 ,                                                                                             (3.4)
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   


 

     ,                                                                                              (3.9) 

olmak üzere BD vakum alan denklemlerini elde ederiz.  Einstein vakum çözümüne 

benzer şekilde (3.4,3.5) ifadelerinin toplamları alınarak ve  (3.9) denkleminin 
1


 ile 

çarpımından elde edilen sonuçla farkı alınırsa, 

' '

0
W W

W W

 

 



   
    

   
,                                                                                                    (3.10) 

ifadesi bulunur. Eğer F W  olacak şekilde yeni bir fonksiyon tanımlarsak (3.10) ile 

belirtilen denklemin, 

0F F


   ,                                                                                                                (3.11) 

olduğu görülebilir. ( , )F t r  için bu denklem Minkowski dalga denklemine eşittir. Bu 

denklemin en genel çözümü GR denkleminde olduğu gibi  1( )F r t , 2( )F r t  

argümanlarının keyfi fonksiyonları olmak üzere, 

1 2( ) ( )F F r t F r t     ,                                                                                           (3.12) 

olarak ifade edilir.  Einstein-Rosen dalga çözümlerini elde ederken yaptığımız seçime 

benzer olarak metrik fonksiyonları tanımlayalım. Metrik fonksiyonları, 

1

k

k

W r

r 




   ,                                                                                                                   (3.13) 

olarak seçersek,  F r  olacaktır.  Bu ifadeleri BD vakum denklemlerinde (3.3 - 3.8),  

yerlerine yazıp  (3.6) ifadesi ile (3.5) ifadesinin farkı alınırsa, 
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  ,                                                                                (3.14) 

sonucu elde edilir. (3.8) ifadesinden, 
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,                                                                       (3.15) 

ve (3.7) ifadesinden, 
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2 1
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e
K rU U U k A A
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 ,                                                                    (3.16) 

eşitlikleri bulunmuş olunur. Son olarak  (3.7) ve (3.4) ifadeleri arasında gereken cebirsel 

işlemler yapılarak,
 

   
24

2 2 2

2 1

1
1 2 (1 )

4 2
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k

e
K A A k k U k r U U

r r
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 



  
                  
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 ,          (3.17) 

sonucunu bulabiliriz.  Bu denklemleri genelleştirilmiş Einstein - Rosen - BD  vakum 

denklemleri olarak adlandırabiliriz. 1k   için bu ifadeler Einstein denklemlerine eşittir.  

Biz   1k    için çözümler elde etmeye çalışacağız. 

       3.2.  Silindirik Simetrik Köşegen Metrik için Vakum Çözümleri 

       Bu bölümde silindirik simetrik en genel metriğin 0A   durumuna karşılık gelen ve 

(2.83) ile verilen köşegen metriğin çeşitli çözümlerini tartışacağız.  Bu durumda, dikkat 

edilirse (3.14)  BD vakum denklemi ile  (2.79) denklemi birbirine eşit olmaktadır.  Bu 

nedenle GR vakum çözümlerinde bulunan  ( , )U t r fonksiyonları,  karşılık gelen BD 

vakum denkleminin de çözümleri olmaktadırlar.  Dolayısıyla silindirik simetrik köşegen 

metriğin BD çözümlerini bulmak için aynı ( , )U t r fonksiyonlarını kullanabiliriz.  BD 

kuramının etkileri ise ( , )K t r  fonksiyonunda kendisini gösterecektir.  
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       3.2.1.  Statik çözüm 

       Metrik fonksiyonların ( ,K U ) yalnızca radyal koordinatın fonksiyonu olması 

durumunda durgun bir uzay – zaman geometrisi elde edilir. Bu durumda yukarıdaki 

tartışmanın ışığında U  fonksiyonunu (2.88) olarak seçersek, (3.14) denklemi (2.84) 

denklemine dönüşür ve (3.17) denklemi, 

    21
1 2 (1 )

2
K k k U k rU

r
            ,                                                       (3.18) 

şeklini alır, buradan hareketle (3.18) ifadesinin integrali alınarak, 

2

5(1 ) ( 1) ( 1) ln( )
2

K k k k k r C


 
 

        
 

,                                                    (3.19) 

sonucu bulunur. 1k   için bu çözüm, GR çözümünü vermektedir. Bu çözüm BD kuramı 

için durgun bir dış uzay – zaman geometrisini belirlemektedir [7,30,31] ve statik Levi – 

Civita çözümünün BD kuramına genelleştirilmesidir. 

       3.2.2.  Kararlı dalga çözümleri 

       GR’de ele alınan kararlı dalga çözümlerine benzer olarak (2.91) ifadesi ile 

tanımlanan [31] ( , )U t r   fonksiyonu, 0A  durumu için değerlendirilirse , (3.16, 3.17) 

denklemlerinde gerekli işlemler yapılarak (3.16) denkleminden, 
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    ,                                        (3.20) 

bulunur. Benzer şekilde (3.17) ifadesinden, 
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                                                                                                                                    (3.21)                                                                                                                                                                    

sonuçları elde edilebilir. İntegrasyona tabi tutularak (3.20) ve (3.21) ifadeleri için 

sırasıyla, 

 0 0 0 1 1( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )K U J r Cos t k U rJ r Cos t f r     ,                                                (3.22) 
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k U Cos t k k r f t        ,                                       (3.23) 

ifadeleri elde edilir.  Burada ( )f r  fonksiyonunu bulmak için (3.22) ifadesinin radyal 

değişkene göre türevi alınırsa, 
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 

,                           (3.24) 

bulunur. (3.21, 3.24) ifadeleri karşılaştırılarak bulunan 1( )f r fonksiyonu integre 

edilerek, 
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2
f r r U J r J r k k r         ,                              (3.25) 

sonucu bulunur.  Benzer biçimde 2 ( )f t  fonksiyonunu bulmak için (3.20) ifadesinin 

zamana göre türevi alınırsa, 

 0 0 0 1 21 ( ) 1 2 ( ) ( ) ( ) ( )K U k J r k U rJ r Cos t Sin t f t
 

        ,                                 (3.26) 

2( )f t sbt olduğu görülür.  Sonuç olarak  K  metrik fonksiyonu,  
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1

1 ( 2) ) ln( )
2

k k r     ,                                                                         (3.27) 

olarak bulunur. 

   2 2 2 2

0 0 1 0 0 0 1

1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

2
K U r J r J r U J r Cos t k U rJ r Cos t     

 
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       3.2.3.  Soliton tipi çözüm 

       GR’den elde edilen ve 0A  durumu için bulunan vakum çözümlerine ait metrik 

fonksiyonlar BD çözümleri için de kullanılabileceğinden, ( , )U U t r fonksiyonu (2.103) 

formu ile ifade edilirse (3.16, 3.17) denklemleri için aşağıdaki eşitlikler elde edilir. 

 
 

2 2 2

2 2 2 2

( 1) ( 2)

2( )

k r k t t r t
K

r t t r t

     
 

  
 ,                                                                    (3.28) 

 
 

3 2 2 2 2 4 2

2
2 2

2 (3 6 4 2( 1) ) (1 2 4 ( 1) 2 ( 2))

4 ( )( )

t t r t k k k r k k
K

r r t r t t t r

              
 

   

 

  
 

2 2 2 2

2
2 2

2 (4 5) 2( 1) (3 6 2 (3 ( 2) 6 8))

4 ( )( )

r t t r k k k t k k

r r t r t t t r

             


   

  .    (3.29)            

 (3.28) ifadesinin integrasyonu sonucu, 

  2 2 2 2 2 21
ln( ) 2( 1) ln 2( ) 4 2 1 2 ( 1) ln( )

4
K t r k t t r k k k r                   

6 ( )C r ,                                                                                                                      (3.30) 

olarak bulunur, (3.29) ifadesinin integrasyonu sonucu ise, 

   2 2 2 21
(1 2 ) 2( 1) ln( ) 2( 1) ln ( 1) ln( )

4
K k k r k k rt r t           

 

 2 2

72( 1) ln ( ) ,k t t r C t    


                                                     
                

(3.31) 

olarak elde edilir.  İntegrasyon sabitleri için (3.30, 3.31)  ifadelerinin çözüm olması 

gerçeğinden, 

2 2

6

1
( ) 4 2 1 2 ( 1) ln( )

4
C r k k k r       ,                                                                (3.32)
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7 ( ) 0C t  ,                                                                                                                   (3.33)                                                                                                                                         

sonuçlarına ulaşılır.  Sonuç olarak K  fonksiyonu,       

    2 2 2 21
4 2 1 2( 1) ln ln( ) ( 1) ln

4
K k k k r t r k t t r                         (3.34)       

olarak elde edilir. 

       3.2.4.  Durgun arka plan atım (pulse) çözümü 

       2. Bölümde ele alınan atım (pulse) çözümünü köşegen metrik için, ( , ) 0,A t r 

( , ) ,kW t r r 1( , ) kt r r  ,olmak üzere ve ( , )U t r  metrik fonksiyonu (2.114) ifadesi ile 

verilmek kaydıyla gereken ara işlemler yapılırsa,  

 

 

 
   

2 2
22

22 1
2 2 2

2 2 2

1 2
1 1 ln( )

28 2

f kf r
K k k k k r c

t r t r

 
  

 

   
            
  

 

 

(3.35) 

K  metrik fonksiyonu (3.35)  olarak hesaplanır. Bu ifadede 2c  bir sabittir ve 1k   için 

GR çözümüne indirgenmektedir. 

3.3.  Silindirik Simetrik En Genel Metrik için Brans – Dicke Vakum Çözümleri 

       3.3.1.  Kararlı dalga çözümleri 

       0A   durumunun aksine 0A   için U ’nun sağladığı vakum denklemi (3.14)  GR 

deki U fonksiyonunun sağladığı (2.125) denkleminden farklıdır.  Dolayısıyla bu durum 

için GR’ deki bilinen çözümleri kullanamayız,  ancak aşağıdaki teorem, çözümlerin elde 

edilmesinde bize büyük bir kolaylık sağlamaktadır. 

 



36 

 

       3.3.1.1.  Teorem: 

       1( , )U t r  ve 1( , )A t r  GR için (2.79, 2.80) ile verilen vakum Einstein-Rosen 

denklemlerinin herhangi bir çözümü olmak üzere; 

1

1
( , ) ( , ) ln( )

2

k
U t r U t r r


   ,                                                                                    (3.36) 

1( , ) ( , )A t r A t r  ,                                                                                                       (3.37) 

olarak seçilen ( , )U t r , ( , )A t r  fonksiyonları (3.14, 3.15) ile verilen BD vakum Einstein-

Rosen denklemlerini sağlamaktadırlar. 

       3.3.1.2.  İspat: 

1( , ) ( )U U t r f r  ,                                                                                                    (3.38) 

olacak şekilde bir çözüm olduğunu düşünelim.  Bu ifade  (3.14) denklemi içinde yerine 

konularak ifade tekrar yazılırsa 

14( ( ))
2 2 1

112

( , ) ( )
( , ) ( )

2

U f r

k

U t re f r
A A U t r U f r

r r r

    
        

 
,                                   (3.39) 

eşitliği elde edilir. Bu ifadedeki ( )f r  fonksiyonunu öyle seçelim ki,  bu denklem (2.79) 

ile verilen Einstein vakum çözümlerine eşit olsun.  (3.39) ifadesi ile (2.79) ifadesini 

karşılaştırırsak bu isteğimizi sağlayan ( )f r  fonksiyonunun, 

( )
( ) 0

f r
f r

r


    ,                                                                                                     (3.40) 

1 14( ( )) 4

2 2

U f r U

k

e e

r r



  ,                                                                                                       (3.41) 

denklemlerini sağlaması gerektiği görülür.  (3.41) denkleminden, 

1
( ) ln( )

2

k
f r r


 ,                                                                                                      (3.42) 
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olarak bulunur.  Bu ( )f r  fonksiyonu (3.40) denklemini de sağlamaktadır.  Bu seçimle 

silindirik simetrik en genel metrik için BD vakum çözümlerini sağlayan ( , )U t r  

fonksiyonunu elde etmiş oluruz.  Seçilen herhangi bir 1( , )U t r fonksiyonu için ( , )K t r

fonksiyonu (3.16, 3.17) denklemleri kullanılarak elde edilir. 

       3.3.2.  Kararlı dalga çözümleri 

       BD kütle çekim kuramının en genel silindirik simetrik uzay-zaman metriği için 

kararlı dalga çözümlerini elde etmek amacıyla yukarıdaki teorem kullanılarak, ( , )U t r  

metrik fonksiyonu (3.36, 3.37) biçiminde seçilmelidir.  Bu fonksiyonun Einstein vakum 

denklemlerini sağlayan kısmı ise, 

        0 0

1 1
2 22 2 2 2( , ) ln ( )

k
CJ r Cos t CJ r Cos t

U t r Cosh e Sinh e r 





  
     

   

,                      (3.43) 

biçiminde olacaktır.  Ayrıca teorem gereği ( , )A t r  da Einstein vakum çözümündeki 

fonksiyonun aynısı olarak seçilmelidir. Dolayısıyla ( , )A t r fonksiyonu (2.126) olmak 

üzere seçilirse, (3.16, 3.17) denklemlerinden,    

2

0 0 1( ) ( ) (2 )K U rJ r J r Sin t


 ,                                                                                       (3.44) 

 
  2 2 2 2 2

0 1 0

1 1 3 2( 1)
( ) ( ) ( ) ( )

4

k k k
K U r J r Cos t J r Sin t

r

   
    ,                   (3.45) 

eşitlikleri elde edilir.  (3.44) ifadesinin integrasyonu sonucunda, 

2

0 0 1

1
( ) ( ) (2 ) ( )

2
K U rJ r J r Cos t R r   ,                                                                     (3.46) 

ifadesi elde edilir, (3.45) ifadesinin integrasyonu sonucunda ise, 

  2 2 2 2 2

0 1 0 0 2

1
2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4
K U r J r J r J r Sin t J r Cos t   

 

   
1

1 1 3 2( 1) ln( ) ( )
4

k k k r T t      ,                                                         (3.47)                     

sonucuna ulaşılır.  
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Bu ifadelerde ki bilinmeyen fonksiyonları yani ( )R r  ve ( )T t ’yi bulmak için  (3.46) 

ifadesinin radyal değişkene ve (3.47) ifadesinin zamana göre türevleri alındıktan sonra 

(3.46, 3.47) ifadeleri ile karşılaştırılarak sonuç integre edilirse sırası ile;

 
   2 2 2 2

0 0 1 0 2

1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 1 1 3 2( 1) ln( )

4
R r U r J r J r J r J r k k k r          ,(3.48) 

( )T t sbt ,                                                                                                                  (3.49) 

olarak sabit terim ifadeleri elde edilir.  Sonuç olarak metrik fonksiyonun ( , )K t r  

bileşenini, 

     2 2 2 2

0 0 1 0 1

1
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 1 1 3 2( 1) ln( )

4
K U r r J r J r J r J r Cos t k k k r        

 

                                                                                                                                    (3.50) 

olarak elde etmiş oluruz. 

       3.3.3.  Soliton tipi çözüm 

       Yukarıdaki teorem kullanılarak  U ve A  fonksiyonları, (3.36, 3.37) ifadeleri 

uyarınca, GR kuramındaki soliton tipi bir çözüm için, 

2

2 2 2 2

1 ( 1) 1
ln ln( )

2 2( 1) ( 1)

r a k
U r

a t a t r

  
  

     

,                                                    (3.51) 

 
 

2

2

1

1

ar
A

a









,                                                                                                          (3.52) 

şeklinde seçilirse,  BD vakum denklemleri olan (3.16, 3.17) ifadeleri için  ( , )K t r

fonksiyonu, 

2

2 2

K b r
e

t r





 ,                                                                                                         (3.53) 

olarak elde edilir.  
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Burada, 

1
2 2(3 2) 2( 1)k k k        ,                                                                                   (3.54) 

olmak üzere  , a ,b   birer sabittir. 

3.4.  Brans – Dicke Vakum Çözümlerinden Elde Edilen Denklemlerin 

Birleştirilmesi 

       Brans - Dicke vakum çözümleri için önceki kısımlarda statik durum, kararlı dalga 

çözümü, durgun arka plan atım çözümü ve soliton çözümleri ifade edilmişti, her bir 

çözüm ayrı ayrı denklemleri sağladığı gibi bu çözümlerin toplamları da benzer şekilde 

çözümdürler.  (3.14) ifadesinin, silindirik simetrik bir uzayda dalga denklemini temsil 

ettiği belirtilmişti, 0A   şartı altında statik çözüm ve kararlı dalga çözümlerinin 

toplamının çözüm olduğu duruma  bakacağız.(2.88) ve (2.91) fonksiyonlarının cebirsel 

toplamı, 

Toplam St KdU U U  ,                                                                                                    (3.55) 

olmak üzere,
 

lg

St

Kd

U Statik Çözüm

U Kararlı Da a Çözümü




 

ToplamU  ifadesinin silindirik simetrik dalga denklemini sağladığı görülebilir. Yani 

0
Toplam

ToplamToplam

U
U U

r


    ,                                                                                     (3.56) 

denklemi sağlanmış olur. Bu türden bir çözüm için ( , )K t r  fonksiyonu (3.16)  ve  (3.17)  

eşitliklerinden elde edilebilir. İfade edilen bu durum için ( , )K t r   fonksiyonunu, 

    2 2 2 2

0 0 1 0 0 0 1

1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) 1 2 ( ) ( )

2
K U r J r J r U J r Cos t k U rJ r Cos t       

   2 21
2 ( 1) ( 1) ln( )

2
k k k k r          ,                                                    (3.57) 
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şeklinde elde edilir.  Daha önceki bölümlerde bahsettiğimiz şekilde 1k   durumu göz 

önüne alındığında BD alan denklemlerinin GR de ifade edilen çözümlere dönüştüğünü 

söyleyebiliriz. BD alan denklemlerinin çözüm olarak elde edilmiş fonksiyonlarının 

tamamı birleştirme metodu ile hesaplanırsa, her birinin ayrı ayrı çözüm olmasına benzer 

olarak çözümlerin toplamlarının da gerekli ara işlemlerin yapılması halinde alan 

denklemlerini sağladığı görülecektir. Bu prensiple kapsamlı çözümlerin 

değerlendirilebilmesi yaklaşımı sergilenmek istendiğinde bu çözümler birleştirilerek 

sonuçlar değerlendirilebilir. Biz tezimizde bu kısımların çözümlerinin gösterilmesini 

yalnızca statik ve kararlı dalga çözümleri açısından ele aldık. 
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4.BÖLÜM 

SİLİNDİRİK SİMETRİK  BRANS – DICKE  VAKUM 

ÇÖZÜMLERİNİN BAZI ÖZELLİKLERİ 

       4.1.  Parçacık Hareketleri 

       Bu bölümde tartışmış olduğumuz genel Brans – Dicke silindirik simetrik uzay – 

zaman konfigürasyonları için test parçacıklarının hareketlerini veren jeodezik 

denklemlerini elde ederek bu denklemleri bazı özel durumlar için inceleyeceğiz. 

       BD kuramının temel özelliklerinden birisi, bir metrik kuramı olması, yani  (1.21, 

1.22)  alan denklemlerinin türetildiği Brans – Dicke eyleminde (1.3) madde 

lagranjiyenine  sadece uzay – zaman metriğinin çiftlenmesidir. Dolayısıyla BD 

kuramında test parçacıkları,  aynen Einstein kuramında olduğu gibi uzay – zaman 

metriğinin jeodeziklerini izlemektedirler. BD kuramının etkileri ise metrik 

fonksiyonlardaki farkta kendisini göstermektedir.  

       Verilen bir uzay zaman konfigürasyonu  için jeodezik denklemleri farklı yollarla 

elde edilebilir. Bunlardan bir tanesi, 

1

2

dx dx
L g

d d

 


 

  ,                                                                                                      (4.1) 

Lagrange fonksiyonunun sağladığı Euler – Lagrange denklemi olan, 

0
a a

dL dL dL

d dx dx

   
    

   
 ,                                                                                               (4.2) 

ifadesidir ve her bir ax  koordinatı için hesaplanarak elde edilebilir. Diğer bir yolsa, 

0a a b c

bcx x x  ,                                                                                                          (4.3) 

ifadesini hesaplamaktır.  Burada   has zaman olan  ya göre alınmış türevi ve 
a

bc  

Christoffel sembollerini temsil etmektedir. Bu bölümde basitlik için sadece genel 

köşegen silindirik metriği (2.83) göz önüne alacağız. Bu metrik için Christoffel 

sembolleri; 
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t

tr r rK U   ,                                                                                                               (4.4) 

 

t

tt t tK U   ,                                                                                                                (4.5) 

 

t

rr t tK U   ,                                                                                                               (4.6) 

 

4 2t U K

zz te U  ,                                                                                                             (4.7) 

 

 2 2t K

t te WW W U

   ,                                                                                            (4.8) 

 

r

tr t tK U   ,                                                                                                                (4.9) 

 

r

tt r rK U   ,                                                                                                             (4.10) 

 

r

rr r rK U   ,                                                                                                             (4.11) 

 

4 2r U K

zz re U   ,                                                                                                        (4.12) 

 

 2 2r K

r re W U WW

   ,                                                                                         (4.13) 

 

z

tz tU  ,                                                                                                                      (4.14) 

 

z

rz rU  ,                                                                                                                    (4.15) 

 

t
t t

W
U

W



   ,                                                                                                             (4.16) 

 

r
r r

W
U

W



   .                                                                                                            (4.17) 
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olarak elde edilir.  Bu iki yöntemden herhangi birini kullanarak test parçacığının 

jeodezik denklemleri aşağıdaki gibi elde edilir. 

 2( ) 2 2 2 2 2 2 21

2

K U U UL e r t e z e W      
 

,                                                             (4.18) 

olmak üzere;  

        2( ) 2 2 2 2 2 2 22 0K U U U

t t r r t t te t r t K U rt K U e U W WW e U z           
 

,                

                                                                                                                                    (4.19) 

        2( ) 2 2 2 2 2 2 22 0K U U U

r r t t r r re r r t K U rt K U e U W WW e U z          
 

,  

                                                                                                                                    (4.20) 

 2 2 0U

r te z zrU ztU     ,                                                                                    (4.21) 

    2 2 22 0U

r t r te W WW r WWt W U r U t         ,                                           (4.22) 

olmak üzere elde edilir. Şimdi bu denklemleri bazı özel çözümler için inceleyelim. 

       4.2.  Test Parçacıklarının Çembersel Hareketi 

       Herhangi bir parçacığın çembersel bir yol izleyebilmesi için 0r z
 

   şartı 

sağlanmalıdır. Bu durumda jeodezik denklemleri, 

 

   2( ) 2 2 2 2 0K U U

t t t te t t K U e U W WW        
 

,                                              (4.23) 

   2( ) 2 2 2 2 0K U U

r r r re t K U e U W WW      
 

,                                                   (4.24) 

 2 2 22 0U

t te W WWt W U t     
 

,                                                                        (4.25) 

 olarak elde edilir.  (4.24) ifadesi 2t  ile bölünürse, 

   
2

2 2

2

K

r r r re K U WW U W
t


    ,                                                                           (4.26) 

ifadesini elde ederiz.  

w
t


 ,                                                                                                                        (4.27) 
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olarak tanımlayalım. Bu durumda (4.26) ifadesi, 

 

 

2

2

2

K

r r

r r

e K U
w

WW U W





 ,                                                                                                (4.28) 

olarak elde edilir. Yörünge boyunca hareket eden parçacığın kat ettiği has yolun 

parçacığın has zamanına oranı, 

dS

d



   ,                                                                                                                   (4.29) 

olarak tanımlanır. Bu ifadeyi yukarıdaki Lagranjiyen yardımıyla, 

 2( ) 2 2 2 2 2 2 2K U U Ue r t e z e W       
 

,                                                               (I.40) 

şeklinde yazabiliriz. Burada   teriminin alabileceği üç farklı değer mevcuttur. Bu 

değerler,  

1,0,1     ,                                                                                                               (4.31) 

olmak üzere, 

0       ,     v c ,                                                                                                     (4.32) 

ışık tipi hareketi, 

1      ,    v c  ,                                                                                                      (4.33)  

zaman tipi hareketi 

1        ,    v c ,                                                                                                      (4.34) 

uzay tipi hareketi  tasvir eder.  Lagranjiyende  0r z
 

   olarak alınırsa, 

 2( ) 2 2 2 21

2

K U UL e t e W      ,                                                                                 (4.35) 

ifadesini elde ederiz. (4.2) denklemini, 

2 2UdL
e W sabit

d




  ,                                                                                               (4.36) 

şeklinde yazabiliriz.  Yukarıda belirtilen ifadeden de anlaşılacağı üzere hareket sabiti 

olan açısal momentumun değeri belirlenmiş oldu.  Açısal momentum için L  sabitini 

kullanırsak, 

2 2UL e W  ,                                                                                                            (4.37) 
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olmak üzere, 

2 4 4 2UL e W  ,                                                                                                         (4.38) 

(4.38) ifadesini  2t  ile bölersek bu ifadeden, 

2

2

4 4 2U

L
t

e W w




 ,                                                                                                          (4.39) 

sonucu elde edilir.  Bu eşitlik (4.30) da yerine yazılarak 
2  yalnız bırakılırsa ve  elde 

edilecek denklem (4.24)’de yerine yazılırsa w ’nın tanımı (4.28) yardımıyla  açısal 

momentum ifadesini kapalı formda, 

 

 2 2 2 r rU

r
r

K U
L e W

W
K

W

 


 
 

 
 

,                                                                                      (4.40) 

şeklinde elde ederiz. 0A    köşegen metrik ifadesi için elde edilen rK  fonksiyonu 

(3.18) eşitliği kullanılarak, 

   
1

1 2
2

k k
r

            ,                                                                                (4.41) 

olmak üzere, 

  

 

2 2

2 2 2

2 2(1 )

r t rU

r
r t r

kU r U U
L e W

W
U k r U U

W









  

 
 

     
 

,                                               (4.42) 

olarak elde edilir. Ancak ve ancak ,U W  fonksiyonları bu denklemi sağladıkları 

takdirde çembersel jeodezikler mevcuttur. Bu denklemde dikkat edilmesi gereken nokta,  

ifadenin sol tarafının sabit olup sağ tarafının ise ,t r ’ ye bağlı fonksiyonlardan 

oluşmasıdır. Dolayısıyla ancak ifadenin sağ tarafı da bir sabite eşit olursa çembersel 

jeodeziklerin varlığından söz edilebilir. 1k   olması durumunda ise sonuç genel 

görelilikle aynıdır [32]. 
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       4.3.  Durgun Parçacık Üzerine Etkiyen Radyal Kuvvet 

       Başlangıçta durgun olan bir parçacık üzerine etkiyen radyal kuvveti temsil edecek 

ifadelere bakalım. Başlangıç şartları olarak parçacığın simetri eksenine sabit bir 

uzaklıkta durgun olduğunu yani, 

, , 0r z    ,                                                                                                                  (4.43) 

olduğunu düşünelim.  Bu şartlar altında Lagrange denklemleri yeniden gözden 

geçirilirse, 

 2( ) 2 0K U

t te t t K U       ,                                                                                   (4.44) 

 

 2( ) 2 0K U

r re t K U   ,                                                                                              (4.45) 

denklemleri elde edilir.  (4.44, 4.45) denklemlerini, 

 2( ) 0K Ud
te

d

  ,                                                                                                       (4.46) 

2( ) ( ) ( )K U K U K Ud d
te te t e

d d 

    ,                                                                              (4.47) 

formunda yazabiliriz. (4.47) ifadesinde, sağ tarafın II. kısmı için, 

( )K Ut e E  ,                                                                                                                (4.48) 

ifadesini elde ederiz. Burada E  bir integrasyon sabitidir.  Jeodezik denkleminin genel 

ifadesi (4.3) kullanılırsa, 

0a a b c

bcx x x   ,                                                                                                               

2 0r

ttr t  ,                                                                                                             (4.49) 

ifadesi bulunur.  Christoffel sembolleri yardımıyla bu ifade,  

 2( ) 2K U

r rr e U K E  ,                                                                                             (4.50) 
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şeklinde elde edilir.  Bu ifade bir 0r r , noktasında durgun olan bir parçacığın 

hissedeceği kütleçekimsel ivmeyi tanımlamaktadır.  Bu kuvvet önce durgun çözüm 

incelenecektir. Hareket denklemi için (4.50) statik çözümden elde edilen (2.88, 3.19) 

metrik fonksiyonları yerlerine konularak ifade düzenlenirse, 1k   için, 

4 ( 1) 1(1 )r r   


   ,                                                                                                   (4.51) 

elde edilir. Bu ifade durgun Levi – Civita çözümü için test parçacığının hissedeceği 

ivmelenmeye karşılık gelmektedir. Çok iyi bilinmektedir ki   parametresinin farklı 

değerleri için parçacık çekici ya da itici bir kuvvete maruz kalmaktadır [11,12,13]. 

0,1   ve 0,1    değerlerine sahip iki metrik için [0,20]r   aralığında bir 

parçacığın ivmelenmesi aşağıda gösterilmiştir. 

 

          

(Şekil 4.1)                                                                                                                                      

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            

Grafikte kesikli çizgiler  ’nun pozitif değeri, noktalar ise  ’nun negatif değeri için 

elde edilmiştir. Ayrıca  ’nun işaretine bağlı olarak test parçacığı üzerine etki edecek 

ivmelenmenin yönü, “ Tablo 4.1” de belirtilmiştir. 
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Tablo 4.1 

 

ɛ < 0 - (kaynağa doğru çekilme) 

ɛ > 1 - (kaynağa doğru çekilme) 

0 < ɛ < 1         +   (kaynak tarafından itilme) 

 

                                                                                                                                       

       BD vakum çözümleri için elde edilen statik durumda, 1k   için ( )U r  ve ( )K r  

fonksiyonları (4.50) ifadesinde kullanılarak aşağıdaki ifade elde edilir. 

   
22 ( 2) 4 ( ) 4 ( 1) 2 11

2 ( ) 1 ( 2)
2

k k kr r k k k        


            ,                           (4.52) 

       Yukarıda belirtilen ifadeden görüldüğü gibi parçacığın hareketinin karakterini, yani 

simetri eksenine göre çekileceğini mi, simetri ekseninden dışarı doğru itileceğini mi ya 

da denge durumunda kalacağını mı belirleyen şey, 

  2 ( ) 1 ( 2)k k k          ,                                                                         (4.53) 

ile tanımladığımız    katsayısının işaretidir. Burada Einstein çözümünün aksine 

kuvvetin karakterini belirleyen üç tane parametre mevcuttur. Dolayısıyla bu , ,k    

parametrelerinin her birinin farklı değer ve işareti için bu kuvvetin işareti ayrı ayrı 

belirlenmelidir. 0r


  durumu parçacığın nötr dengede bulunduğu duruma karşılık 

gelmektedir. (4.53) ifadesi kullanılarak (4.52) ifadesi daha sade bir biçimde ifade 

edilebilir, 2 1

2
r r 

  . Bu ifadenin sıfır olması için  0   olmalıdır. Bu denklemi   

için çözersek, 

 2 21
4 3 2 4 2

2
k k k k k         ,                                                               (4.54) 

sonucunu buluruz, 1k   durumunda nötr denge için GR’dekine benzer olarak 

0 1yada   sonucuna ulaşırız. Ayrıca 2    ve 1k    özel durumunda da 

eşitlik sağlanmış olur. Test parçacığının hareketinin karakterini belirlemek için birkaç 

durumun incelenmesi gerekir. 0r


  , 0r


  ifadeleri ile belirlenecek olan haller için 

mevcut olan olasılıklar “EK 1 -   Tablo 4.2” de değerlendirilmiştir. 
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       4.4.  C - Enerjisi 

       Silindirik simetrik en genel metrik için  (2.1) ifadesiyle verilen ve toplam enerji 

olarak adlandırılan C-Enerjisi K.Thorne [16] tarafından bulunmuştur.  Kontravaryant C 

- Enerji akı vektörü ( , )t rP P P   olmak üzere; 

2( )

,

1

2

t K U

tP e C
W

   ,                                                                                              (4.93) 

2( )

,

1

2

r K U

rP e C
W

  ,                                                                                                (4.94) 

olarak tanımlanmaktadır. Bu durumda C-enerjisi potansiyel fonksiyonu,  

2 21
( , ) ( , ) ln

4
C t r K t r W W

  
    

  
,                                                                        (4.95)                                                           

ifadesi ile verilmektedir. Bu ifadeler bölgesel enerji yoğunluğunu ve radyal yön 

boyunca ölçülen dörtlü hızla birlikte bölgesel akışı temsil ederler.  Bu enerji akı vektörü 

diferansiyel korunum yasasına uymaktadır, yani ; 0P

   
eşitliğini sağlamaktadır. Ya da 

eşdeğer olarak P  vektörünün kapalı bir 3-boyutlu yüzey üzerinden integrali sıfır 

olmaktadır. 

0i

i

Kapalı yüzey

P dS


  ,                                                                                                    (4.96) 

Bu bilgilerden hareketle BD vakum çözümlerinden elde edilen ( , )U t r  ve ( , )K t r  

fonksiyonları için C enerji fonksiyonunu ve aynı zamanda enerji akı vektörleri olan 

( , )t rP P P  bileşenlerini hesaplayabiliriz.  

       4.4.1.  Statik durumda  , ,t rC P P niceliklerinin değerleri 

 
2

2 2 2( 1)1 ( 1)
( 1) ln( ) ln

4 2

kk
C k k k r k r


    

       
 

,                                  (4.97) 

0tP   ,                                                                                                                       (4.98) 
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     
2

2 1 1

2 21
(1 ) ( 1) 3 2

8 2

k k k k

r r
P k k k k

r

  

  


    

        ,                                 (4.99)       

 

       4.4.2.  Kararlı dalga çözümleri için  , ,t rC P P  niceliklerinin değerleri 

  2 2( 1) 2 2 2 2

0 0 1

1
( 1)( ( 2) ) ln( ) 2ln ( ) ( ) ( )

8

kC k k r k r r U J r J r          

       0 0 0 12 ( ) ( ) 1 ( ) ( )U J r Cos t k rU J r Cos t   ,                                                      (4.100) 

                                                                                                                                              

    

 

2 2 2
20 0 0 1 0 0 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( 2)

0 0

0 1

( )

8

1 2 ( ) ( ) ( )

U U r J r J r J r Cos t k U rJ r Cos t k k k

t U e r J r
P

k U rJ r Cos t Sin t

  



       

  

 

 

                                                                                                                                  (4.101)                                                              
    

 

                                                                                                                                                 

    2 2 2
2 20 0 0 1 0 0 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2 ( 1)

16

U U r J r J r J r Cos t k U rJ r Cos t k k k
r e r

P




       

   

    2 2

0 1 0 1 0( 1) ( 2) 4 2 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )ok k U r J r Cos t k U rJ Cos t U rJ r Sin t         
 

,  

                                                                                                                                  (4.102) 

       4.4.3.  Soliton tipi çözümler için  , ,t rC P P  niceliklerinin değerleri 

         2 2 2 2 21
1 2 4 2( 1) ln 4ln ln ln

16

kC k k k r k r t r t r            
 

 

     
 2 2( 1) ln

8

k t t r  
 ,                                                                                   (4.103)           

                                                    
2 1

2 ( 2)
2 2 2 22 ( 1)

16

kk k

t
r t t r t k t r

P
t r t r

  



   
       
   

 
,                                         (4.104) 
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 
2 21

2 ( 1)
2 22

kk k
rP r t r t r t t r

   

     

 

 
2 2

2 2 2

1 2 2 ( 1) 7 2 2 ( ( 2) 2 5)

32

r r k k k

rr t r t t t r

  



 
        

           

,       (4.105) 

       4.4.4.  Silindirik simetrik en genel metrik  kararlı dalga çözümleri için 

 , ,t rC P P  niceliklerinin değerleri       

     2 2 2 2

0 1 1

1
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( 1)(1 3 2( 1) ) ln( )

16
oC c r r J r J r J r J r Cos t k k k r       

 

2 2( 1)1
ln( )

4

kk r                                                                                                          (4.106) 

   

 

2 2 2
0 0 1 1

0

1
( 1) (1 3 2( 1) )2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

2 2
0 1

4 ( ) ( )2 2

( ) ( ) ( ) ( )

4 ( ) ( )

o k k kc J r Cos t c r r J r J r J r J r Cos t

t

c J r Cos t

c e r J r J r Cos t Sin t
P

Cosh a e Sinh a





      

 


, 

                                                                                                                                  (4.107) 

   

 

2 2 2
0 0 1 1

0

1
2 ( 1) (1 3 2( 1) ))2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

2

4 ( ) ( )2 232 ( ) ( )

o k k kc J r Cos t c r r J r J r J r J r Cos t

r

c J r Cos t

e r
P

Cosh a e Sinh a





       




   

       2 2 2 2 2 2

1 01 3 7 2( 1) ) 4 ( ) ( ) ( ) ( )k k k c r J r Cos t J r Sin t      ,                 (4.108) 

       4.5.  C - Enerji Yoğunluğu 

       Uzay - zamanın herhangi bir x  noktasında bulunan bir gözlemcinin dünya 

çizgisinin teğet vektörü, yani parçacığın dörtlü hızı, 

dx
U

d





 ,                                                                                                                (4.109) 

ifadesi ile tanımlanır. Bu gözlemci tarafından ölçülen C enerji yoğunluğu, 

CEYE P U

 ,                                                                                                          (4.110) 
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ifadesi ile verilmektedir.  Gözlemcinin dörtlü hız vektörüne dik olan  (normal)  vektöre 

n  diyelim. Bu durumda bu gözlemcinin ölçeceği C enerji akısı, 

P n

  ,                                                                                                               (4.111) 

ile tanımlanır. Bu normal vektörü, 

0

1

n U

n n












,                                                                                                                (4.112) 

şartlarını sağlamalıdır. Sabit bir  r  yarıçapında bulunan bir gözlemcinin dörtlü hız 

vektörü silindirik koordinatlarda, 

 0, , ,x t r z  ,                                                                                                        (4.113) 

olmak üzere, 

,0,0,0
dt

U
d





 
  
 

,                                                                                                   (4.114) 

ifadesi ile verilir. Silindirik simetrik en genel metrik ifadesinde zamana bağlı olan kısım 

 22 2K U
ds e dt


  ,                                                                                                    (4.115) 

ifadesi ile tanımlanmıştı, 2 2ds d  olması gerçeğinden, 

 22 2K U
d e dt


 ,                                                                                                      (4.116) 

U Kdt
e

d

 ,                                                                                                               (4.117) 

 ,0,0,0U KU e  ,                                                                                                  (4.118) 

şeklinde dörtlü hız vektörü bulunur. 

U g U

  ,                                                                                                            (4.119) 

olmak üzere, 

 ,0,0,0K UU e

  ,                                                                                                (4.120) 
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ifadesine ulaşılabiliriz. Ayrıca parçacığımızın zaman tipi bir parçacık olması, 

1U U

   ,                                                                                                             (4.121) 

ifadesi ile de sağlandığı görülmektedir. 

       4.6.  C - Enerji Akı Yoğunluğu 

       Parçacık sabit bir r  yarıçapında olduğunda,  normal vektörü yalnızca r  

doğrultusunda olacaktır, bu nedenle normal vektörünün bileşenlerini, 

 0, ,0,0rn n  ,                                                                                                      (4.122) 

temsili ile ifade edebiliriz. Normal vektörünü, 

r U Kn e  ,                                                                                                                 (4.123) 

şeklinde seçersek yukarıda belirtilen normal vektörünün sağlaması gereken koşulların 

mevcut olduğu görülebilir. Yani, 

n g n

  ,                                                                                                              (4.124) 

olmak üzere, 

r

r rrn g n ,                                                                                                                (4.125) 

K U

rn e  ,                                                                                                                 (4.126) 

ifadesinin, 

0r

rn U                                                                                                                     (4.127) 

1r

rn n                                                                                                                      (4.128) 

oldukları görülebilir. Elde edilen normal vektörüyle artık  C  enerji yoğunluğunu temsil 

eden CEE ve C  enerji akı yoğunluğunu temsil eden   büyüklüklerini hesaplayabiliriz. 

C  Enerji yoğunluğu için, 
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t r z

CE t r zE P U P U P U P U P U 

      ,                                                          (4.129) 

ifadesine bakarak yalnızca zaman yönünde bir bileşenin bulunmasından dolayı, 

t

CE tE P U ,                                                                                                              (4.130) 

ifadesini elde ederiz.  C  Enerji akı  yoğunluğu için  benzer şekilde, 

t r z

t r zP n P n P n P n P n 

       ,                                                                    (4.131) 

ifadesi içinde yalnızca radyal doğrultuda bir bileşenin bulunması nedeniyle, 

r

rP n  ,                                                                                                                 (4.132) 

ifadelerinin var olduğunu görmüş oluyoruz. 

       4.6.1.  Statik durumda CEE  ve   büyüklüklerinin hesaplanması 

       Statik durum için metrik fonksiyonlar (2.88) ve (3.19) ifadeleri ile verilmişti, bu 

ifadelerden yola çıkarak, 

0CEE  ,                                                                                                                   (4.133) 

ve, 

  
2 2 21

1 ( 1)
2 2 22 2 2 ( 3) ( 1)

16

k k k

r k k k
  

   



     

      
  ,                           (4.134) 

sonuçlarına ulaşılır. 

       4.6.2.  Soliton çözümü için CEE  ve   büyüklüklerinin hesaplanması 

       Soliton çözümü için metrik fonksiyonlar (2.103) ve  (3.34) ifadeleri ile verilmişti, 

bu ifadelerden yola çıkarak, 
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  
   

   

11
3 2 2 1 2 ( 2)

22 2 2 24

2 23 3

4 4

( 1)

16

k
k k

CE

r t t r t k t r
E

t t r
t r t r

r

  




     

    
 

 
 

,                      (4.135) 

ve, 

  
     

11 1 13 2 2 1 2 ( 2)
22 24 4 4

k
k k

r t r t r t t r
  


     

        

 
 

2 2
2 2 2

2 2

7 2 2 5 2 ( 2)2 2 ( 1)

32

k kr r k

r t rr t t t r

t t r

r

  



 
      

  
     
 

 

                      (4.136) 

şeklinde soliton çözümler elde edilir. 

       4.6.3.  Kararlı dalga çözümü için CEE  ve   büyüklüklerinin hesaplanması 

       Kararlı dalga çözümü için metrik fonksiyonlar (2.91) ve (3.27) ifadeleri ile 

verilmişti, bu ifadelerden yola çıkarak, 

    2 2 2 2 20
0 0 1 0 0 1

1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)

2 2
0

8

U
U r J r J r J r Cos t k U rJ r Cos t k k

CE

U e r
E





      

   

 0 0 1( ) 1 2 ( ) ( ) ( )J r k U rJ r Cos t Sin t  ,                                                                     (4.137) 

    2 2 2 2 20
0 0 1 0 0 1

1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( 1)

2 2

16

U
U r J r J r J r Cos t k U rJ r Cos t k k

e r




       

    

     2 2

0 1 0 1 0( 1) ( 2) 4 2 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )ok k U r J r Cos t k U rJ Cos t U rJ r Sin t         , 

                                                                                                                                  (4.138) 

olmak üzere kararlı dalga çözümleri bulunur. 
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       4.6.4.  Silindirik simetrik en genel metrik çözümü için
CEE  ve   

büyüklüklerinin hesaplanması 

       Silindirik simetrik en genel metrik kararlı dalga çözümü için metrik fonksiyonlar 

(3.45) ve (3.52) ifadeleri ile verilmişti, bu ifadelerden yola çıkarak, 

  

 

2 2 2 2
0 1 1

1 1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( 1) (5 3 2( 1) )

2 2 4

1

0 04 (2 ) (2 ( ) ( )) (2 ( ) ( ))

oc r r J r J r J r J r Cos t k k k

CE
k

c e r
E

r Cosh a Cosh c J r Cos t Sinh c J r Cos t





       





,           (4.139) 

  

 

2 2 2 2
0 1 1

1 1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 1 ( 1) (1 3 2( 1) )

2 4

1

0 032 (2 ) (2 ( ) ( )) (2 ( ) ( ))

oc r r J r J r J r J r Cos t k k k k

k

e r

r Cosh a Cosh c J r Cos t Sinh c J r Cos t





         


  


 

    2 2 2 2 2 2

1 0( 1) 7 3 2( 1) 4 ( ) ( ) ( ) ( )k k k c r J r Cos t J r Sin t       ,                   (4.140) 

sonuçlarına ulaşırız. 

4.7.  C – Enerjisi Potansiyel Fonksiyonu Grafikleri 

       4.7.1.  Statik çözüm 

       0A   durumunda silindirik simetrik en genel metrik ifadesinin köşegen hale 

geldiğini daha önce belirtmiştik, burada BD kuramından elde sonuçlar ile GR kuramı 

arasında C enerjisi bakımından nasıl bir fark olduğunu anlamak için bazı grafik 

çizimlerine yer verilecektir.  Bu karşılaştırmalar sırasıyla statik, kararlı dalga çözümleri 

ve soliton tipi çözümler için yapılacaktır.  

       Statik durum göz önüne alınarak  1, 1    olmak üzere BD ve GR arasındaki 

enerji değişim farkı  (Şekil 4.2)’deki gibidir. 

 
1 : 3

2: 3

BD için k

BD için k

 

  
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 (Şekil 4.2) 

k  değerinin negatif yada pozitif olarak büyümesine paralel olarak C  enerjisi de 

artmakta ve buna bağlı olarak GR eğrisiyle BD arasındaki fark büyümektedir.  Daha 

önce Thorne tarafından ifade edilmiş olan C - Enerjisinin uzay zamanın dalgalanması 

esnasında taşınan enerji büyüklüğüne eşdeğer olduğu ifade edilmişti.  Bu açıdan 

bakıldığında BD alan denklemleri sonucunda elde edilen fonksiyonların C - Enerjisi 

bakımından da Einstein çözümlerinden ne ölçüde farklı sonuçlar doğurduğu 

görülmektedir.  

       4.7.2.  Kararlı dalga çözümü 

       Kararlı dalga çözümleri içinde metrik fonksiyon değerlerindeki temel farkı k  

değeri oluşturmaktadır,  yani 1k   durumlarının tamamı GR çözümleri ile aynı 

sonuçları vermek durumundadır.  Bu bakımdan, 

BD -1 :  5, , 5, 5
2

U t k


     

BD – 2: 5, , 5, 5
2

U t k


      

olmak üzere  (2.102) ve (3.27) metrik fonksiyonları ( , )K t r  fonksiyonunu 

oluşturmaktadır. 

B D - 2

B D - 1

G R

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
r

4

2

2

4

6

C
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(Şekil 4.3) 

Grafikten de görülebileceği gibi k  sabitinin negatif değerlerinde C  enerjisi daha hızlı 

büyümekte ve artan k  değerlerine paralel olarak C  enerjisi de artmaktadır. Ayrıca 

belirtilmesi gereken diğer bir hususta 1r   bölgesinde BD kuramındaki logaritmik 

farktan dolayı potansiyel fonksiyonunun negatif olduğudur.  Kararlı Dalga çözümleri 

için  GR’nin 3D görünümü { ,0,10}t  aralığında (Şekil 4.4)’ te verilmektedir. 

(Şekil 4.4) 

B D - 2

B D - 1

G R

5 10 15 20
r

100

50

50

100

C Energy
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Kararlı Dalga çözümleri için BD kuramının  3D görünümü { ,0,10}t  aralığında (Şekil 

4.5)’ verilmektedir. 

 

(Şekil 4.5) 

C enerjisi için elde edilen 3D görünümlü potansiyel fonksiyonlarına ait görünümler bu 

şekilde gösterilmiştir.  BD çözümü ve GR çözümünden elde edilen 3D görünümünde C

enerji grafiklerinin { ,0,5} { ,0,5}r ve t aralığında grafiksel farkını, 

 

(Şekil 4.6) 

(Şekil 4.6)’dan görebiliriz. 
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       4.7.3.  Soliton çözümü  

       Soliton çözümleri için elde edilen (2.110) ve (3.30) metrik fonksiyonları 

aracılığıyla C enerjilerinin değişimlerine ait 3D görünümleri sırası ile aşağıdaki gibidir. 

GR 

  

(Şekil 4.7) 

BD 

 

(Şekil 4.8) 
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5.BÖLÜM 

SONUÇ 

       Bu tezde, alternatif kütle çekim kuramlarının en önemlilerinden birisi olan    

Brans – Dicke kuramı kapsamında silindirik simetrik vakum çözümleri ele alınmıştır.  

Silindirik simetri, doğası gereği, küresel simetriye göre çok daha geniş ve zamana bağlı 

olabilen vakum çözümlerine izin vermektedir.  Bunun sonucu olarak bu tip uzay – 

zamanlar için fiziksel olarak önemli dinamik çözümler mevcuttur.  Bunlardan en 

önemlisi olan Einstein – Rosen denklemleri, kütle çekim dalgalarını analitik olarak 

incelemeye izin vermesi bakımından çok önemlidir.  Son yıllarda alternatif kütle çekim 

kuramlarının incelenmesinin önem kazanması, bu tip gerçek çözümlerin farklı kuramlar 

bağlamında ele alınmasını gerekli hale getirmiştir.  Dolayısıyla bu tezde silindirik 

simetrik Einstein – Rosen tipi vakum çözümleri Brans – Dicke kuramı çerçevesinde ele 

alınmıştır.   

       Tezimizde ilk olarak, Brans – Dicke alan denklemlerinin elde edilebilmesi için, 

diferansiyel formlar kullanılarak, Cartan’ın denklemleri aracılığıyla en genel silindirik 

simetrik uzay – zaman metriği için, çeşitli eğrilik tensörlerinin bileşenleri elde 

edilmiştir.  Daha sonra bu bileşenler kullanılarak, Einstein kuramı için genelleştirilmiş 

Einstein – Rosen tipi çözümler ele alınıp literatürde bilinen bazı tam çözümler yeniden 

elde edilmiştir.  Bu hazırlıklar yapıldıktan sonra, Brans – Dicke alan denklemleri 

kullanılarak yeni çözümlerin elde edilmesine geçilmiştir.  Brans – Dicke alan 

denklemleri lineer olmayan birbirine bağlı karmaşık denklemlerdir.  Ele aldığımız 

problemde metriğin uygun şekilde seçilmesi bazı metrik fonksiyonlarının ve skaler 

alanın integre edilmesini kolaylaştırmaktadır.  Dolayısıyla bu kuram için 

genelleştirilmiş Einstein – Rosen tipi denklemler analitik olarak elde edilebildi. Burada 

iki farklı durumdan söz etmek mümkündür. Einstein – Rosen tipi (köşegen) durumda U 

metrik fonksiyonu  genel görelilik kuramındaki denklemle aynı biçimi almakta ve bu 

durum tam çözümlerin elde edilebilmesini kolaylaştırmaktadır.  İkinci, yani 

genelleştirilmiş Einsten – Rosen durumunda ise bu mümkün değildir.  Ancak bu durum 

için, U ve A fonksiyonlarının uygun bir seçimi sonucunda, Einstein kuramında elde 

edilen çözümler kullanılarak yeni Brans -  Dicke kuramında bu durumlara karşılık gelen 
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yeni çözümler elde edilebileceğini iddia eden bir teoremi ispatladık.  Bu gözlemler 

ışığında, bu iki duruma ait toplam beş adet farklı yeni çözüm elde edildi.   

       Tezin son bölümünde ise bulunan bu çözümlerin bazı fiziksel özellikleri ele alındı.  

Thorne’un ortaya attığı C- enerjisi ile ilgili büyüklükler hesaplanarak bazı değerleri için 

grafiklerle incelendi.  Ayrıca köşegen durum için test parçacıklarının genel hareket 

denklemleri elde edildi ve dairesel hareket ve durgun parçacığa etkiyen çekim kuvveti 

gibi iki özel durum incelendi.  Brans – Dicke kuramı ile genel görelilik kuramındaki 

çözümler arasındaki farkla hem metrik fonksiyonlarında hemde  skaler alanın varlığında 

kendisini göstermekte ve dolayısıyla hem kütle çekim alanı hemde bu alanlarda test 

parçacıklarının hareketi birbirinden farklılık göstermektedir. 

       Özetle, bu tezde Brans – Dicke kuramı çerçevesinde (genelleştirilmiş) Einstein – 

Rosen tipi silindirik simetrik vakum çözümleri ele alınarak yeni çözümler elde edilmiş 

ve bu çözümlerin bazı özellikleri ele alınmıştır.  Bu yeni çözümlerin bu kuramların 

özelliklerinin anlaşılması bakımından önemli olabileceğini düşünüyoruz. 
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Ekler 

Ek-1 

Tablo 4.2 

 ’nun olası değerleri ; 

0    0 ;( , )

0 1

1

k k k

k

k

    
 

  
  

 

0 1   0

0 1 ;( , )

1

k

k k k

k

 

 
 

    
  

 

1   0

0 1

1;( , )

k

k

k k k 

 
 

  
    

 

         

şeklinde verilmektedir. Bu olasıklar için bazı alt başlıkların gözden geçirilmesi 

gerekmektedir. Aşağıda numaralandırılmış olasılıkların  varolması halinde  her olasılığa 

ait alt başlıklar ayrı ayrı şartın sağlanacağı koşulları belirlemektedir. 

 

 

0r


  ; 

  

1- 0   ve 0 ,k k   ,olması halinde 

 (1 )
2

k k


    , 2 ( ) ( 1)( ( 2) )k k k         

 (1 )
2

k k


   
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2- 0   ve 0 ,k k    ,  olması halinde, 

 (1 ) , ( 1)( ( 2) ) 2 ( )
2

k k k k k


           

3- 0   ve 0 1k   ,  olması halinde, 

 (1 )
2

k k


   , ( 1)( ( 2) ) 2 ( )k k k         

4- 0   ve  1k   ,  olması halinde, 

 (1 )
2

k k


    ve   ( 1)( ( 2) ) 2 ( )k k k         

 

5- 0 1   ve 0k   ,  olması halinde, 

 (1 )
2

k k


   ve ( 1)( ( 2) ) 2 ( )k k k         

6- 0 1   ve  0 1k   , k   ,  olması halinde, 

 (1 )
2

k k


   ve  ( 1)( ( 2) ) 2 ( )k k k         

7- 0 1   ve  0 1k   , k   ,  olması halinde, 

 (1 )
2

k k


   ve (1 )( ( 2) ) 2 ( )k k k         

8- 0 1   ve  1k   ,  olması halinde, 

 (1 )
2

k k


   ve  (1 )( ( 2) ) 2 ( )k k k         

9- 1   ve 0k   ,  olması halinde, 

 (1 )
2

k k


   ve ( 1)( ( 2) ) 2 ( )k k k         

10- 1   ve  0 1k   ,  olması halinde 9 şartı geçerli. 

11- 1    ve 1k  , k   ,  olması halinde, 

 (1 )
2

k k


   ve ( 1)( ( 2) ) 2 ( )k k k         
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12- 1   ve 1k  , k   ,  olması halinde,                                                                        

 (1 )
2

k k


   ve (1 )( ( 2) ) 2 ( )k k k                                                 

 (1 )
2

k k


                                                                                                      

 

       0r


  durumunun var olması için aşağıda belirtilen her başlık için ayrı ayrı 

şartların mevcut olması gerekir. 

13- 0   , 0 ,k k   ,  olması halinde,                                                                          

 (1 )
2

k k


   ve  2 ( ) ( 1)( ( 2) )k k k                        

                          

14- 0  0 ,k k   ,  olması halinde,                                                                            

 (1 )
2

k k


                                                                                                          

 (1 ) , ( 1)( ( 2) ) 2 ( )
2

k k k k k


                                                                

15- 0  , 0 1k   ,  olması halinde,                                                                                

 14 şartları geçerli. 

16- 0   , 1k  ,  olması halinde,                                                                                     

 (1 )
2

k k


                                                                                                          

 (1 )
2

k k


  , ( 1)( ( 2) ) 2 ( )k k k                                                         

17- 0 1   , 0k  ,  olması halinde,                                                                                

 (1 )
2

k k


                                                                                                           

 (1 )
2

k k


  , ( 1)( ( 2) ) 2 ( )k k k                              
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18- 0 1 ,0 1,k k       ,  olması halinde,                                                              

  (1 )
2

k k


                                                                                                        

 (1 )
2

k k


   , ( 1)( ( 2) ) 2 ( )k k k                                                    

 

19- 0 1 ,0 1,k k      ,  olması  halinde,                                                              

  (1 )
2

k k


    , 2 ( ) ( 1)( ( 2) )k k k                                                   

20- 0 1 , 1k    , olması halinde,                                                                               

    (1 )
2

k k


    , 2 ( ) ( 1)( ( 2) )k k k                                                  

21- 1 , 0k   ,  olması halinde,                                                                                      

 
  

(1 )
2

k k


                                                                                                      

 
   

(1 )
2

k k


    , ( 1)( ( 2) ) 2 ( )k k k                                               

22- 1 , 0 1k    ,  olması halinde,                                                                                 

 21’e bağlı şartlar geçerli. 

23- 1 , 1 ,k k     ,   olması halinde,                                                                         

 
   

(1 )
2

k k


                                                                                                   

 
    

(1 )
2

k k


    , ( 1)( ( 2) ) 2 ( )k k k                                               

24- 1 , 1 ,k k     ,  olması halinde,                                                                          

 
     

(1 )
2

k k


    , 2 ( ) ( 1)( ( 2) )k k k                                           

 

şartlarının mevcut olduğu durumlarda, olasılıklara bağlı olarak kaynağın çekici mi, 

yoksa itici mi olacağı belirlenmiş olur. Ayrıca  ’nun k ’ ya bağlı işaretinin 

incelenmesi yapılırsa,  üç durumun mevcut olduğu görülür, 
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I- 0k   olması halinde ; 

 (1 )
2

k k


    

II- 0 1k   olması halinde ; 

 (1 )
2

k k


   ve (1 )
2

k k


                                                                            

III- 1k   olması halinde ; 

 (1 )
2

k k


   ve (1 )
2

k k


                                                                            

 

 

 

 

I.1 -  0 , (1 )
2

k k k


    durumunda   negatif veya pozitif olabilir. 

 

 

 eğer   < 0 => 

 
2

(1 )

k

k
 


                                                                                                     

eğer   > 0 => 

 
2

(1 )

k

k
 


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I.2 - 0 , (1 )
2

k k k


    durumunda   yalnızca negatif değerler alabilir ve 

 
2

(1 )

k

k
 


                                                                                                      

II.1 - 0 1 , (1 )
2

k k k


     durumunda   yalnıza pozitif değerler alabilir ve, 

  
2

(1 )

k

k
 


                                                                                                   

şartını sağlamalıdır. 

 

 II.2 - 0 1k   , (1 )
2

k k


   durumunda   negatif ve pozitif değerler alabilir  

   tüm negatif değerleri alabilir.                                                                            

   pozitif ise ,
a

a b
b

     olmak üzere; 

  
2

( )

a

b a
 


 ,                                                                                                               

 

 

 

III.1 - 1 , (1 )
2

k k k


    olması durumunda   yalnızca negatif değerler alabilir ve 

 
2

(1 )

k

k



 , 
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III.2 - 1 , (1 )
2

k k k


    olması durumunda   negatif ve pozitif değerler alabilir. 

 

  negatif ise iki durum mevcuttur ;

 

 
2

(1 )

k

k
 


 ,                                                                                                              

   tüm pozitif değerleri alabilir. 
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