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ONSOZ

Bu galigmada Kompakt Topolojik Uzaylar iizerine baglica bilgiler degisik kay-
naklardan derlenerek anlagilir bir diizen iginde sunulmaya ¢aligilmugtir,

Bilindigi gibi "Kompakt Topolojik Uzay" kavramu ilk defa 1923'de PS. Alexandroff
ve Paul Urysohn tarafindan bugiinkii anlamda, fakat "Bicompakt" ad1 ile tanimlanir. 1940
yilinda Nicolas Bourbaki bu ismi degistirip "Kompakt Uzaylar" olarak tanimlamugtir,

Kompakt Uzaylarin taniminin bu kadar yakin bir tarihte olmasina kargin, aslinda
bu kavram Topolojiye Analizin temel teoremlerinden olan Heine - Borel teoremi ile 1872 -
1895 senelerinde girmisgtir.

Klasik analizdeki 6nemli teoremlerin pek ¢ogu KAPALI ve SINIRLI araliklar i¢in
gosterilmigtir. Ornegin kapali ve sinirl1 bir aralikta tanimli olan siirekli bir fonksiyonun bu
aralikta maximum degerini almasi yada bir bagkas: kapali ve sinirlt bir aralikta siirekli olan
bir fonksiyon diizgiin siireklidir. Bu tip teoremlerin temelinde Bolzano -Weierstrass ve Heine
- Borel teoremleri bulunmaktadar.

Genel Topolojideki 6nemli kavramlarin pek ¢ogu metrik uzaydaki kavramlarin
genellestirilmesi ile elde edilir. Bu nedenle :

I. Béliimde, reel sayilar, kartezyen uzay, metrik uzay ve ortii kavramlar kisaca
derlenmis ve konumuz ile ilgili teoremler verilmistir.,

Ancak birinci boliimde ispatint verdigimiz Bolzano-Weierstrass teoreminde ka-
palilik kogulunun herhangi bir topolojik uzayda kargiligin1 bulabilmemize kargin sinirlilik
kogulunun kargilifini bulamuyoruz. Bu kosulu, her hangi bir topolojik uzayda
"KOMPAKTLIK" kavramu ile saglayabiliyoruz.,

BoyleceII. boliimde kompaktlik kavrami, kompaktlik kavramina denk olan tanimlar
ve teoremler verilmigtir. III. boliimde ¢ok ¢egitli olan kompaktlik kavramlarindan yalnizca
ikisi " dizisel kompaktlik ve sayilabilir kompaktlik " kavramlari ele alinmigtir. Yalnizca bu
iki uzay: ele aligimizin nedenlerinden biri 6rnegin drnegin dizisel kompakt uzaylarin, ¢ok
daha dnceden (1906 senesinde ) Frechet tarafindan kompakt uzay kavrami olarak kullanilmg
olmasidir.Bir diger nedeni ise metrik uzaylarda, kompaktlik, sayilabilir kompaktlik ve dizisel
kompakthiin birbirine denk olmasidir. Bu nedenle III. Boliimde bu uzaylarin 6zellikleri,
aralarindaki iligkiler ve metrik uzay ile olan iligkileri incelenmistir..



IV. boltimiin I. kisminda kompakt uzaylarda ayirim aksiyomlar: ele alinmus, ikinci
kisimda da kompakt uzaylarda tanim bolgeleri yada deger bdlgeleri olan siirekli fonksiyon-
larda elde edilen sonuglarin belli baglicalari ele alinmigtir. Son olarak da Kompakt Uzaylarin
carpimlar ile ilgili teoremlere yer verilmigtir.

il



ABSTRACT
TOPOLOJIK UZAYLARDA KOMPAKTLIK KAVRAMI
SIGING , Filiz
Yiiksek Lisans Ogrencisi
Tez Danigmast : Prof. Dr. Asuman ILGAZ
8, Mart, 1996, 53 sayfa

In this work, we deal with the notion of compactness in topological spaces. Particular
attention is given to the basic properties and theorems of the related subject. However, we
have stated earlier, namely in the first section, the important properties of the system of real
numbers, cartesian spaces, metric spaces and topological spaces. A topological property called
compactness is developed for general topological space. For subsets of the space (R, U)
compactness turns out to be equivalent to the property of being "closed" and "bounded". Since
these concepts can not be used to define compactness in a general topological space, we need
the concept of "open covering" of a topological space. This concept is introduced in the last
part of the first section.

Indeed compactness is a topological analog of finiteness. That means instead of
considering of all points of a space, we consider only finitely many points to study the entire
space. That's why many theorems in calculus involve closed and bounded intervalsinR, which
are all compact spaces.

Since the earlier definitions of compactness are related to sequentially compactness
and countably compactness, we also deal with them. Furthermore, in metric spaces, we proved
that compactness <> sequentiall compactness <> countable compactness. In the latter section
we concern compact spaces in general; equivalent definitions of them, their separation
properties, continuous functions on them and their subspaces. Finally we work with the product
topology of compactness.
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BOLUM 1.
REEL SAYILAR KUMESI KARTEZYEN UZAYLAR,METRIK
UZAYLAR, TOPOLOJIK UZAYLAR

; L KUMESI

1.1. TANIM :(CISiM)

Asagidaki 6zellikleri tagiyan (+) ve (-) seklinde gosterilen
iki binary islemine sahip bir F kiimesine bir cisimdir denir:

(1) a+b = b+a, Va, beF

(2) (a+b)+c=a+(b+c) , Va,b,c €F

(3) 3 BeF, 6 bir ve tek: O+a=a ve a+0 = a dir VOe F (6=0)

(4) VaeF i¢in 3 7eF : a+d =0 ve a+a =0 (a=-a)

(5) a.b = b.a, Va,beF '

(6) (a.b).c = (a.b).c , Va,b,c €F

(7) 3 bir ve birtek ¢e#0 , eeF : e.a = a, a.e=a,VaeF

(8) VaeF, a#0 ,3 a'eF : a.a'=e ve a'.a=e (a'= al )

(9) a.(b+c) = (a.b)+(a.c) ve (b+c).a=(b.a)+(c.a),Va,b,c €F
6 ya F cismin sifir elemani1 ve ¢ ye F kiimesinin birim eleman1 de-
nir.

1.2, TANIM :(POZITIF KUME)

Eger PcF ve Pz @ alt kiimesine asagidaki ozellikler
gergeklegirse pozitif kiimedenir.

(1) Eger a,be P =>a+beP

(2) Eger a,be P =>a.beP

(3)Eger ac F =>verecegimiz baintilardan mutlaka biri vardir:
ae P, a=0, -aeP

1.3, TANIM (SIRALT OLMA)
Eger PcF, P kiimesi F i¢inde bir pozitif kiime ise F,P araci1l1§1
ile siralanmigtir denir ve F kiimesine siralanmig bir cisim denir.
4 IM ;(ARCHIMEDEA ISH
Eger VxeF ig¢in x<n olacak gekilde bir siralanmig bir n € N
varsa F cismine Archimedean cisim denir.

LIKLAR
F siralanmig bir kiime , a,beF : a <b=
{x:x €F ve a<x<b} kiimesine (a,b) ile gosterilen ailenin be-
lirledigi ac¢ik aralik denir. a,beF ve {x:x € F ve a<x<b} kiimesine,
a ile b nin belirledigi kapalt aralik denir ve [a,b] ile gosterilir.
1
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1.6. TANIM: (ALT SINIR. UUST SINIR)

S CR olsun. u € R olmak iizere V s € S igin s <u ise, uya S alt kiimesinin bir iist sinir
denir. Benzer sekilde Jue Rvarsa: VseS iginw <s ise, w ya S alt kilmesinin alt sinir1
denir. Bir kiime alt sinirt varsa alttan sinirl, {ist sinirn varsa iistten sintrlidir, Alttan ve iistten

simirli kiime sinirhidir,

IM:; PREMUM, INFIMUM
ScR altkiimesi sinirli olsun, S kiimesinin iist sinirindan biri, diger biitiin iist sinirlardan
daha kiigiik ise, bu list sinira S kiimesinin supremumudur denir.Benzer gekilde S nin alt

sinurlarindan bir en biiyiigii varsa, buna S nin infimumu denir.

P IBI; Reel sayilarin bostan farkl bir alt kiimesinin bir {ist sinir1

varsa, supremumu da vardir,

2. KARTEZYE ZAYLA
1 M (KARTEZYEN CARPIM
Eger A ve B iki bogtan farkli kiime ise, kartezyen carppm Ax B = {(a,b):ae A, b
€ B} dir. Benzer gekilde bogtan farkli A, B, C gibi li¢ kiimenin kartezyen ¢arpim A x
Bx C={(ab,c):aecA,b eB,ce C}dir ‘
O halde A1 x A2 x ..x Ap={(a1, a2,..,ap): a1 € A1, a2z € A2, ... ,ape Ap} dzel olarak
(Ar=A2=..=Ap) ise A1 x A2 x ... Ap = AP gosterilir,

22, TANIM (n- BOYUTLU REEL KARTEZYE AY
Ozel olarak A =R alirsak n defa kartezyen carpimu R" = n-boyutlu reel kartezyen

uzay olarak isimlendirilir.

2.3. TEOREM:
Eger x=(E1, &2,y &Ep) R"  deki herhangi bir eleman ise, o zaman
l&j|_<.|X|S1/ﬁ sup { &1, 1&x0, ..., 1&,1 ) dir.

Ispat:

2 .2 2 y :
Ix P=E1+E5+... & oldugundan 1&;1<1x 1 dir,



Benzer gekilde eger
M=sup {1&!,.., 1E 1 } ise, ozaman Ix12<n M2 = |x =+ M sonucu elde edilir

K KUME
R" debiraltkiime G olsun. V xe G igin | x-y | <r esitsizliginir > Oi¢iny € G oluyorsa

G ye agik kiime denir.

v

Ornek;
R" kiimesi agiktir. Ciinkii Vye R" i¢in n=1 alinz.

v o

2.5, ACIK KUMELERIN OZELLIKLERI
(a) Bog kiime @ ve biitiin uzay R", R" de agiktir..

(b) R™ deki herhangi iki agik kiimenin ara kesiti de R" de agikuir.
(c) R™ deki herhangi sayidaki kiimelerin birlesimi de R" agiktir.

@ kiime higbir eleman igermedifinden yukardaki gartlar trivial olarak gerceklesir.

ise ( Ornek 2.4'den ) agiktir.

(b) G1,G2 e R™ agik kiimeler olsun ve G 3 = G1 N G2 kiimesinin de agik olacagini
gosterecegiz. x € G3olsun = x e G1ve x € Gadir. G1 agik oldugundan o halde 3r1 >
01x-z|<r1dir. Buradan z € G 1 bulunur, Benzer gekilde Gz agik oldugundan3r2>0 | x-
w | <r2dir. Buradan w e G2 bulunur. r'3 =min {r 112 } diyelim = Eger V ye R"i¢in |
x-y|<rsise ye Gzolur=ye G=Gi NGz,

©) {Gq, , GB ... Yagik kiimelerin bir ailesi olsun ve G ile bu agik kiimelerin birlegimini
gosterelim. G nin agik oldugunu gormek igin bir x € G alalim. G birlegim kiimesinin
olusumundan x merkezli Gy, tarafindan tamamen kapsanacak gekilde agik kiime vardur,

O halde bu kiime tamamen G nin i¢ine diiger = Ge R"de agiktir.

R" de tiimleyeni agik olan R™ in bir alt kiimesine kapalidir denir.



2.7, KOMS KL AR

x € R" de bir nokta olsun. x i i¢ine alan bir agik kiimeyi igeren her kiimeye x in R"
deki komgulugu denir A cR" vex e Anoktasina A kiimesinin i¢ noktasidir denir.
Akiimesi x noktasinin komgulugu ve eger x in her bir komgulugu A kiimesinin x den farkli

bir noktasini igeriyor ise x noktasina A kiimesinin yiilma noktasidir denir .

2.8. TANIM (SINIRLILIK)

R" debir J agik aralifi, R" nin alt kiimesi olan agik araliklarinin n defa kartezyen
garpimu ile verilir:

J={x=(€;, &,.., E)e RV g <& <b;,i=1,2,...,n}.

Benzer gekilde R"™ de I kapali aralif reel sayilarin kapali araliklarinin p defa
kartezyen garpimu ile elde edilir:

I={x=C, &,.., EDe R :a;<§ <b;,i=1,2,..,n}

A c R" nin bir alt kiimesi bir aralik tarafindan kapsaniyorsa, bu kiimeye sinirhidir de-

nir,

E GE RALIKL EORE
<Ig> R"™ nin bogtan farkh kapali araliklar dizisi olsun., Bu dizi
I[1 2o ..2I.. seklinde i¢ ice yuvalanmigaraliklardan meydana gelmis olsun. O

zaman Jpe R" :pe { Ik}

i&nﬂt .

Bir Ik aralifimzi agik olarak gosterirsek

Le={E1, &, ., EE R 1, S Er <y, a8, < En< by, )

Buradan {[ak, by l:ke N}  reel sayilarin kapali araliklarindan olugmus, bogtan
farkli, yuvalanmug bir dizi olugturduklarina goriiriiz ve 8yle bir M1 reel sayisi vardir ki biitiin
bu arabklarin igine girer. Bu islemi her bir koordinata uygulayacak olursak bu

y=(M1,..,Mn) noktasini elde ederiz. Oyle ki y e R* ve eger j, j= 1, 2, ..., n ise
Mnj€ {[ag, byl:ke N} olur. Yani y biitiin < I« > araliklarinin ortak noktasi

olur,



- WEIERSTRASS TEQOREMI

R" nin her sinirl1 ve sonsuz elemanlt alt kiimesinin y1gi1lma noktas: vardur.

Ispat: B sonsuz elemanli ve siirli bir alt kiime ve B < I; olacak gekilde Ii kapali
araligini her bir kenarini iki egit par¢aya bolerek 2" tane kapal: alt aralifa bolelim. I, B
nin sayilamayacak kadar ¢ok elemanini igerdiginden, bu alt araliklardan en az biri B nin
sayllamayacak kadar ¢ok elemanini igerir. Eger 2" alt araliklarinin her biri B nin sonlu
sayida elemanini igermig olsa idi, B nin sonlu kiime olmasi gerekirdi ki bu da hipotezle gelisir.
Oyleyse bu 2" alt araliklardan en az birisi B nin sayilamayacak kadar ok elemanini
igerecektir. B nin say1lamayacak kadar ¢ok elemanini igeren bu alt araligina I2 diyelim. Simdi
de Iz araliginin her bir kenarmni iki egit kapali araliga bélelim. Yine bu alt araliklardan en
az birisi B nin sayilamayacak kadar ¢ok elemanini igerecektir. Aksi takdirde I sonlu olurdu
ve bu da I2nin olugturulmas: bi¢imiyle ¢eligirdi. I2nin sonsuz ¢oklukta elemanini igeren bu
alt aralifina Is diyelim.

Bu gekilde devam ederek R" nin i¢ ice gegmis < Ik > kapali araliklar dizisini elde
ederiz. Igige gegmis araliklar teoremine gore Ik, (k =1, 2, ...) araliklarina ait bir y noktasi
vardir. §imdi de bu y noktasinin B nin y181lma noktasi oldugunu gosterecegiz.

[lk olarak , eger It =[a1, b1] x [a2, b2] x ... x [an, b ] ak < bk olmak iizere ve eger
L) =sup { b1-a1,..,bn-an}ise L (I1) >0 degeri I1 in en genig par¢asinin uzunlugudur.

< Ik > dizisinin olugturulma seklinden dolayi

=1 .
O<L(Ik)—2k_1L(Il) ,ke N dir

Diyelim ki V, ortak nokta y nin bir komgulugu ve | y-'z ] <r kogulunu saglayan V
komguluguna ait olsun.
Simdi k indisini Oyle genig segeriz ki Iy &V olur. Boyle bir k indisi segmek

miimkiin. Ciinkii efer w € Ik ise Boliim 1 de verilen Teorem 2.3. den dolay:

ly - wi<qyi L(Ik)=;%L 1) olur.

R nin Archimedean diizenlenmig cisim olma 6zelliginden dolay1 k indisi yeterince

biiyiik se¢ilmig ise

A (I <r olur.
2k-1

k nin bdyle bir degeri icinde Ik SV gergeklesir. Ix kapah aralift B nin sayilamayacak



kadar ¢ok elemanim igerdifinden V komgulugu da B nin y den farkli en az bir elemanini

icermis olur. Sonug olarak y, B nin y1gilma noktasidir,

A.R" de DIZILER

A.1, TANIM :(DiZ1)

R" de dizi tamm kiimesi N = {1, 2, ...} pozitif tamsayilar olan ve deger kiimesi

i¢inde bulunan bir fonksiyondur.

A.2. TANIM (YAKINSAK DIZI)

S=<sn> R" de birdizi olsun. Eger s € R" nin her bir V komgulugu i¢in n > Kv igin
Sn € V nolacak sekilde bir Kv sayisi varsa s noktasina S nin limit noktasi denir . Eger
S — s, yani s, S nin limit noktasi ise S, s e yakinsiyor diyebiliriz, Diziye de yakinsak dizi

denir,
A3, TEQOREM ; R" de bir dizinin en fazla bir limit noktas1 vardir.

Ispat: < sn> dizisinin birden fazla limit noktasinin bulundugunu varsayalim. s', s", bir
S = < sn > dizisinin farkli limit noktalarr s'# s" olsun. V' ve V", s' ve s" nin ortak noktalari
olmayan iki komgulugu olsun ve K' ve K" 6yle iki pozitif tamsayi olsun. Oyle ki n 2 K'igin
sne V' ven 2 K"iginsne V" olsun. K = sup {K', K" } diyelim. Béylece ske V' ves

k€ V"olur. Yani ske V' N V", bu ise V' ve V" niin ayrik olma hipotezimize ters diiger.

-
Eger R" debirdizi S=<sn>iseveeger rl <r2<..<rn<.. pozitif tam sayilarin
tam (strictly) olarak artan bir dizisi ise, o zaman R" de olusan
S'=<Sr1,..,8rn,..>

dizisine S dizisinin bir altizisi denir.

D COREM:

Eger R" de bir S = < sn > dizisi bir se R" elemanina yakinsiyorsa, o zaman



S dizisinin herhangi bir alt dizisi de s noktasina yakinsar.

Is_p_aL;_V, limit s noktasinin bir komgulugu olsun. Dizinin tanimindan 6yle bir Kv pozitif
tam say1 bulabiliriz, n= Kv i¢in sn € V nin i¢ine diiger. m > n kaldikgarn 2 Kv ve
St. € V olacak sekilde bir

S'=<Sr1,..,Srn,..>

dizisini kurabiliriz. S' — s olacakur,

- WEIER S TEOREMI;

R™ deki sinirh bir dizinin yakinsak bir alt dizisi vardur.

Isp_an <xn>, R" nin sinrli bir dizisi olsun. Eger dizidc sadece sonlu sayida eleman
varise, i¢lerinden en az biri sonsuz defa tekrarlanacaktir. Eger <xn>dizisinin alt dizisi, sonsuz
defa tekrar eden bu eleman: segerek olugturursak, < xn > nin yakinsak bir alt dizisini elde
etmis oluruz.

Diger taraftan, < xn >, R" deki sonsuz sayida birbirinden farkli elemanlan igermig
olsun. Bu noktalar sinirl oldugundan Bolim 1 de verilen teorem 2.10. dan dolay: en az bir
yi1gilma noktas: vardir. Bu noktayi x* ile gosterelim.

Xp € <Xp> ve |x, -x*1<1olsun.

Bir Vy={y:ly-x*| <% } komgulugu alalim . x*, S1={ xm : m>1}
kiimesinin y1gi1lma noktas: oldugundan S 1 kiimesinin sonlu sayida noktalarint ¢ikararak
olusturdufumuz S 2 = { xm : m>n 1 } kiimesinin de y181lma noktasidir. Bu takdirde n2 > n1
olmak lizere V2 ye ait Xn, € Sz vardi. Vi={y:ly-x* <—,i,— }  komgulugu ve
S3={Xnm:m>ny} kiimesialalm, x*, S3  kiimesinin y1gilma noktasi oldugundan, n 3
> n 2 olmak {izere V3 komguluguna ait Xn, € S3  vardur,

Bu gekilde devam ederek < x'n > C < xn > elde ederiz.

<Xpn>=<Xp ,Xp ..o >  Oyleki Ix,-x*| <% olur.

Sonug olarak < x', > — x* dur,
. 14 i
1 IM ;(SUREKLILIK

Tamm kiimesi R" de ve deger kiimesi R" da olan bir f fonksiyonunu géz 6niine



alalim. a € D, tanim kiimesinde bir nokta olsun. f fonksiyonuna a noktasindan siireklidir
denir, eger f(a) nin her komgulugu igin a nin bir U komgulugu bulunabiliyorsa, 6yle ki
x € D N Uiginde ise f (x) € V dir. D1 € D oldugu takdirde f fonksiyonu D1 kiimesinde

stireklidir denir, eger D1 kiimesinin her noktasinda siirekli ise.

FOREM:
Bir f fonksiyonu bir a € D kiimesinde siireklidir < f(a) nmn her V komgulugu

icin a noktasinin V"D =f"1(V) olacak sekilde V1 komgulugu vardir.

Ispat:

Eger Vi, a noktasinin bu esitligi saglayan bir komgulugu ise, o zaman stireklilik
tammmndan U = V1 almamiz yeterlidir. Tersine eger siireklilik tanimini gergeklemiyorsa, o
zaman V{=U Uf1(V) alabiliriz.

3. ME IBIK UZAYLAR;

Bir metrik uzay noktalarin birbirine olan uzaklig1 tanimlanmigbir kiimedir.

3.1 TANIM (METRIK UZAY)

X x X iizerinde tanimlanmig agagidaki gartlarl saglayan pozitif f reel degerli d
fonksiyonuna X kiimesi tizerinde metrik denir, V x, y,z € Xigin :

i) dix,y)=20

i) dix,y)=d(x)

iii) d x,y) =0 ancak ve ancak x =y

iv) dx,y)+d(y,z) 2d(x,z)

d metrigi ile birlikte bu X kiimesine bir "metrik uzay" denir ve (X, d) ile gosterilir.

!"!rnek ].

R, reel sayilar kiimesi olsun, R iizerinde tanimli Ixl reel degerli fonksiyonunu
diistinelim. Mutlak deger fonksiyonunun ii¢ temel dzelligi vardur:

DIxl 20 velxl=0&x=0;

2) I-xI = Ixl;

3) Ix+yl < Ixl+lyl



simdi R tizerinde bir metrik tanimlayabiliriz:
dxy) =lx-yl

Buna R ilizerinde tamimhi dogal metrik denir.

Ornel
R2 de yine herhangi bir metrik olarak, daha sonra kullanacagimiz hepimizin bildigi
"Pythagor" metrigini verecegtiz. ( x1, y1) ve (x2,y2) € R? deikinoktaise, R? de soyle bir

metrik tanimlayabiliriz:

d ((X1,y1), (%2, ¥2) ) = (X1- X2)2+(y1 - y2)?

3 : JRE
(X, d) metrik vzay olsun. xo € X, r > 0 reel bir sayr olmak iizere
xo merkezli r yangaph S (xo, r) agik kiiresi X in bir alt kiimesidir ve

S (Xo, 1) = {x : d (X, Xo) <r } geklinde tanimlanir.

3.3 E

(X, d) metrik uzay olsun. @ ve uzayin kendisi agik kiimelerdir.

Ispat:

@ nin agik oldugunu gostermek i¢in, bos kiimeye ait her noktanin @ tarafindan igerilen
agik kiirelerin merkezleri oldugunu géstermemiz gerekir, Fakat @ nun hig bir eleman ol-
madigindan bu gart trivial olarak gergeklesir. X, agik¢a goriiliiyor ki agik kiimedir. Ciinkii

X in her noktasin1 merkez kabul eden agik kiireler X in i¢indedir.

(X, d) metrik uzay olsun. Metrik uzaydaki her agik kiire agik bir kiimedir.

Ispat:

S (xo, 1), X de bir agik kiire olsun. x € S (xo, r) alalim. Agik bir kiirenin agik bir kiime
oldugunu gostermemiz i¢in x merkezli, tamamen S (xo, 1) a¢ik kiiresinin i¢inde kalan bir agik
kiire bulmamiz gerekir. d (x, %o ) < r oldugundan ri1=r-d (xo, r) pozitif reel sayidir.

S (x,r1) S S (Xo, 1) oldugunu gosterecegiz. Eger y € S(x,r1) ise d(y,x)<riolur



Oyleyse d (y , o) € d(y, X) + d(x, Xo)<r1+d (X,X)=Ir-d(X,%0)|+d(X,X)=r

yazabiliriz, Bu da y noktast S ( xo, r ) agik kiiresinin i¢indedir demektir.

3.5. TEOREM : (X, d ) metrik uzay olsun. GcX alt kiimesi agiktir ancak ve ancak
G, agik kiirelerin birlegimi geklinde yazilabiliyorsa.

Ispat:

( = ): G nin agik oldugunu kabul edelim. G nin agik kiirelerin birlesimi geklinde
yazilabilecegini gosterecegiz. Efer G = @ ise, G, bos agik kiireler sinifimin birlegimi
bigiminde yazilir. Eger G#@ise, G agik oldugundan G nin her noktasi, tamamen G nin i¢inde

kalan agik kiirelerin merkezleridir ve G nin i¢erdigi biitiin agik kiirelerin birlegimidir.

(&) S, agik kiireler sinifint gostermek iizere G = US oldugunu kabul edelim. G
nin agik oldugunu gosterecegiz. Eger S = @ ise G = @ dir ve Boliim 1 de verilen Teorem 3.3.
dendolay1G agik olur. S#@ olsun. G= @olur. xe Galalm.G,S deki agik kiirelerin birlegimi
oldugundan 3S (xo,1) € S:x€ S (Xo,71).

Béliim 1 de verilen Teorem 3.4. den dolay:1 x, S (x,I' 1) &S ( Xo,r) agik kiiresinin mer-
kezidir. S (xo,r) € G ve S (x,r1) € Goldugundan, G ninigerdigi x merkezli agik kiire
bulabildik. Dolayisiyla G agiktr.

3.6.SONUC TEOREM:
(X, d ) metrik uzay olsun.
1) X in herhangi bir sayidaki agik kiimelerinin birlegimi de agiktir.

2) X in sonlu sayidaki a¢ik kiimelerinin ara kesiti de agiktir.

3.7 TANIM: (BIR KUMENIN IC NOKTASI)

(X, d) herhangi bir metrik uzay olsun, A € X alalim. Efer a € A noktasi
A kiimesinin igerdigi bir agik kiirenin merkezi oluyorsa, bu noktaya A kiimesinin i¢ noktasi
denir. A kiimesinin i¢i ise biitiin i¢ noktalarinin birlegiminden meydana gelir ve Int (A)
veya R seklinde gosterilir. Kisaca,

Int (A)={x:xe AveS (x,r) C A, bazir ler igin} yazilabilir,
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3.8 TANIM: (KAPALI KUME)

(X, d) metrik uzayinda F < X alt kiimesi biitiin limit noktalarini igeriyor ise ka-

palidur.

3.9 TEOREM: (X,d) metrik uzay olsun. Bog kiime, @ ve uzayin kendisi, X ka-
palidir.

Ispat:

@ nin hig bir limit noktas: yoktur, dolayisiyla biitiin hepsini igerir ve kapalidir. Biitiin
uzay X, biitiin noktalarin1 igerdiginden trivial olarak kendi limit noktalarimi da igerecektir

dolayistyla kapali olur.

3.10 TEOREM:
(X, d) metrik uzay olsun. F < X alt kiimesi kapalidir < F kiimesinin tiimleyeni,

yani F¢ kiimesi agik ise.

Ispat:

(=) F kapali oldugunu kabul edelim. F° in agik oldugunu gosterecegiz. Eger = @
ise Bolim 1 de verilen Teorem 3.3 den dolay: agik olacakur. F¢ #@ oldugunu kabul
edelimx e F°¢ alalim. F kapali ve x ¢ F oldugundan x, F kiimesinin limit noktas: degildir.

x ¢ F ve x in F kiimesinin limit noktast olmamasindan dolay1 F kiimesi ile ara kesiti bog
kiime olacak sekilde S (x, r) agik kiiresi vardur. S (x, 1), x merkezli ve F®kiimesinin igerdigi
acik bir kiiredir ve x € F® bu kogulu saglayan herhangi bir nokta oldugundan F°
agiktir

(&) : F®agik oldugunu kabul edelim. F in kapali oldugunu gosterecegiz. Fin kapali
olmasini engelleyecek tek olay F¢ kiimesinin F de bir limit noktasinin olmasidir. Bu
gergeklegmez giinkii F° agik oldugundan, F° in her bir noktas: F ile arakesiti bog olan

acik kiirelerin merkezleridir ve boyle bir nokta F in limit noktast olamaz.

3.11. TANIM: ( BIR KUMENIN KAPANISI )
(X, d) bir metrik uzay olsun. A € X alt kiimesinin kapamis1 A ile gosterilir ve A

kiimesi ile limit noktalarin kiimesinin birlegiminden meydana gelir.

11



3 E
(X, d) metrik uzay olsun. Metrik uzaydaki yakinsak bir dizinin sayilamayacak kadar
¢ok birbirinden farkli noktalar1 var ise bu dizinin limiti dizinin noktalarinin olugturdugu

kiimenin limit noktasidir,

Ispat:

(X, d) bir metrik uzay < x n > _ x olan X de bir dizi olsun. x in dizinin noktalarindan
olugan kiimenin limit noktast olmadifini kabul edelim. Buradan dizinin sadece sonlu
¢oklukta birbirinden farkli noktalarinin olabilecegini gosterecegiz. Kabuliimiizden dolaysi,
x merkezli r yarigapli, X'in bir S (x,r) agik kiiresi vardir dyle ki bu acik kiire dizinin x den
bagka hi¢ bir noktasini igermez. Bununla birlikte x, dizinin limit noktas1 oldugundan hemen
hemen biitiin xn ler S (x, r) agik kiiresinin i¢inde olmalidir. O zaman biitiin noktalar x noktasi
ile gakigir. Buradan goriiyoruz ki limit noktast olmadiginda dizinin yalnizca sonlu sayida

birbirinden farkli noktalart olabilir.

3.13. TANIM :(SUREKLILIK)

f: X,d) » (X, d ) bir metrik uzaydan diger bir metrik uzaya tamimlannug bir
fonksiyon olsun. f ye bir xo X noktasinda siireklidir diyebilmemiz i¢in agagidaki iki 6zdes
sarttan birinin ger¢eklegmesi yeterlidir:

1.Ve>0igin 38>0:d (x,x0)< d=d' (f(x), f(xo0)) <& olsun,

2. f ( xo ) merkezli vé € yarigaplt VS (f (x0) . €) agik kiiresi igin bir xo merkezli ve &
yarigapli 3S (xo, 8 ) agik kiiresi bulunabiliyorsa: f (S (xo, 8) ) ES (f (x0), € ) saglasin.

f eger uzayin V x € X noktasi i¢in siirekli ise, f fonksiyonuna siireklidir denir.

1 IM: (DUZ EKLILIK
f:(X,d)— (X,d’) birmetrik uzaydan diger bir metrik uzaya tanimlanmig bir fonksiyon
olsun. Eger Ve > 0 sayistigin d (x,y) < & kaldikga d' (f (x), f (y) ) <€ saglanacak sekilde

3 8 > 0 sayist bulunabiliyorsa f fonksiyonuna diizgiin siireklidir denir.

12



4. TOPOLOJIK UZAYLAR

4.1, TANIM (TOPOLOJIK UZAY)

X # @ herhangi bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bit T ailesi agagidaki aksiyom-
lar1 saglhiyorsa T nun elemanlarina 7T - agik yada sadece agik kiimeler denir ve (X, 1) ikili-
sine de bir topolojik uzay denir.

[O1] Bog kiime ve X kiimesi 7 ailesine aittir, _

[O2] T ailesine ait herhangi sonlu kiimenin arakesiti de T ailesine aittir.

[O3] 7 ailesinin herhangi bir ailesinin birlegimi de 7T ailesine aittir.

!"!rn ﬁli I .
X # @ bir kiime olsun, T={ X, @ }, X iizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye

Indiskret Topoloji ad verilir.

X # @ bir kiime olsun. P (X), X in kuvvet kiimesi olmak iizere T = P (X) alirsak, X
tizerinde bir topolojidir, Diskret Topolojik Uzay diye adlandurilir.

nek 3:

R" ={X=(X1,X2,..,X}| Xie R,i=1,2, .., n} n- boyutlu 6klid uzayini1 goz
Oniine alalim. Bu uzayda d dogal metrik ve € > 0 olmak lizere

S(x,e)={yeRl d(x,y)<e}
kiimesi X in € - agik komgulugu olsun.

Budurumda E"={ GcR"IVxe G.dey>0:(x,e) G} ailesiR" de bir
topolojidir. Buna n - boyutlu Oklid Topolojisi adi verilir. Ozel olarak n=1 i¢in (R, E)
agik araliklar topolojisi elde edilir.

4.2, TANIM : (BAZ)
Bir (X, 1) topolojik uzay:1 ve B C t ailesi verilsin. Efer T ailesinin her eleman1 B

ailesinin elemanlarinin birlegimi olarak yazilabiliyorsa B ailesine T topolojisi igin bir bazdur.

13



!"![ns:!s.
D={S(x,e)lxe R" . £>0}ailesi R" de E" igin bir bazdir.

: (BIR KUMENIN KOMSUL

Bir (X, 1) topolojik uzay1 ve 8 < 1t ailesi verilsin. Eger & 1n elemanlarinin sonlu
arakesitleri T topolojisiigin bir baz olugturuyorlarsa bu dailesine T topolojisiigin bir altbazdir
denir.

44 : (BIR KUMENI MSUL

(X, 1) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Bir U € X kiimesine A kiimesinin
komgulugu denir

13 Ge 1 oyle ki ACGCU dir.

Bi TA MSULUG
(X, 1) bir topolojik uzay ve x € X olsun. Bir U € X kiimesine x noktasinin bir
komgulugudur denir
131 Ge 1 Oyle ki xe GC U dir.,
Buna gore bir noktayi i¢eren her agik kiime bu noktanin komgulugudur. Boyle
komguluklara agik komguluklar denir. Ayrica bu tanima gore her komgulugun bir tist kiimesi
de yine bir komgulugudur. Bir x noktasinin biitiin komguluklarmdan olugan aileyi N (x) ile

gosterecegiz.

4.6, TANIM; (BIR KUMENIN YIGILMA NOKTAS])

(X, ©) .bir topolojik uzay ve A < X olsun. Bir x € X noktasini igeren V Ge 1 kiimesi
A nin x den farkli en az bir noktasini igeriyorsa, yani V Ge tvex € G igin (G\ {x} ) N
A # @ oluyorsa x noktasina A kiimesinin bir yigilma noktast denir. A kiimesinin yigilma

noktalarmin kiimesine A nin tiirev kiimesi denir ve A' ile gosterilir.

4.7. TANIM ; (KAPALI KUMELER)

( X, 1) bir topolojik uzay ve A X olsun. Eger A nin X deki tiimleyeni olan kiime ©
- agik ise A klimesine 1 - kapali yada yalnizca kapali denir ve gdyle gosterilir:

A® e 1 ise A kapal1 kiimedir. Kapali kiimeler ailesini Cx ile gosterecegiz.
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4.8, TANIM : (BIR ENIN KAPANISI
(X, T) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesini igeren biitlin kapali kiimelerin

arakesitine A nin kapanigi denir. A kiimesinin kapanigt A ile gosterecegiz. Su halde
A :=Nn{FIA Fve Fe (x}dr

) : .
(X , 1) bir topolojik uzay ve MC X olsun. Eger M = X kogulu saglaniyorsa M

kiimesine bu topolojik uzayda yogundur denir.

4.10. TANIM ; (YAKINSAK DIZD)
(X, 7) bir topolojik uzay ve N dogal sayilar kiimesi olmak tizere f : N — X, f (n) = xn

seklindeki her fonksiyona ( X, t) da bir dizi denir ve < xa > ile gosterilir,

4.11. TANIM : (YAKINSAK DiZb

(X, 1) bir topolojik uzay ve xo € X olsun. <xn> dizisi ( X, 1) da bir xo € X noktasini
yakinsiyor denir: &V U € N (xo) icin Ime N 6yleki Vn>m igin xn€ U olur.
Eger <xn> dizisi xo € X noktasina yakinsiyor ise bu kisaca <xn> — Xo veya
lim xn = xo gosterilir.

n— oo

Bu durumda xo € X noktasina < xn > dizisinin limiti denir,

4.12. TANIM : (SUREKLI FONKSIYONLAR
(X,7) ve (Y, 1*) iki topolojik uzay ve f: X—Y bir fonksiyon olsun. Eger V G* € 1 *

igin 1 (G*) e 7 ise f fonksiyonuna siireklidir denir.

4.13. TANIM: (BIR NOKTADA SUREKLI FONKSIYONLAR)
(X, ©)ve (Y, t*) iki topolojik uzay, f:X — Y bir fonksiyon ve xo € X olsun. Eger
f (xo) ini V' V komguluguna kargt Xo n bir U komgulugu f (U ) € V olacak bigimde bu-

lunabiliyor ise f fonksiyonuna xo € X noktasinda siireklidir denir.

4,14, TEOREM;
(X, ©)ve (Y, t*) iki topolojik uzay, f : X — Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda f
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stireklidir < Vx e X igin f, x noktasinda siireklidir.

Ispat:

(=) : f siirekli ve x € X keyfi verilsin, V Y, f ( x ) in herhangi bir komgulugu olsun.
BudurumdaIWe t%,f(x)e WC Vdir f siirekli oldugundan U =f {(W)e tvexe U
olur. U, x in bir komgulugu ve f (U ) 'V oldugundan f , x de siireklidir. Nokta keyfi ol-
dugundan V x € X noktasinda siireklilik vardir.

(&=): f, Vx € X noktasinda siirekli olsun. Ve 1 * verilsin. U= -1 (V) vex e U olsun.
Bu durumda f(x)e Voldugundan V,f (x)in bir komgulugudur. Hipoteze gore
f (A)<V ve Ac U olacak sekilde x in bir A komgulugu vardir. A, x in bir komgulugu ol-
dugundan 3Uxe 1:xe Uyc AcU dir.xe U keyfioldugundan U = Y Uxolacakur.

U, agik kiimelerin birlegimi olarak agiktir. V € 1 * keyfi oldugundan f siireklidir.

4.1 EM;
(X, 1) ve (Y, t*) iki topolojik uzay ve f: X —Y ve bir foksiyon olsun. Bu durumda
f siireklidir & VFe Ct*igin -1 (F) e C dir,

Ispat:
(=):fstirekliveF Y,Fe (Ct*olsun. Buradan F°e t* elde edilir. Hipoteze gore
f-1(F)et di £1(F)=(¢"(F))° oldugundanf ! (F)e ¢ dir

(=) : Tersine olarak V F e (Ct * kapali kiimesi igin  f 1T(PFe olsun. G e t*
verilsin. G®e Ct" dir. Hipoteze gore f-1 (G®) e C1 dir Fakat -1 (G)=(¢-1(G

oldugundan f siireklidir.

4.16. TANIM: (ACIK FONKS|YON)
(X, ©) ve (Y, t*) iki topolojik uzay ve f: X — Y ve bir foksiyon olsun. Eger V G

€ T i¢in £ (G ) e 1 * ise f fonksiyonuna agik fonksiyon denir.

4 : L Y
(X, t)ve(Y, t*) iki topolojik uzay ve f: X — Y ve bir foksiyon olsun. Eger
VFcX:Fe Ct . kapalikiimesiigin f (F)e (t* ise ffonksiyonuna kapali fonksiyon

denir.
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) iz ' ONUST
(X, 1) ve (Y, %) iki topolojik uzay ve f: X — Y ve bir foksiyon olsun. Eger f,
bire-bir drten, siireklive f-! de siirekli ise bu f fonksiyonuna bu topolojik uzaylar arasinda
bir homeomorfizm denir. 1ki topolojik uzay arasinda bir homeomorfizm varsa, bu uzaylara

homeomorf uzaylar denir.

Z L / L
(X, 7) bir topolojik uzay ve A <X olsun. Bu durumda 14 = { ANGIG e 71 }ailesi
A iizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye T nun A iizerinde iirettigi alt uzay topolojisi yada
relatif topoloji denir, (A, Ta ) topolojik uzaymna da (X, t ) topolojik uzayinin alt uzay: adi

verilir,

R deki 1-boyutlu 6klid topolojisini gézoniine alahm. E nin I =[0,1] R iizerinde
tirettigi alt uzay topolojisi E1= { GNIIG € E} dir, Goriildiigti gibi E1, R deki agik araliklarin
[0,1] kapal1 aralif ile arakesitlerinden olugmaktadir. Su halde (I, Er), (R, E) nin bir alt

uzayidir.

JORE
(X, 71) bir topolojik uzay ve A < X olsun. Bu durumda:

(i)HcA, A1y, aciktr 3G cX ve Ge1:H=ANG dir.
(ii)FcA,F 14, kapahdir© 3K c X ve Ke (t:F= AnKdr.

Ispat:

(i)(=):HC A 1ta-agikolsun, Budurumdaid Ge t: H=AN G dir.

(<) : H= A n G olacak gekilde bir G e t var olsun. Alt uzay tanimina gore H TA -
agiktir,

(i) (= ):Fc A 1A -kapali olsun. Bu durumda F° Ta - agiktir, (i) ye gore U €
T:F = AU Udr Buradan (F®)°=A°¢nU°¢ eldeedilir K= U® alimrsaF=ANK
olur, Ciinkti U® kapalidir.,

(&) : F= A n K olacak gekilde bir Kc X, K € Ct kiimesi var olsun, Buradan

17



FC=ANK® eldeedilir. Fakat K°e 7 oldugundan F° Ta - agikur. Dolayisiyla F Ta
-“kapahdlr.

4.21. TANIM: (CARPIM UZAYD)
Abir indis kiimesi olmak lizere V oe Aigin Xo#@ise (X o )gea ailesinin kartezyen

garpmmt I X, :={x:A->UXylx () =x4€ Xg }
oA aeA

ile tanmimlanir.,

NOT: Her bir Xy, # @ ise aHAXa # @ oldufu se¢me aksiyomun bir sonucudur.
€

] TN T i
(Xa)doeA bog olmayan bir kiime ailesi ve aHAXa bu ailenin kartezyen ¢arpimi
€
olsun,
Pl?’ :(XEAXOL - XB PB x): Xp € XB

seklinde tamimlanan bir fonksiyona B. mci projeksiyon (veya izdiisiim fonksiyonu) denir.

2 $ RPIM T LOJiSi
(X o.%a)oea topolojik uzaylarin bir ailesi olsun. aI;[AXa tizerinde biitiin projek-
siyonlan siirekli yapan en kaba topolojiye ¢arpim topolojisi (veya Tychonoff Topolojisi) adt

verilir,

A, AYIRIM AKSIYOMLARI;
- Y1
Bir (X,7) topolojik uzayi verilsin. X kiimesinin her farkli iki noktasi i¢in bu noktalardan
birini igerip digerini igermeyen bir agik kiime bulunabiliyorsa bu topolojik uzaya To- Uzay1
denir.
Ornek; Rde Tsag:={@,R }U{[a, )lae R} ile tammlansin. (R, T sag) bir To-

uzayidir.

-UZAYI
Bir (X,7) topolojik uzay: verilsin. X kiimesinin her farkl iki noktasi i¢in, bu noktalarin
her birinin digerini icermeyen bir agik komgulugu varsa bu topolojik uzaya T1 - Uzay: de-

nir.
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!"!En s:ls [
(R, E) bir T1 - Uzayidir.

AJ. TEOREM:
Bir topolojik uzaymin T1 - uzayi olmast igin gerekli ve yeterli kogul tek noktadan

olugan her kiimenin kapali olmasidir.

Ispat:

(=) : (X,t) Ti - uzay: olsun. p € X verilsin. {p} € Ct oldugunu gostermek i¢in
{p)}°® agik oldugunu gostermek yeter. xe {p}olsun. x # p dir . Hipoteze gore
3Gxet1,xe Gx ve pe Gx dir Ohalde Ap#xigin 3G e T, Gy {p}°dr

c_ c 8 ; c
Buradan {p} -;:Jp{ X} c)'(;JpGx £ APV elde edilir. yani { p} X;Jp Gye

olur. Dolayisiyla {p} kapalidur.
(<=):Vpe Xigin {p} € Crolsun. a,be X vea=bverilsin. Hipoteze gore {a} ve

{b} kapalidir, Ayricaae { b }° vebg {b}°dirbe{a}® veag {a]}° dir. Diger
yandan { a }° ve { b }¢ agik oldugundan (X,t) T1 - uzayidir.

A4, TANIM : (T2 - veva HAUSDORFF UZAYD)

Bir (X,7) topolojik uzay: verilsin. (X,7) T2 - uzay: (veya Hausdorff uzay) dir : &
Vx,ye X vexzyicindU,Ve 1:xe U,ye V ve UV =@ dir.

s“!:ﬂg!s‘

(R",E")  bir T2 - uzayidir.

Tanimlari gozoniine aldigimizda goriilecegi gibi Ti=0, 1,2 uzaylari arasinda T2 - uzay:

=> T1 - uzay1 => To - uzay1 baglantis1 saglanir.

5 (T3-UZ
(X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger VF < X ve Fe (t kiimesi ve bu kiimenin diginda
her x € X noktasiigin xe U, FcV;U,Ve1ve UNnV =@ olacak gekilde U ve V

agik kiimeleri bulunabiliyorsa topolojik uzayina T3 - uzay1 denir.

19



ULER

Eger bir topolojik uzay Ti ve T3 - uzay! ise bu uzaya regiiler uzay denir.

X ={ a, b, ¢ } kiimesi tizerinde kurulu T = { X- @, {a}, {b, c}} topolojisini alalim. &,
{a} ve {b, c} kiimeleri aym zamanda t - kapali kiimelerdir. (X,t) uzay: regiiler uzay
degildir.

7 IM ; -UZAY]
Bir (X,7) topolojik uzay1 verilsin. (X,t) T4 - uzayidur.
SVF,Fhec ve FinF=0 3U,Ve 1!
FicU, F, cV ve UNnV+@dir.

A8. TANIM ;: NORMAL UZAY)
Eger bir (X,1) topolojik uzay1 T1 - ve T4 - uzay: ise bu uzaya Normal Uzay ad1 veri-
lir.

A9, TEOREM:

Bir topolojik uzay1 i¢in agagidaki ifadeler denktir.

(i) T4- uzayidur.

(ii) Her Fe Ctve F C Hkogulunu saglayanHe Tigin Fc GcGcH  olacak
bi¢imde bir Get vardir.

Ispat:

(i) = (ii): (Xx) T4- vzay,, Fe Cr, He t ve F < H olsun. Bu durumda
H°e ¢Give FNH =@  olur. Hipoteze gore
31,G,G*e t: Fc G, H*c G* ve G N G* = @ dir.Buradan
G c (G*)° ve (G*)*cH yazulabilir. (G*)° € T oldugundan (G*)° = (G*)°¢ ve buradan
da FcGcGc(G¥°=(G*°cH eldeedilir. Suhalde Fc G =G < H olur.

(ii)=(@):A,Be (t veAnB=@olsun. Buradan A CB® ve B°e T clde edilir.
Hipoteze gore 3G e 1: A c G <G c B¢ dir. G < B® oldugundan B < (G)° ve (G)° e ©
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olacakor. Ayrica G <G olmasi G (G)° =@ olmasin gerektiri. A < G, B < (G)°
ve G N (G)° = @ oldugundan (X,t) bir T4 - uzayidir.

Asagidaki kisimda gesitli 6rtii tanimlariyla ilgili teoremler verilmistir.

(X,7) bir topolojik uzay, I ve J numaralayan kiimeler olsunlar.

SR
X in agik kiimelerinden olugan { Uilie; ailesi igin (U Uy = X gergeklesiyor ise
I
{ Uitier (X,7) uzaymn bir agik ortiisii denir.

{ Uilier , X in agik bir ortiisii olsun,
{VjljeJ)} c{Uilie I} gartim gergekleyen
{Vjlje T} c{Ui|lie 1} aileside X in bir agik drtiisi ise,

{Ujlie I} ailesinin agik alt ortiisii denir.

(X,7) topolojik uzayinda, eger X in her agik ortiisiiniin sayilabilir agik alt ortiisii var
ise bu topolojik uzaya Lindelof Uzay: denir.

B.4. TANIM ; ([ C11UZAYLARL 1, SAYILABILIRLIK AKSIYOMU)

(X,1) topolojik bir uzay olsun, x € X i¢in Nx, T nun bir komguluk sistemini gostersin.

Eger Vx € X i¢in Nx sayilabilir ise uzaymna 1. sayilabilir uzay ([ C1]) denir.

B.5. TANIM : ([ C21,2. SAYILABILIR UZAY)

(X,7) topolojik bir uzay olsun. Sayilabilir bir baza sahip ise (X,T) uzayina 2. sayilabilir
uzay ([ C2]) denir..

B.6. TANIM : (AYRILABILIRLIK)

(X,7) topolojik bir uzay olsun. Efer X in sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa
ayrilabilir,
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Agikga goriiliiyor ki her [ C2 ], bir [ C1 [ uzayidir, ayrilabilir uzaydir ve Lindelof

uzayidur,

Ornek

R, reel sayilar kiimesi tabii topolojisi ile verilsin. V x €R ig¢in Nx =
{ N(x, %) Ine N} alahm. Nx, T nun agik komguluklar sistemidir. Bununla birlikte Nx
sayilabilirdir ve dolayisiyla R, [ C1] dir. Q, rasyonel sayilar kiimesi, R nin sayilabilir yogun

alt kiimesi oldugundan R ayn1 zamanda ayrilabilirdir.

B.7. TEOREM ;
Her Hausdorff uzay: Lindelof uzayidir.

Ispat:
(X,7) bir Hausdorff uzayinin B sayilabilir bir bazi ve , X in herhangi bir agik ortiisii
olsun, VGe Gve Vxe G igin dBeB x o eXBGc G saglanir.

Bt = &lee G, G €G) olarak tammlanirsa B*C B oldugundan B* da sayilabilir.
Br = | Bx.,dg}, Bx»Gy» o } ise {G1, Gz, ...}, G nin sayilabilir bir alt 6rtiisiidiir. Clinkii
her hangi bir xe X igin G bir ortii oldugundan xe G olacak gekilde bir Ge G vardur.

Ohalde 3IBx,g € B:xeBx,g cGy=x¢€ G elde edilir.

B.8. TEQREM:
Her [C2] uzay: bir Lindelof uzayidur.

Ispat:

G, Xin bir agik ortlisti ve B={ B1,B,...}, X in sayilabilir bir bazi1 olsun. Vpe X, 3Be B
: BC G ve baz1 Bje B ler vardir, Oyleki pe Bj € G olur.

C=(BeB:peB c G, Ge G}

C ailesi sayilabilirdir. C= {Br, Bn...Bx,...} diyelim. Vk igin G ={Ge G: Bx <G}
olsun. C nin segiminden dolayr Gk # @ dir. Vk igin bir Gk € G alalim. O halde {Gri,
Gr2...Gik,...} G den ¢ikarilan sayilabilir alt ailedir.

Daha 6nce gordiigiimiiz gibi, Vpe X bir Ge G igin ve bazi1 k lar vardir 6yle ki
peBxk <G olur.

Agikga goriiyoruz ki pe G w. Sonug olarak {Gr1, Gr2....} G den ¢ikarilan X in sayilabilir
bir alt ortiisiidiir.
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A=[c,d] kapali ve sinirli bir aralik olsun ve G ={ Gi: ieI} A kiimesini orten bir agik
araliklar ailesi olsun : A cUGi. O zaman G ailesi yle bir alt sinifa sahiptir ki { Gr1, Gi2...Gm}
tane sonlu agik araliklar A y1 6rter, ve A < Gy, U Gy, U ... U Gy, olur. Her iki kapali ve
sinirli olma sarti teorem igin gergeklegmelidir. Bunlarin yalnizca birinin gergeklesmesi
halinde teorem dogru olmaz. Bunu birer 6rnekle hemen gorebiliriz:

Sinirli fakat kapali olmayan bir aralik, diyelim ki A=(0,1) aralifin1 alalim. A y1 6rten
G={G,= —1_ly.ne N} agikaraliklar ailesini alalim. A y1 6rten G nin sonlu olan

i n
bir alt s1mf1n1%§12a bulamay1z.

(2. lllgl‘ 2-

Simdi de kapali fakat sinirli olmayan A=[1,e0) aralifin1 gézdniine alalim.

G={(0,2) (1,3) (2,4) ...} A y1 orten agik araliklar sinif1 olsun. Bu drnekte de G nin
A araligini 6rten sonlu bir alt sinifini bulamayiz.

Ispat ;

It = [c1,d1] aralifn G = {(ai,bi) : ie 1} agik araliklar ailesi ile ortiilsiin. Gosterecegiz ki
G ortii ailesinin In aralifim Orten sonlu agik araliklardan biri alt aileye sahiptir. Bunun
miimkiin olmadigim diigiinelim yani kapali ve sinirli aralifimiz ancak sonsuz agik ar-
aliklardan meydana gelmis bir kiime ile ortiilsiin. Aralifimiz1 iki egit kapali aralifa
bolelim:

ci+dq c1+dg
[c, 5 ettt > »di ]
Varsayimimmzdan dolay: bu araliklardan en azindan biri sonsuz sayida agik alt aralik
ile ortiiliir. Bu aralifa In=[c2,d2] diyelim ve I 2araligin1 da bir 6nceki gibi iki egit kapali araliga

bolelim:
o, 2202, [ 2202 gy

Yine varsayimimizdan en azindan biri sonsuz agik araliklarla ortiilecektir. Bu alt
araliga Is diyelim. Boyle devam ederek kapali igige gecmis araliklar dizisi elde ederiz:

LIio;o..

Oyleki her birInaralig1 G ailesinin sonlu elemanlari ile 6rtiilemez. Limitin Lim Tnl=0
ve igige gegmis araliklar prensibinden dolay: pe {In} dir. O zaman bir (io,bio) arali: bula-
biliriz ki p € (aio,bio) olur.

O halde 6yle bir noe N bulabiliriz 6yle ki

Iho | < min (p - ajo, bjo - p) yani L, | < (i, bio )
buluruz. Bu durumda da varsayimumizla geligki yaratir. O halde teoremimiz dogrudur.
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BOLUM 2.
KOMPAKT UZAYLAR ve OZDES TANIMLARI
K PAKT UZAY
X # @ olmak tizere (X,t) bir topolojik uzay olsun. Eger X in

her ac¢ik ortiisiiniin sonlu bir alt ortlisii varsa bu topolojik uzaya
kompakttir denir.

N -
X=R, 1={ X,0,(-%,0),[0,+%)} topolojisine sahip olsun. T sonlu
oldugundan (X,t) kompakttir.

. ( 2.
t,X lizerinde kurulan sonlu tiimleyenler topolojisi olmak lizere
(X,t) kompakttir.

Ispat:

G={Gi}, X in agik bir ortlisii olsun. Bir Go € G segelim. 7,
sonlu tiimleyenler topolojisi oldugundan G.,¢ = {x1, ...,xm} sonludur.
G ,X in bir Ortiisii oldugundan her xx € G i¢in bir Gik € G vardir:
xk € Gik olur. G,¢ kiimesi Gi1, ... , Gim lerin birlegimi ile drtiilebilir.
Dolayisiyla X=G, U G,* =G, U Gjy U ... U G olur ki bu da (X,1)

kompakt demektir.

) -
Reel ¢izgi R kompakt degildir.

Ispat:

Reel ¢izgiyi tizerinde kurulan tabii topolojiye gore diiglinelim.
(-n,n) agik araliklarin=1, 2, 3, ... olmak ilizere agik bir 6rtiisii olsun.
Bu a¢ik ortii R yi kapatacak sonlu alt o6rtiiye sahip degildir.

1 IM: (Kompakt Kiim

(X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger (A,Ta) alt uzayl
kompakt ise A kiimesine bu topolojik uzayda kompakttir denir.

Ornek: X={ x1, ... , Xk} R"» nin sonlu bir alt kiimesi olsun.
X, lizerinde tanimlanabilen tiim T topolojilerine gére kompakttir. Yani
bu kiimenin her agik ortiisii en fazla k elemanl: agik alt ortili igerir
Dolayisiyla sonlu kiime kompakttir.
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1.3 TEOREM:
(X,T) bir topolojik uzay ve A < X olsun. A kompakttir A
nin (X,t) daki her a¢ik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii vardir,

Ispat:

(=) : A, numaralayan kiime olsun.

AcX kompakt yani ( A,7a) kompakttir ve G= {Ga:0te A}, A nin
(X,7) daki herhangi bir agik ortiisii olsun. Buradan

ACakeJIGa=>A=a\€JI(A N Go) yazilabilir.

Vaea igin Gaet oldugundan G¥=(A NGy A nin (A,Ta)
daki bir agik ortisiidiir. A kompakt oldugunddn sonlu sayida a1,...,02
indisleri vard11 dyle k1

A=U (AN Gy CU Ggi olur.

O halde { Gou 1- 1,2, ..., n}, Gnin sonlu bir alt ortiistidiir.

(<) : Anin (X, 1) daki her a¢ik ortiisiiniin sonlu bir alt 6rtiisi
bulunsun. (A, Ta) nin kompakt oldugunu gosterecegiz. Bunun igin
H={Ho: ae A} ailesi A nin alt uzayda her hangi bir a¢ik Ortiisii, yani
VYoea igin Hae tave A= UH(x olsun. Buradan da Voa € A igin
Ha=ANGa olacak sekilde b1r Gae T vardir, O halde G={Ga: ae A} A
nin iistuzayda bir agik ortiistidiir. Hipoteze gére buradan sonlu sayida
ol1,...,0n € I indisleri vardir, dyle ki

Acii‘)le=>A—.-_C;l (A N Gyy) =>A=ﬁ)1Hai
= =) 1=
elde edilir. O halde ( A,ta) kompakttir,

1.3.1.Not:
~ Bu teorem bir kiimenin bir topolojik uzayda kompakt oldugunu
gostermek i¢in o kiimenin uzaydaki her agik Ortiisiiniin sonlu bir alt
ortiisti bulundufunu gdstermenin yeterli olacagini gdstermektedir.

1.4, TANIM: (SONLU ARAKESIT QZELLIGI)

Arakesitleri bog kiimeden farkl:i {Ai} ailesinin her sonlu alt
ailesi {Ait, ..., Aim} bog kiimeden farkl: arakesite sahip ise yani
ka Ax#@ oluyorsa {Ai} ailesine sonlu arakesit 6zelligine sahiptir
denir.

Ornek1: {(o,1/n) :n=1,2,...}) sonlu arakesit 6zelligine sahiptir.
(0,a1), (o0,a2), ... ,(0,am) sonlu sayida agik araliklar diigiinelim. b>o
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olmak iizere b= min (a1,...,am) segcersek bu sonlu tane agik araliklarin
kesigimi bog kiimeden farkl1 olur, yanil:("\l((),ak) = (o,b) dir. Sonsuz
saytdaki kesigimleri ise bogtur. -

. 5.
R, tabii topolojisi ile diigiinelim. F={[a,+e):ae Rt} kapal1
kiimeler ailesi sonlu arakesit 6zelligine sahiptir.

1,5, TEOREM:

Bir (X,t) topolojik uzay: i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(a) (X,T) kompakttir.

(b) X in {Fi} kapal: kiimeler ailesi i¢gin, Nni Fi=@ ={Fi} ailesi
{Fi1, ..., Fim} sonlu alt ailesine sahiptir:k(_\;" Fy =@

Ispat :
(a=b) Nni Fi = @ olsun. De morgan kurallarint kullanarak
X=@°=("i Fe = U; F

VFikapalioldugundan {F9, X in agik bir ortiisiidiir. Hipotezden
dolayi, X kompakttir,

A F°, .., Fin® e {F°}:X=F;1°U ... UFjp°

De Morgan kurallarin: kullanarak
B=X° =(Fj1° U ... UFin®e=F{1*n...NFin*°=Fyin...NFim yazariz. Yani
kolm Fyu=0 olur.

(b=a): {Gi},X in a¢ik bir 6rtiisti olsun, yani X = U; Gi De
Morgan kurallarini kullanarak, @=X¢=(u; G)e=n;,G¢ elde ederiz.
VGiagik oldugundan, {Gy} kapali kiimeler ailesidir ve yukarida

elde ettigimiz bagintidan dolay1 da arakesitleri bogtur. Hipotezden
dolayi, |

3GE, ., Gin® € (GF1:Git® N ... NG =D dir.
De Morgan kurallarini kullanarak,

X=° =(Gi|® N ... "\Gin®)e=Gj1°V...UG;n*=G1U...UGCim
olur,

Xi sonlu sayida agik kiimelerin birlegimi ile ortebildigimizden
dolay1 da X kompakt olur.
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1.6, TEOREM: ‘

(X,t) topolojik uzay:r kompakttir ancak ve ancak sonlu arakesit
o6zelligine sahip X in her {Fi} kapal: kiimeler ailesinircarakesiti bog
kiimeden farkli ise.

Ispat :

{Fi} , X in kapali kiimeler ailesi olsun. Asagidaki dnermeler
denktir , ¢linkii bu 6nermeler karsit pozitiftirler:

(a) Fit N.nFin 28 Vi, ol = NiFi# O

(®) A F=0 = 3 by : By NnFip =0 olur.

1.7, TEQOREM:

Bir (X,t) topolojik uzayi kompattir &Vxe X igin birnxe Nx
komgsulugu ise 3x1, x2, ... , xn € X sonlu noktas1 vardir: X = Nyi
dir, B

Ispat:

(= ): (X,tr) topolojik uzay:r kompakt olsun. Vxe X ig¢in INx
: xe Nx komgulugu alalim: 3Uxe 1: x € Ux Nx dir ve dolayistyla
{Ux}xex ailesi X in bir a¢ik Ortistidiir. X kompakt oldugundan bir
Ux1, Ux2, ..., Uxn ag¢ik kiimeler ailesi X i orter. Fakat V i € I igin
Uxi ¢ Nxi oldugundan Nx1, Nx2, ..., Nxk X i orter.

(<): Tersine V xeX ig¢gin INx : x € Nx komgulugu olsun
ve sonlu X1, X2, ... , xn € X noktalarr i¢gin X= uNx, olsun. {Ua«a}ael,
X in bir agik Ortiisii olsun. O zaman Vxe X 191n Eloc a(x) : x elUa ve
bu nedenle Nx =Ux alabiliriz. H1potez1mlzden Ix1, X2, ... , Xn
€ X noktalar vardir: Nxi= Ug, (i=1,2, ..., n) a¢ik kiimeleri X i orter.
O halde X kompakt olur.

1.8 TEOREM:

B,(X,t) wuzayinin bir bazi olsun.B nin elemanlar: ile
olugturulan X in her { Bie B:i el} ortiisti sonlu alt 6rtiiye sahip ise
(X,t) kompakttir,

Ispat:

(=): X kompakt ve B baz olsun. Eger {Bi e B : iel} , X in
her hangi bir 6rtiisiiise X in agik bir értiisiidiir. X kompaktoldugundan
sonlu bir alt ortiiye sahiptir.

&: B nin elemanlar: ile olugturulan X in her drtiisiiniin sonlu
bir alt ortiiye sahip oldugunu kabul edelim. X in kompakt oldugunu
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gosterecegiz. {Ua=aelJ} , X in her hangi bir agik ortiisii olsun. B ,X
izerinde kurulan topolojinin bir bazi oldugu i¢in her ael] igin
Ug=UB; olur ve buradan XcuUa=u(knJBi) yazilabilir.
iel wel  oeli=l

{Bi : i €el} ,B nin elemanlart ile olugturulmug X in bir
Ortlisiidiir. Hipotezden dolay:, bu 6rtiiniin X i¢gin sonlu bir alt ortiisi
vardir: Bit, Bi2,...,Bin

Bik, k=1, ..., n baz eleman1 oldugu i¢in Bik Uak, Vk=1,2,...,n
olacak gekilde Uy e {Ugy:ael }oxel vardir.Oyleyse XcC‘)Bikc&Uak
olur. k=1 k=1

Boylece {(Usk : k=1{1,2,...,n}ailesi { Uy:oo € J} ailesinin sonlu
bir alt ortiistidiir. Bu takdirde X kompakttir,

L9.TEOREM:

Kompakt bir uzayin her kapal: alt kiimesi kompakttir.

ISPAT: ‘

(X,7) topolojik bir uzay F ¢ X kapal1 bir alt kiimesi olsun.F
kapali oldugundan X \ F a¢ik bir alt kiimedir. X in alt kiimelerinin
ailesi{Gj},c; F kiimesinin bir agik ortiisii olsun. X\F) U {G;:iel}aileside
X kimesinin bir ag¢ik ortiistidiir. X kompakt oldugundan (X\F) ile
birlikte sonlu sayida {Gj},c;.X i orter yani, X=(X\F)u Gj; U...u Gjj
olur. O halde Gi1, ..., Gin sonlu aileleri de F i 6rter. Bu nedenle F
kompakttir.

LO1.NOT:

Kompakt bir uvzayin her alt kiimesinin kompakt olmas: ge-
rekmez.Bunu bir 6rnekle gorelim:[0,1] kapali birim araligi, Heine-
Borel teoreminden dolay: kompakttir.(0,1)[0,1] alalim. (0,1)a¢1k
aralig: tizerinde kurulu tabii topoloji ile kompakt degildir.

Ispat:

G={Gn=(-L15,1)ne N*} smfi (0,1)=5 Gy oldugundan, (0,1)
igin agik bir 6rtust olur.( 0,1 ) agik araliginin kompakt olmasi igin
G ailesinin sonlu bir alt 6rtiiye sahip olmas: gerekir

G* = { (ai,bi),i=1,2,...,m)} olmak lizere G nin son bir alt
sinifi olsun. Efer e=min(at,...,am) €>0se¢ersek (a;,bpu...uanbn)c(E,l)
olur. Bununla birlikte (0,e] N (e, 1)=@ oldugundan G*, (0,1) agik
araliginin sonlu alt ortiisti olamaz.
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1,10 TE EM;

Bir X kiimesi lizerinde T ve T * gibi iki topoloji verilsin. T *,
T topolojisinden ince ve (X,tT *) kompakt olsun. Oyleyse, (X,7) uzay1
da kompakttir.

Ispat:

G= {Gilier X kiimesinin t topolojisine gdre bir agik ortiisi
olsun. t*, T dan ince oldugundan G= (Gj};c; ag¢rk kiimeler ailesi ©*
topolojisine gore de X kiimesinin bir agik drtiistidiir.(X,T*) topolojik
uzay: kompakt oldugundan G ailesinin sonlu tanesi X kiimesini orter.
Yine ayn1 agik kilmeler © topolojisine gore de agik oldugundan (X,71)
topolojik uzay: da kompakt olur.

1.11. TEOREM;:
(X,7) kompakt uzay olsun. X in her sonsuz alt kiimesinin X
de en az bir yi1gilma noktas: vardir.

iﬁnﬂl'

K < X sonsuz alt kiime olsun. K nin hi¢ bir limit noktas1 ol-
madigini kabul edelim. O zaman Vxe Kigin x in Nx komsulugu vardir.
Oyle ki Nx n K ={x} olur. K kiimesi kapalidir ve dolayisiyla kom-
pakttir. x1,X2,...,xm noktalart vardir 6yle ki Nxi,...,Nxm K y1 orter.
Buradan da K= {x1,x2,...,Xxm} yazariz ve K sonlu olur. Bu ¢eligkiyi
ortadan kaldirmak i¢in K nin "hi¢ limit noktasi"” yoktur var-
sayimindan vazge¢gmemiz gerekir.
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BOLUM 3

DIZISEL KOMPAKT UZAYLAR; SAYILABILIR KOMPAKT
UZAYLAR; METRIK UZAYLARDA KOMPAKTLIK, SAYILABILIR
KOMPAKTLIK VE DIZISEL KOMPAKTLIK KAVRAMLARININ
fLISK1ST

LDIZISEL KOMPAKT UZAYLAR
D L T UZ
Bir topolojik uzaydaki her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa
bu uzaya dizisel kompakt uzay denir.

1.2, TANIM : ( DIZISEL KOMPAKT KUME )
Bir topolojik uzayinin A alt kiimesindeki her dizi A nin bir

noktasina yakinsayan bir alt diziye sahipse A ya dizisel kompakt
kiime denir.

Ornek : Bir topolojik uzayin her sonlu A alt kiimesi dizisel
kompakttir. Gergekten bir <an>:=(al ,a2,...),an € A dizisinde,
elemanlarindan en az biri , drnegin ake A sonsuz defa tekrarlana-
caktir., O halde ( ak, ak, ...) dizisi, < an > dizisinin bir alt dizisidir
ve ak € A noktasina yakinsar.

: BILIR P Z
Bir topolojik uzayin her sayilabilir agik ortiisiiniin sonlu bir
alt ortiisti varsa bu topolojik uzaya sayilabilir kompakt uzay denir.
Kompaktuzay, sayilabilir kompaktuzay ve Lindel6f uzay tanimlarin:
kargilagtirdigimizda

(X, 1) kompakt & ( X, 7 ) sayilabilir kompakt ve Lindelsf

bagintisini yazabiliriz,

2.2, TEQREM :

(X, 1) bir Hausdorff uzay:r olsun. Oyleyse asagidaki ifadeler
denktir:

(i) (X,1) kompakttir,
(ii) (X, 1) sayilabilir kompakttir.
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Ispat :
(i) = (ii) agiktir. Eger (X,1) kompakt ise sayilabilir
kompakttir, '

(ii ) > (i) : saytlabilir kompakt ve Hausdorff bir uzay
Lindeldf bir uzay oldugundan (X,t) sayilabilir kompakt ve Lindeldf
uzayidir ve dolayisiyla kompakttir,

Bir ( X, t ) topolojik uzay: [ C2 ] ikinci sayilabilirlik ak-
siyomunu gergeklesin agagidaki ifadeler denktir:

(i) (X ,71) kompakttir.
(ii) (X, t) sayilabilir kompakttir.

Ispat :
(i) = (ii) agiktir.

(ii)= (i1): (X,7t) ,[C2] aksiyomunu gercgeklediginden
Bo6liim 1 de verilen, Teorem 4.B.9 dan dolay1 bir Lindeldf uzayidir.
O halde ( X, T ) kompakttir.

2. 4. ]!‘lgzliIJI!I

(X, 1) sayilabilir kompakttir & X deki V < xn > dizisinin
(X ,1) de en az bir y1gilma noktasi vardir.

Ispat ¢

(=): (X,1t)nunsayilabilir kompakt olmadigint varsayalim.

O zaman X in { G1, G2, ... } sayilabilir a¢ik bir ortiisii vardir ki
bundan sonlu bir alt ortii ¢ikaramayiz. G1 = Vi d%yelim ve x1
€ Violsun. Eger n > 1 ise Vn ile Gi1, G2...kiimelerinin ?%Vi toplami

tarafindan kapsanmayan kiimeyi gosterelim.xne (Vn- “iL=JlVi ) deki bir
eleman olsun. Efer x € X ise dyle bir pozitif N sayis1 vardir ki x
€ VN olur. VN N { xN+1, XN+2, ... } = @ oldufundan x,<xn > dizisinin
yigilma noktasi olamaz. Boylece < xn > dizisinin X iginde bir y1gi1lma
noktas1 yoktur.

(&=):<xn>, (X, 7)uzayinda yigilma noktas: olmayan
bir dizi oldugunu varsayalim. O zaman Vx € X i¢cin 3 Gx e 1T ve
IM>0 tamsayis1 vardir. oyle ki xe Gx ve GxN{ Xm+1, Xms2 , ...} =
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@ dir. Simdi VneN, Un={ U Gx : { XM+1, XM+2, ... } & Gx }. O
zaman { U1, U2, ...} , (X, 7T ) nin sayilabilir bir 6rtiisii olur ve
bu ortiiden ( X , T ) i¢in sonlu bir alt 6rtii ¢itkarilamaz.

2.5, TEQREM :
(X, t) Dizisel kompakt = ( X, T ) sayilabilir kompakttir,

Ispat :

(X, 1) bir topolojik uzay olsun. A cX , A sonsuz bir alt kiime
olsun. Bu taktirde A kiimesinin farkli elemanlarindan olugan <at,
a2, ... > dizisi vardir. ( X, © ) dizisel kompakt olduguna gore, bu
dizinin x € X noktasina yakinsayan ve yine farkli elemanlarindan
olugan <ait, ai2, ... > gibi biraltdizisi vardir. Dizilerde yakinsaklik
tanimi gerefince x noktasinin her agik komsulugu < ain > dizisinin
ve dolayis: ile A kiimesinin sonsuz sayida elemanin: igerir, yani x
noktasi1 A nin bir y1g1lma noktasidir. O halde ( X,tT ) uzayi sayilabilir
kompakt bir uzaydir.

Yukaridaki gerektirmenin ters yonde de igsleyebilmesi igin
sayilabilir kompakt uzayin ayni zamanda birinci sayilabilir uzay
olmasi gerekir:

2.6, TEQREM :
Bir (X, t) hem birinci sayilabilir hem de saytlabilir kompakt
ise ( X, 1) dizisel kompakttir.

Ispat :

(X, t) uzayindaki herhangi bir dizi < xn > olsun. Bu dizinin
yakinsak bir alt dizisi oldufunu gdosterecegiz. ( X, T ) uzayl
sayilabilir kompakt oldugu i¢in, bu dizinin ( sonsuz kiimenin ) xo
gibi bir y1g1lma noktasi vardir.( X, t) uzay:1 birinci sayilabilir uzay
oldugundan xo noktasinin B1i > B2 > B3 o ... seklinde a¢ik
kiimelerden olugan bir { Bn } ,n e N komguluk baz1 vardir.xo noktasi
< xn > dizisinin yigilma noktasi olduguna gore Vp € N igin
Bp kiimesine ait olan bir xnp € < xn > elemani alabiliriz. Elde
ettigimiz < xnl, xn2, ... > dizisi <xn> dizisinin bir alt dizisidir ve
Xo noktasina yakinsar. Ciinkii VUe N (xo0) i¢in Bk c U olacak gekilde
ke N vardir ve dolaytsiyla <xnp> dizisinin nk.ct teriminden sonraki
tim elemanlar:1 U komgulugu i¢indedir; ispat tamamlanmig olur.

32



O halde goyle soyleyebiliriz :( X , T ) birinci sayilabilir uzay
ise agagidaki ifadeler denktir:

(i) Sayilabilir kompakt
(i1 ) Dizisel kompakt

2.7, SONUC TEOREM :

Eger (X,t) uzay: hem [C2 ] dolayisiyla Lindeldf uzayi, hem
de sayilabilir kompakt ise kompakt uzaydir.

Ispat : (X,T) topolojik uzay: bir [C2] uzay:r ve A c X ise, A
nin her agik ortiistiniin sayilabilir bir alt 6rtiisii vardir ve sayilabilir
kompaktligin tanimindan hemen goriiyoruz ki Lindeldf uzay:
sayilabilir kompakt ise kompakt olur.

Kompakt
& N
ayrilabilir & T2- uzay:r & Lindelof

Buraya kadar elde ettigimiz bilgilerden agsagidaki bagintilar:
gorebiliriz:

Dizisel kompaktlik = sayilabilir kompaktlik & kompaktlik

Eger topolojik uzayimiz herhangi bir topolojik uzay degilde
bir metrik uzay olursa yukardaki gerektirmelerin ters yoénde de
isleyecegini gorelim:

TR ZAY DA KOMPAKTLIK YILABILIR

KOMPAKTLIK VE DIZISEL KOMPAKTLIK

3. 1, TANIM ;: ( BIR KUMENIN CAPI)

(X, d) bir metrik uzay ve A < X alt kiimesi alalim.
A kiimesinin g¢api :

8(A) = sup { d(x,y) | x,y € A } ile tanimlanir,

; ( LEBE E YISI

Bir ( X, d ) metrik uzayinin bir ortiisi G = { Gi }ier olsun.
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Eger ¢ap1 & > 0 reel sayisindan kii¢iik olan X in her alt kiimesi G
nin kiimelerinden biri tarafindan kapsaniyor ise , 8 > 0 sayisina bu
ortii i¢in Lebesgue sayi1s1 denir.

( X, d) metrik uzay1 dizisel kompakt ise, ( X , d ) uzayinin
G agik Ortiisti bir 8 Lebesgue sayisina sahiptir.

Ispat : -

G agik Ortisiiniin bctiylc bir 8 > 0 Lebesgue sayis1 olmadigin:
varsayalim. Yani V 8 > 0 sayis1 i¢in ( X , d ) uzayinin 8 dan kiigiik
olan bir alt kiimesi G nin higbir kiimesi tarafindan kapsanmasin. Ozel
olarak VneN igin (X,d) uzayinin ¢ap1 8 =(1/n ) den kii¢lik olan G
nin higbir kiimesi tarafindan kapsanmayan An kiimesini segelim V
n €N igin xn € An segerek bir < xn > dizisi olugturalim. Bu dizinin
higbir yakinsak alt diziye sahip olmadigini gosterecegiz. Diyelimki
bu dizi bir x € X noktasina yakinsayan bir < xni > alt dizisine sahip
olsun. ( X , d ) uzayinin bir agik ortiisii G olduguna gore en az bir
3G e G:xe Gdir ve G agik oldugundan S (x , € )G olacak gekilde
bir €>0 vardir

d (xai, %) < (5) ve (1) <(£)
olacak gsekilde i yi yeteri kadar biiyiik segelim. O zaman

Ani= { xni}, (1/ni) < (e/ 2 ) kimesi xni noktasinin ( 1/ ni)
komgulugu ig¢gindedir, yani 8 ( Ani ) <( 1/ ni ) < (e / 2 ) dir.

Diger taraftan, d(x,Ani ) £ d (x,xni)+ d (xni ,Ani) < (&/2)+(g/2) = ¢
elde edilir ki buda Ani S (x, &) G oldufunu gosterir. Bu ise
An kiimelerinin segiligi ile ¢eligkilidir. O halde G ag¢ik Ortiisiiniin
bir Lebesgue sayis1 vardir.

3.4, TEOREM :
(X,d) metrik uzay olsun. Bu taktirde asagidaki 6zellikler
denktir:

(1) (X ,d) kompakttir,
(i1) (X, d) sayilabilir kompakttir.
(iii) (X ,d) dizisel kompakttir,
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Ispat :
(‘i) = (ii): Bolim 3 de verilen Teorem 2. 2. den dolay1
kompakt uzay = sayilabilir kompakt oldugunu b111y01uz

(ii) = (i) : Her metrik uzay birinci sayilabilir uzay oldugu
icin Bolim 3 de verilen Teorem 2. 6. dan dolay: dizisel kom-
pakttir.

(ili)=>(i):Ve >0i¢in (X ,d)uzayinin S (x,€e) seklindeki
acik kiimeleriyle yapilan her ag¢ik ortiisiinden sonlu bir alt orti
¢ikarilabilecegini gosterecegiz. Belli bir € >0 i¢in ( X , d ) uzayinin
S (x,e)agik kiireleri ile olusturulan 6rtiisiiniin sonlu bir alt oOrtiisii
olmadigin1 varsayalim. ( X , d ) uzayindaki bir diziyi gsoyle
olugturalim: Herhangi bir x € X segelim. S ( x1 , &) kiimesi (X,d )
uzayinin tiim noktalarini i¢ermez, aksi halde X, S ( x , € ) kilimesi
ile 6rtiilmiis olurdu. Simdi bir x2e X\ S (x1, € ) segcelim. x ¢ S (x1,¢)
olduguna gored (x2,x1)2¢€ dir. Boyle segime devam edelim.Genelde
se¢ilmig x1, x2 , ..., xn noktalar1 i¢in

xat1€ (X\S ( x1 ,e)US(x2, €) ... US(xn,g)) vardir, aksi halde (X,d)
uzay1n1n sonlu bir ortlisti v S (xi, € ) olurdu. Bundan baska

Xn+1¢u S (xi, € ) oldugundan i = 1,2,...,n i¢in d (xn+1 , xi ) 2 € dur.
O halde <xn > dizisi hi¢bir yakinsak alt diziye sahip olamaz. Bu ise
hipoteze aykiridir, Oyleyse ( X , d ) metrik uzay: kompakttir.

IM : ( BOLZA - WEIERSTRA DZELLIGI

(X,d) Kompakt metrik uzayr olmak iizere ACX sonsuz elemanl
her alt kiimesinin limit noktasi var ise metrik uzay Bolzano -
Weierstrass 6zelligine sahiptir denir.

3 tOREM

Her kompakt metrik uzay Bolzano - Weierstrass 6zelli§ine
sahiptir.

Ispat :

(X ,d)kompakt metrik uzay ve ACX sonsuz alt kiimesi olsun.
A nin limit noktas:1 olmadigin1 kabul edelim. Kabuliimiizden dolay1
X in hig¢gbir noktast A nin limit noktas1 olamaz. Su halde X in her
bir noktas: dyle agik kiirelerin merkezi olurlar ki bu kiireler mer-
kezleri haricinde A nin higbir noktasiniigermezler. Bu a¢ik kiirelerin
olugturdugu aile, X in agik bir ortiistidiir. Uzay kompakt oldugundan
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X in agik ortiisii, X 1 orten sonlu alt ortiiye sahiptir. A kiimesi bu
alt ortiiye ait olan biitin kiirelerinin merkezlerinin olugturdugu
kiimenin igine diiger, yani A sonludur. Bu durum A nin sonsuz oldugu
ile geligir. Sonug¢ olarak A nin limit noktas: olmalidir.

3.7, TEOREM :
Bir (X, d) metrik uzayi1dizisel kompakttir.< (X, d ) Bolzano
- Weierstrass ozelligine sahiptir.

Ispat

(=):(X,d) bir metrik uzay olsun. Varsayalim ki ( X, d )
dizisel kompakt olsun. Ac X de bir sonsuz elemanl: alt kiime ise
3 xe Xoyleki Aninlimitnoktasi oldugunu géstermeliyim. A sonsuz
elemanli bir kiime oldugundan A nin bir birinden farkli elemanlarinda
bir < xn > dizisi olugturabiliriz. Hipotezimizden bu dizinin bir x
noktasina yakinsayan bir alt dizisi vardir. Béliim 1 de verilen Teorem
3.12. denx noktasialtdizinin nokta kiimesinin de bir limitnoktasidir.
Ve bu kiime A kiimesinin bir alt kiimesidir. O halde x, A kiimesinin
de bir limit noktasidir.

(<):Tersine ( X , d ) uzayinin her sonsuz eclemanli alt
kiimesinin bir limit noktas: olsun. ( X , d ) nin dizisel kompakt ol-
dugunu goésterelim.< xn >, X de herhangi bir dizi olsun. Eger<xn >
dizisinde bir nokta sonsuz defa tekrarlaniyorsa, o zaman bu dizinin
sabit bir noktadan olugmug bir alt dizisi vardir ve agiktir ki bu dizi
yakinsaktir, Eger dizinin hi¢bir nokta sonsuz defa tekrarlanmiyorsa,
dizinin A nokta kiimesi sonsuz elemanlidir. Hipotezden A kiimesinin
bir x limit noktas1 vardir ve < xn > dizisinden x ¢ yakinsayan bir alt
dizi ¢gikarilabilir.

3. 8. TANIM :

a) (X ,d) bir metrik uzay, A c X ve ¢ >0 olsun. Eger bir
FcX altkimesiigin Acu S (x, &) saglaniyorsa, bu F alt kiimesine
A nin bir € - ag1 ad1 verilir.

b) (X, d) bir metrik uzay ve AcX olsun. Eger V & >0 igin
A nin bir € - a1 varsa bu alt kiimeye tam sinirlidir ( total sinirlidir)
denir.
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Her dizisel kompakt metrik uzay tam sinirlidir,

Ispat :

(X, d) dizisel kompakt metrik uzay ve € >0 verilsin. al €
X de herhangi bir nokta ve S (al,e ) ag¢ik kiire olsun. Eger bu agik
kiire X in biitiin noktalarini igine alirsa, o zaman bu {a1}tek elemanli
kiime bir €-ag1 olur. S (at,e) ag¢ik kiirenin diginda noktalar varsa,
bu noktalardan biri, diyelim a2 ise S (at,e ) U S (a2,e ) bir kiime
olugturur. Eger bu toplam X in biitiin noktalarini igine aliyorsa, o
zaman iki elemanl: {a1,a2} kiimesi bir € - ag1 olur. Bu gsekilde devam
edersek sonlu bir S (at,e ) U S (a2,e ) U...U S (an,e ) kiimeler toplami
X in biitiin noktalarini 6rtmek zorundadir. Aksi halde yani bu iglem
sonsuza kadar devam edersek {at,a2,...,an,...} dizisinin yakinsak bir
alt dizisi bulunamaz. Bu ise varsayimimizla ¢eligir. Boylece
{a1,a2,...,an} gibi sonlu bir kiime X in € - agi olur. Yani (X,d) tam
sinirlidrr.

3.10. TEOREM ;

Her sayilabilir kompakt metrik uvzay tam sinirlidir.

Ispat :

(X,d) sayilabilir kompakt bir metrik uzay olsun. X in tam
sinirlt olmadigini kabul edelim.Kabuliimiizden bir € >0 i¢in X in
sonlu bir € - a1 yoktur. Dolayisiyla herhangi bir x1 e X igin {at}
Xinbire-agidegildir. Buradan 3 x2eX :x2¢ S (al,e) = d(at,a2)2¢e
buluruz.Ayni1 nedenle {al,a2}kiimesi de X in bir e - af1 degildir.
Gene dJazeX : a3 ¢ S (ar,e) U S(a2,e)= d(a1,a3,)2e ve d(az,a3,) 2¢
T3_u__i—gl—é—n_lg_aécaﬁ__e-d—ilerek n. adimda elde edilen {ai,a2,...,an}
kiimesinin X in bir € - a1 olmadigini ve dolayisiyla d(xi,aj) =2 &
(i#j) sagladigin: kabul edelim. Buradan ayni nedenle n+1 i¢in de
dogru oldugu goriiliir. Boylece tiimevarimla farkli noktalarda olugan
ve i#j igin d(ai,aj) 2 &€ kogulunu saflayan bir <an> dizisi elde edilir.
Uzayimiz saytlabilir kompakt oldugundan <an> dizisinin bir ao gibi
y1gilma noktas: vardir.O halde S(ao ,e/2) ac¢ik kiiresi i¢ginde <an>
dizisinin sonsuz sayida eleman: olmas: gerekir.Fakat bu ola-
naksizdir. Cilinkli eger ai,aj e S (a0 ,e/2 ) ( i#j ) ise
d(ai,aj)<d(ai,ao )+d(ao,aj )<(e/2) + (£/2)=¢ olur. Bu ise d (ai,aj) 2¢
olmas1 ile geligir. O halde (X,d) tam sinirlidir.
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3. 11. TEOREM:

Her dizisel kompakt metrik uzay kompakttir.

Ispat :

(X,d) bir dizisel kompakt metrik vzay ve {Gi} bir agik ortii
olsun, B6liim 3 de verilen Teorem 3.3. den bu ag¢ik Ortiiniin a gibi
Lebesgue sayisi vardir. € = a/3 diyelim ve Boliim 3 de anlatilan
Teorem 3.9. dan dolay: bir € ag1 A= { at, a2, ... ,an } elde ederiz.
Her k=1,2,...,ni¢ind (S (ake) ) <2e =242 <a. Lebesque sayisinin
tantmindan V k i¢gin 3 Gik : S (ak,e ) € Gik bulabiliriz. X in her bir
noktast1 S (ak, & ) | kiirelerinin birinin i¢inde oldugundan

{Gi1, Gi2, ..., Gin} , {Gi} ortiisiiniin sonlu bir alt 6rtiisiidiir. O halde
(X, d) kompakttir., Boylece ispat tamamlanmig olur.

- Bolim 3 de verilen Teorem 3.6. ve Teorem 3.7. den gu sonucu
¢ikarabiliriz:

Bir (X,d) metrik uzayinda asagidaki denktir:
(i) (X,d) kompakttir.
(ii) (X,d) Dizisel kompakttir.

(iii) (X,d) Bolzano - Weierstrass 6zelligine sahiptir,
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BOLUM 4 .

KOMPAKT ALT UZAYLAR, AYIRIM AKSIYOMLARI,
KOMPAKT UZAYLAR VE SUREKLILIK. KOMPAKT UZAYLARIN
CARPIMI

ALT LAR
1.1, TEOREM :
Kompakt topolojik uzayin her kapali alt kiilmesi kompakttir,

(X,t) kompakt topolojik uzay ve F ¢ X kapal1 alt kiimesi olsun.
F in kompakt oldufunu gostermek igin Béliim 2 de verilen Teorem
1.3. den dolay:r F in her agik ortiisiiniin sonlu bir alt értiisti bulun-
dugunu gostermek yeterlidir. F kapali1 oldugundan X/F ag¢ik bir alt
kiimedir. X in alt kiimelerinin ailesi G= (Gjje1, F kiimesinin bir agik
Oortiisii olsun. O halde ( X/F) u{ Gi :i e I} ailesi de X in bir agik
ortistidiir. (X,7) kompakt olglugundan (X/F) ile birlikte sonlu tane

Gi, ., X i drter, yani; X =G L (X\F) olur.
Buradan da F=XnNF= ul(lemF)cule
elde ederiz. Sonug olarak {Gli,...,Gin} , G nin bir alt kiimeler ailesidir

ve dolayisiyla F kompakttir,

TEOREM:
Sayilabilir kompakt bir uzayin her kapali alt kiimesi
sayilabilir kompakttir,

1.3. SONUC TEOREM:

Bir Lindeldf uzayinin her kapal: alt kiimesi Lindelof'dir.

2. KOMPAKT UZAYLAR VE AYIRIM AKSIYOMLARI
21 TEOREM:
Bir Hausdorff uzayinda kompakt alt kiimeler kapalidir.

Ispat:

(X,7) bir Hausdorff uzay:t ve F <X kompakt bir alt kiilme olsun.
X/F in agik oldugunu gosterecegiz. x € X/F herhangi bir nokta olsun.
Vye Figin x # y ve (X,t) Hausdorff uzay1 oldugundan x € Gy, y € Hy
ve Gy NHy =@ olacak sekilde Gy, Hy a¢ik kiimeleri vardir. Boylece
elde edilen {Hy lyeF}ailesi F in bir ag¢ik ortiistidir.F kompakt ol-
dugundan bunun sonlu bir alt 01tusu vardir, yani3d yy,..., yn€ F: FClk_)lH
yazilir, Buradan G= lﬁGy. vcH—tu, olarak tanimlanirsa bu G ve H
nin agik olup GNH = @oldugu gorulur Cinkii V y e Figin Gy n Hy

=@ oldugundan Gyi N Hyi = @, (i= 1,2,...,n) dir.
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Buradan xe G X/HcX/F elde edilir. Bu durumda x,X/F in bir
i¢ noktas1 oldugundan X/F a¢ik olur ve dolay1s: ile F kapalidir.

2.2 EQOR :

(X,t) bir Hausdorff uzayi olsun. F ¢ X kompakt bir alt kiime
ve x € X/F olmak lizere

FcV (F), x € U (x) ve V (F) nU(x) = @ olacak sekilde V(F),
U (x) ag¢ik kiimeleri vardir.

Ispat :

y € Falalim. x ¢ F oldugundan x #y dir. (X,t) Hausdorff uzay
oldugundan y ve x noktalarini i¢ine alan V (y) ve UY (x) ayrik agik
komguluklar: vardir. {V(y) : y € F } ailesi F in bir ag¢ik ortiisiidiir.
F kompakt oldugundan { V (y) : ye F } ailesinin sonlu alt ailesi
{ V(yi) :i=1,2,..,n} vardir,

V(F) = u{ V(yi):i=1,2,...,n} ve

U)=n{WiEx:i=1,2,...,n} olsun. F € V(F)ve xe U(x)
olup V (F) ve U (x) ag¢ik kiimelerdir. V ie {1,2,...,n } ig¢in
V(yi) ve UY(x) kiimelerinin arakesiti bos oldugundan V (F) ve U(x)
ayrik ag¢ik kiimelerdir.

2 TEQREM:
Her kompakt Hausdorff uzay: regiilerdir.

Ispat :

(X,7) kompakt Hausdorff uzayi ve xe X olsun. F, (X,T) uzayinin
x noktasiniigermeyen kapali alt kiimesi olsun. x noktasini ve F kapal:
kiimesini i¢ine alan ayrik ag¢ik kiimeler bulacagiz. Biliyoruz ki
Hausdorff uzayinin her kapal:i alt kiimesi kompakttir, dolayis: ile
F kompakttir. Bu takdirde Hausdorff uzayinin bir kompakt alt
kiimesini ve buna ait olmayan bir nokta bulduk. Boliim 4 de verilen
Teorem 2.2, den dolay: F kiimesini ve x noktasini igeren ayrik agik
kiimeler vardir. Dolayisiyla (X,t) uzay: regiilerdir.

2,4 TEOREM:

(X,t) Hausdorff uzayi olsun. F1, F2, c X kompakt alt kiimeleri,
Fi N F2 = @ olmak ilizereFic G,F2cH ve GNH = @ olacak sekilde
G,H acik kiimeleri vardar.

Ispat :
(X,t) Hausdorff uzay: olmak iizere F1 ve F2 X in kompakt alt
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kiimeleri ve F1 N F2 = @ olsun.G n H = & olan G ve H gibi Fic G
ve F2 cH olacak gekilde a¢itk kiimeler bulacagiz.xe Fi olsun.Aye F2
igin xe Gyve y e Hy olacak sekilde Gy ve Hy ayrik agik kiimeler vardir,
F2c X kompakt alt kiilmesi oldugundan, F2 nin sonlu sayida elemani
vardir 6yle ki FacU { Hyi : i=1, 2, ...,n} olur.

G =U{Gyi=L2..,m}veH =N {Hy:i=12.,m} olsun.Bu du-
rumda GxveHx,xe Gxve F2c Hxolacam gekilde ayrik agik kiimelerdir.
Vxe F1 i¢in GxveHx yukaridaki gibi olugturulsun. F1 < X in kompakt
bir alt kiilmesi oldugundan F; cu {Uy,:i=1,2,..,n} olacak gekilde
sonlu tane x1,x2,...,Xxn€ F1 eleman1 vardir.

Gx =N {Gy:i=t2.,n}veHy =U {Hy:i=12.,n} olsun.Oyleyse
G,HeT ve G N"H # @ dir ve Fic G ve F2c H saglanir,

2.5.SONUC TEOREM:

Her kompakt Hausdorff uzay: normaldir.

Ispat:

(X,7) kompakt Hausdorff uzayinin kapali ve ayrik alt kiimeleri
Fi1 ve F2 olsun. Bu uzayin normal olduunu géstermek i¢in F1 € G ,
F2 cH ve GNnH = @ olacak sekilde G ve H a¢ik kiimelerin varlig:
gosterecegiz. Bolim 4 de verilen Teorem 2.1. den dolay:r F1 ve F2
kapal: kiimeleri Hausdorff uzayinin kompakt alt kiilmeleridir Boliim
4 de verilen Teorem 2.4. den dolay: bu kompakt alt kiimeleri igine
alan ayrik agik kiimeler vardir. Dolayisiyla (X,t) kompakt Hausdorff
uzayl normaldir.

2,6 TEOREM;

(X,T) bir Hausdorff uzay1 olsun,

1)X in sonlu sayida kompakt alt kiimelerin birlesimi kom-
paktir,

2)X in herhangi sayida kompakt alt kiimelerin arakesiti
kompakttir.

Ispat:

1) Ispati iki alt kiime i¢in yapmak yeterlidir. A, B cX kompakt
alt kiime olsunlar, A UB kiimesinin (Gi), ;bir agik ortiisii olsun. Bu
aile A ve B alt kiimelerinin de ortiisii olup A ve B kompakt olduk-
larindan A kiimesini Gy, ... , Gy, ve B kiimesini Gy, ,Gt,,, » ..., G, gibi sonlu
agik alt aileleri 6rter. O halde Gy, ..., Gy, , G1.,G1,4 5 -0 Gog, ailesi de
Au B kiimesini orter., Yani Au B kiimesi kompakttir.
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2) Viel igin Ai < X kiimeleri kompakt olsunlar, (Ai)iel
ailesinin A = N Ajarakesitini alalim. VAi c X kompakt ve (X,T) bir
Hausdorff uzay: oldugundan her Ai < X kiimesi kapalidir ve do-
layisiyla A kapali olur. Yine VAiigin A CAive A kiimesi Aileriginde
kapalidir. Hausdorff uzayin kapali her alt kiimesi kompakt ol-
dugundan A kompakttir.

2,6.1,NOT;

Kompakt alt kiimelerinin sonsuz birlegimleri kompakt
degildir.

Ornegin [-1,1],[-2,2]1,[ -3, 3], ..., [-n,n], ...cR nin kompakt
alt kiimeleri olmasina ragmen R =iLe)I[-n,n] kompakt degildir.

3. KOMPAKT UZAYLAR VE SUREKLILIK

3.1 EOREM:;

(X,7) kompakt, (Y,T*) herhangi bir topoiojik uzay ve f : X>Y
siirekli ise f(X)c Y de kompakttir. Yani, kompaktlik siirekli fonk-
siyonlarla taginir.

Ispat :

G=1{Gi}, f(X)in ac¢ik bir ortiisii, yani f(X) cuG G € t*olsun,

Buradan X cfl[f ®)]cf! (UyGy) =uysf! (G, elde edxlu Her oo € Iigin
Ue cY agik ve f siirekli oldugundan { f! (Gy)}, X in bir ag1k ortiisiidiir.
(X,7) kompakt oldugundan { f!(Gy)}sonlu bir alt ortiiye ,
1 (Gg,) U... U (G, ) » sahiptir yani ; X cf!(Gg)u..Uf! (Gg,) olur
Buradan f(X)= f(ufl(Ga))cuGa (J cI sonlu) elde edilir. O halde
{Gaoa:ael} aﬁeem G nin sonlu bir alt ortiisii ve dolayisiyla f(X)
kompakttir.

3 E
f,T: kompakt wuzayinda T2 topolojik wuzayina tanimh
sireklifonksiyon ise f(T1) kompakttir,

Ispat:

{G}, f (T\) in bir a¢ik ortiisti olsun. Vv fl(G) T de agiktir.
{ £1(G) }, T. icin bir agik 6rtii olusturur, aksi takdirde f(T:) in {G}
kiimelerinden birisininiginde olmayan bir noktas1 olurdu. T1 kompakt
oldugundan ve { f1(G)} ac¢ik ortiisii, { f1(G*) }sonlu alt agik Ortiiye
sahip olacaktir.{G*)} kiimeleri f(Ti1) i¢in sohlu alt ag¢ik o&rtii
olugstururlar. Bu takdirde f(T\) kompakttir.
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3.TE EM;
(X,t) ve (Y,t*) iki topolojik uzay olsun. f : X—Y siirekli bir
fonksiyon ve A c X dizisel kompakt bir alt kiime olsun. Oyleyse f
(A)c Y dizisel kompakttar,

Ispat:

f : X—Y siirekli bir fonksiyon A c X de dizisel kompakt bir
alt kiime iken f(A) goriintiisiiniin de dizisel kompakt oldugunu
gosterecegiz. Bunun igin f(A) kiimesinin {b1, b2, ... , bn, ... } gibi
bir dizisini alalim. Goriintii tanimi geregince Vne N i¢in f (an) =bn
olacak gekilde bir ane A vardir, Béylece elde edilen {a1,a2, ... ,an, ...}
dizisi, A dizisel kompakt oldugundan ao € A elemanina yakinsayan
{ay, a1, , ..., a1 ,.. } alt dizisine sahiptir. f(a,)=b;, ,ne N dersek,
stirekli oldugundan <bin> dizisi de f (ao) elemanina yakinsar ve f (ao)
e f (A) olur.

3.4. TEOREM:
(X,t) kompakt bir uzay, (Y, t*) Hausdorff uzay: olsun. f:
X—Y 1:1 6rten ve siirekli bir fonksiyon ise f homeomorfizmdir.

Ispat:

fin homeomorfizm olduunu gostermek i¢in f fonksiyonunun
tersinin (f1) siirekli oldugunu goéstermek gerekir. Bu da herhangi
bir kapali kiimenin f altindaki goriintiisiiniin (yani (f‘l)'1 altindaki
goriintiistinden bahsediyoruz) kapalt oldugunu gostermekle
esanlamli olmaktadir. (X,T) uzayina ait herhangi bir F kapali
kiimesini alalim. F kompakt bir uzayin alt kimesi oldugundan
kompaktir. Boliim 4 de verilen Teorem 3.1. den dolay: biliyoruz ki
kompaktlik stirekli fonksiyonlarla taginir, Fin f altindaki gorilintiisi,
f (F) de kompakt olur. Hausdorff uzaylarinin kompakt alt kiimeleri
kapali oldugundan f(F)C Y de kapalidir. Bu takdirde f bir homeo-
morfizmdir,

Rldeki Kompakt Alt Kiimeler:

3.5, TANIM;
Efer V x = ( x1, X2, ... , xa) € A igin Ixil £ K (1< i< n ig¢in)

olacak gekilde bir K reel sayis1 varsa Bir A <cR" alt kiimesine
sinirlidir denir. Ozel olarak A € R kiimesi sinirlidir eger A,K > 0
olmak tizere [-K,K] kapali aralig: tarafindan ortiiliilyarsa. Her kapali
[a,b] araligi K= max { lal, Ibl }olmak ilizere [a,b] < [-K, K] d1r.
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Y DIMCI TEOREM:
A < R de kompakt bir alt kiime ise A kapali1 ve sinirlidir,

Ispat:

R! Hausdorff aksiyomunu gergeklediginden, A kapalidir.
Vne N i¢in On = (-n,n) olsun, R = Y On olur. {On}pen A igin bir agik
ortiidiir. A kompakt oldugundan ACOmuOnzu...uan Eger biz k =
max (ni,n2, ..., ng) dersek o zaman O, cOQ¢ dir. Vi=1,2,...,qigin
boylece A ¢ Ox =(-k,k) olur > A c [-k, k] dir yani A sinirlidir.

3.7. SONUC TEOREM:
Rl in bir alt kiimesinin kompakt olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul kapal:i ve sinirli olmasidur.

Ispat: |
(=): R de kompakt olan bir alt kiime Bolim 4 de verilen
Yardimci Teorem 3.5 den dolay: kapalt ve sinirlidir.

(&) : Tersine eger A kiimesi kapalt ve sinirl1 ise A bir K>0
igin bir [-K,K] kapali araliginin kapali alt kiimesidir. [-K,K] nin
kompakt bir uzay oldugunu biliyoruz. Bolim 1 de verilen Teorem
4.B.10 dan dolay1 A kiimesi kompakttir,

3 TANIM: (SINIRLI F KSiy

X # @ olmak tizere, f : X »R fonksiyonu tanimlansin., Eger
f (X)c R nin sinirlr bir alt kiilmesi ise f fonksiyonuna sinirlidir de-
nir.

3 9. TEOREM: :

(R,U) herhangi bir topolojik uzay ve (X,t) kompakt bir to-
polojik uzay olsun. Eger f : X — R siirekli bir fonksiyon ise, f
sinirlidir,

Ispat :

f, siirekli ve (X,t) kompaktuzay oldugundan Boliim 4 de verilen
Teorem 3.1 geregince f (X) R kompakttir, Heine -Borel Teoreminden
dolayr R"nin kompakt alt kiimeleri sinirlidi rOyleyse f(X) sinirlidir,

3.10,. TEOREM;

(X,t) bir topolojik uzay olsun. A#@, A X kompakt ve f : A>R
siirekli ise f(ai1)=sup f(A) ve f(a2) = inf f(A) olacak gsekilde ar,az
€ A vardir.
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iSDaI'

A cX kompakt ve f siirekli oldugundan f(A) © R kompakttir.
Dolayisiyla f(A) kapalt ve sinirlidir. f(A) sinirli oldugundan m gibi
en kii¢glik iist sinir1, yani m=sup f(A) ve n gibi en biiytik alt siniri,
yanin=inf f (A) vardir, Fakat f(A) kapalioldugundan m,n € f(A) olmak
zorundadir. Bu takdirde m= f(a1) ve n=f(a2) olmak lizere Vae A igin
f(a2) <f (a) < f(a1) olacak sekilde ar,a2 € A vardir,

Ornek :

R tabii topolojisiyle verilsin.

f:[-1, 1] = R bir fonksiyon tanimlansin. Oyleki f(x) = x2olsun.
Oyleyse Vxe[-1,1] i¢in f(0) < f(x) < f(1) olur ki bu da f, maksimum
ve minimum degerlerini alir demektir.

Simdi de g:(-1,1)—R bir fonksiyon tanimlansin dyle ki
g(x) =x2 olsun. g((-1,1)) < [-1,1] oldugundan, g sinirlidir, fakat g
, maksimum ve minimum degerlerini almaz.

Her iki fonksiyondan farkl: sonuglar elde etmemizin sebebi,
fonksiyonlarin taniml:i olduklart araliklardir. f nin tanimli oldugu
[-1,1] kapal:i aralig:1 kompakt iken g nin tanimli oldugu (-1,1) agik
aralig:r kompakt degildir.

J.JJ1.TEOREM:
R yi tabii topolojisi ile diistinelim. A CR kompakt alt kiimesi
olsun. Eger f : A—>R siirekli bir fonksiyon ise f diizgiin siireklidir.

isnat'

€ >0 alalim. f stirekli oldugundan Vxe A alindiginda A ya ait
biitiny leri¢in Ix-yl <8x =>lf(x) f(y)l<e/2 olacak gsekilde dx >0 vardur.
Vxe A igin Uy= (x-—— 8, x + L 8x) olsun. {Ux : xe A} A nin a¢ik bir
Ortiistidiir. A kompakt oldugundan sonlu tane aralik Uy, 5 o> Ug, A y1
Orter. 6=min{L8xl . ,Laxu}olsun. X,y € A alalim ve Ix-yl < 8 olsun.
x noktasint i¢géeren bir “ Uy, vardir. xe Uy, olacak gekilde
i€ {1,2,...,n} vardir. Dolayisiyla Ixi-xl < 1/2 dxi olur.

Uggen egitsizligini kullanarak
Ixj-yl=1(x; -x)+(x-y)I<Ix{-yl+Ix- yl< Ox, +0 <
ederiz.

Yani Ixi-yl < &xi olur. Bu takdirde If(x i) - f (y) | < &/2 dir.
1% - x| <% 8x, oldugundan If(xi) - f(x)| < &/2 gergeklesir.

%5 8x, =0x, elde
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Uggen esitsizligini kullanarak
HE(x)-f(y)I=1(f(x)-f(xi))+(f(xi)-f(yNISIF(x)-f(xi)I+If(xi)-f(y)I<(&/2)+
(8/2)=€ elde edilir ki bu da f diizgiin siireklidir demektir.

Analizden bir 6rnek verecek olursak tanim kiimeleri tabii
topolojiye gore kompakt olan siirekli fonksiyonlar diizgiin
siireklidirler. Ornegin arcosine ve arcsine fonksiyonlarinin tanim
kiimelerin [-1,1] kapalt araligidir ve diizgiin siireklidirler. Ayrica
tanim kiimesi [-2,2] olan  f(x)=V4-x2 fonksiyonu da diizgiin
stiireklidir.

12, TE EM:
(X,d) bir kompakt metrik uzay ve (Y,d') bir metrik uzay olsun.
f: X—Y siirekli bir fonksiyon ise f diizgiin siireklidir.

Iﬁnat'

€>0 bir say1 alalim, Vpe X i¢in f siirekli oldugundan 38p > 0
tyeX ve d(p,y) < dp kaldik¢a =d' (f(p), f(y)) <&/2 kahr. (X,d) uzay1
kompakt oldugundan ve { Ng : p e X } ailesi X in bir agik ortiisi
olacagindan 3 {pi, p2, ..., p121 }eX sonlu alt kiimesi vardiar:
{Ngu:i=1,..,n} sonlu a¢ik kilme toplulugu X i Orter. Jimdi
8p, /"2,,“,5})"‘1/2 lerin en kiigiigine & diyelim, ve X de d(x,y) < d olan
iki x,y € X alalim. O zaman 3 pj € X :d(pj ,x) < dp . Simdi d (pj
y) €d (pi.x) +d (x,y) < Sp+dy =8  .Boyleded (f(x), f(y)) <
d' (f(x), f(pi) ) +d' (£(p; 5, fly)) <§+§=e olur. Béylece f nin
diizgiin siirekli oldugunu goriiriiz.

P T Y RI ARPIM

4. 1, TEOREM:
Iki kompakt uzayin ¢arpimi da kompakttir,

Ispat:

(=) X ve Y kompakt olmak iizere
G={UxV:UcXveVcY},XxY ¢arpimuzayinin baz1 agik kiimeleri
ile olusturulmug ag¢ik bir drtiisii olsun. Boliim 2 de verilen Teorem
1.3. den dolay1 XxY nin kompakt oldugunu géstermek i¢in T nin sonlu
alt Ortiiye sahip oldugunu goéstermek yeterli olacaktir.
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Ispatiiki adimda gergeklestirecegiz. Oncelikle (i) V xe X igin,
x igine alan bir Ux ag¢gik kiimesinin varliindan bahsedecegiz dyle
ki G nin sonlu sayidaki elemanlarinin birlesimi UxxY yi igerecek.
Daha sonra (ii) XxY yi .UxxY bi¢iminde bulunan sonlu sayida
kiimelerin birlegimi geklinde yazacagiz. Yani;

@ Vxe X,3U,cX,xe U= Ux YU G} =0 {UxV}
() XxY= CDIUXi x Y
1=

x€ X olsun. VyeY igin
(x,y) e Ux xVy olacak gekilde Uy x Vy € G vardir. {Vy:ye Y} sinifi
Y nin agik bir ortiisiidiir ve Y kompakt oldugundan {Vy} nin sonlu
alt ortiisti {Vyi : i=1,2,...,n} vardir.
Ux=n{Uy:i=12,.,n} kiimesi X de agiktir ve
{UxxVyti=12,.,n}, {x} xY yi dreer, yani

{(xIxY cUxxY=Uyx U { Vy:i=12,.,n}
=U {Uxx Vyi:i=12,.,n}
CcU{UyixVy:i=12,.,n}

Oyleyse Vxe X igin {x}xY S UxxY olacak sekilde UxcY kiimesi vardir.
Oyle ki G nin sonlu sayidaki elemanlarinin birlesimi UxxY yi
orter.

Dikkat edersek, {Ux:xe X}, X in ag¢ik bir ortisidir ve X
kompakt oldugundan {Ux : xe X} sonlu bir alt ortiiye {Uy; : i=1,2,...,m }
sahiptir. Bu takdirde

XxY = U{Uy; : i=1,2,...,m }xY
=U{Uy; xY: i=1,2,...,,m } olur.

Vie {1,2,...,m} ig¢in G nin sonlu sayidaki elemanlarinin
birlesimi UxixY yi igerdiginden XxY nin G nin sonlu sayidaki
kiimelerinin birlegimine egit oldugunu soéyleyebiliriz. Diger bir
deyisle, G, sonlu alt drtiiye sahiptir ve XxY kompakttir.

(=) XxY nin kompakt oldugunu kabul edelim. mi:XxY—>X ve
w2 : XXxY =Y izdigiimi fonksiyonlar: siirekli olduklarindan,B&liim
4 de verilen Teorem 3.1.den dolay:r X = w1 (XxY) ve Y = w2 (XxY)
kompakt olurlar,
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4 EOREM; (TYCH ' E
(X1,%1), (X2,72), ..., (Xn, Tn) kompakt topolojik uzaylar olsun.

O zaman if[l(Xi,’ci) carpimi da kompakttir.

(n-boyutlu R" 6klid uzayinda ag¢ik (kapali) kutular):
Eger reel sayilar iizerinde Vi=1,2,...,n igin (ai,bi) sinirl1 agik
(kapal1 ) araliklar iseler, o zaman R" de bir alt kiime

n
ir=11( ai, bi) = {(x1,x2,...xp) 13 <xi<b;,Vi igin}

R"® de n-boyutlu ag¢ik kutu olarak isimlendirilirler. aiSxi<vi
igin ise bu alt kiime R" de n-boyutlu kapalt kutu olarak isimlendiri-
lir.

RM" nin her kapalr ve sinirli alt kiimesi kompakttir.

[spata ge¢gmeden once alt kiimenin hem kapali hem de sinirli
olmasi1 gerektifini birer 6rnekle gosterelim;

a) Xc Ro sinirlt olmayan alt kiimesi olsun ve xo € R? alalim.
r=1,2,3,... olmak lizere r yarigcapli xo merkezli N(xo,r) komgsuluklar
dizisini diigiinelim. Bunlar, Vxe R" igin r yeterince biiylik se¢ildigi
zaman d(x,Xo) <r oldugundan, birlegimleri R?i igeren agik kilimeler
dizisini olugtururlar, Bu durumda XnNN (xo,r), r= 1,2,3,...
birlesimleri X iigeren, X in agik kiimelerinden meydana gelmig artan
bir dizi meydana getirir. Fakat X bu a¢ik kiimelerden hig birine egit
degildir. Clinkii X sinirli degildir. Dahas1 X, bu agi1k kiimelerin sonlu
sayida birlegimleri tarafindan da i¢erilmez, ¢linkii bu agtk kiimelerin
birlegimleri i¢glerinden en biiyiik olanina egittir.

b) XcR"® sinirlt fakat kapali olmayan alt kiime olsun.
Dolayisiyla X in tiimleyeninde yani; R"\X de, baz1 y noktalar:1 vardir
Oyle ki her bir N(y,r) komsuluklar:1 X in noktalariniigerir. k=1,2,3,...
olmak tizere Uk, y merkezli 1/k yarigapli dairelerin dig bdlgesi olsun
.V Uk, R® de agiktir ve eger xe Uk ise N(x, d(x,y)-1/k), x in Uk
tarafindan igerilen bir komsulugudur, Uk, artan bir dizi olugturur;
Ut U2 ..., ve birlegimleri y nin tiimleyenidir, ¢linkii Vx # y noktasi
icin 3 k : (1/k) < d ( x,y) dir.

Buradan X n Uk, birlegimleri X olan, X in agitk kiimelerinden
olugmug artan bir dizi meydana getirir. Bununla birlikte
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¥ N (y,1/k) X in noktalarini igerdiginden, X bu ag¢ik kiimelerden hig
birine egit degildir. Dahas: X bu kiimelerin sonlu sayida birlegimleri
tarafindan da Ortiilmez. Ciinkii birlesimleri ig¢lerinden en bilyilik
olanidur,

Sonug¢ olarak X cR"™ sinirli olmadiginda veya kapali ol-
madiginda, birlegimleri X i igeren, X in a¢tk kiimelerinden meydana
gelmig artan dizi a¢ilimi bulabiliyoruz, ama X ,bu kiimelerin he-
rhangi bir sonlu sayida birlegsimlerine egit olmuyor.

Simdi ispatimiza gegebiliriz:

Ispat:

I1k adim olarak n=1i¢in I=[a,b]Jc R kapali ve sinirli araliginin
kompakt oldugunu ispatladigimiz: hatirlayalim. (I. B6liim Teorem
4.B.10.) n=1 iken B ¢ R bir araliktir. n=2 iken B cR? kenarlari
koordinat eksenlerine paralel olan bir dikdodrtgen ve onun ig
bélgesidir. n=3 iken , B ¢ R3 yiizleri koordinat eksenlerine paralel
olan dikddrtgensel kutu ve onun i¢ bdlgesidir. B yi daha kiigiik ku-
tulara boélebilmeliyiz. Bunu her bir [ai, bi ] i= 1,2,...,n araligin1 ci
orta noktalarindan ikiye bolerek gergeklegtirebiliriz ve bu
boliinmede her kutu i.nci aralikta ya [ai,ci] yada [ci,bi] olacaktir.

n=2 i¢in B dikdoértgensel bolgesi, x1=c1 ve x2=c2 dogrular1 ile
kenarlari B nin kenarlarinin yarisi kadar olan 4=22es dikdortgensel
bolgeye ayrilacaktir. n=3 iken B dikdoétgensel kutu xi1=ci1,x2=c2,
x3=c3 diizlemleri ile kenarlar: B nin kenarlarinin yaris: kadar olan
8=23 es dikdortgensel kutularina béliinecektir. Genel olarak B, xi=ci
(i=1,2,...,n) diizlemleri ile bdliinerek kenarlari B kutularinin ke-
narlarinin yarisi1 kadar olan 2" eg kutulara ayrilacaktur.

Herhangi bir n boyutlu da kutunun kompakt oldugunu
gostermek ic¢in, bir boyutlu ¢aligtigimiz gibi hareket edecegiz: G,
B nin ag¢ik bir ortiisli olsun 6yle ki G nin B yiigerecek sonlu alt ortilisi
bulunmasin. Yukarida anlattigimiz islemi yaparak i¢ige gegmis Bo,
Bi, ..., Bk, ... kutular dizisi elde ederiz : Bo = B alalim. Vk > 0 igin
Bk, Bk-1 in bolinmesiyle olugturulmusg kutularindan birisi olsun.
Hipotezden dolay:r Bo=B, G nin sonlu alt ortiisii ile ortiilemiyordu.
Bk-1, 2"tane kutuya boéliinerek her defasinda G nin sonlu alt Ortiisii
tarafindan igerilmeyen kutular se¢imi ile olugturulan dizi Bo, B1, ..
, Bk-1 olsun. Eger bunlar: herbiri G nin sonlu alt ortiisti ile ortiilmiig
olsa idi, 2" tane kutunun birlegimleri Bk.1 i 6rten G nin sonlu alt
ortiisii olurdu. Bu miimkiin olmadigindan Bk-1 lerin en az birisi G
nin sonlu alt ortiisii ile ortiillmez,
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G nin sonlu alt drtiisii ile ortiillmeyen kutuya Bk diyelim.
Boylece tiimevarimla ispatladigimiz Bo, Bi1,...,Bk,... dizisinin
olugturulmas: tamamlanmig olur.

Simdi Vk=1,2,.., i¢cin xe Bk nin varligin1 ispat edecegiz.
Bunu gérmek i¢in i=1,2,...,n indisleri i¢in i. nci koordinat ek-
seninde kutular dizisinin izdigiimlerini diiginelim. Eksenlerin
herbirinde igi¢ce ge¢mis araliklar dizisi olugtururlar. xi, i.nci
koordinat eksenlerine yapilan izdigiimlerle olusturulan ar-
aliklarin ortak noktas: olsun. Bu durumda Vk i¢in koordinatlar:
(x1,...,xn) olan R?nin x noktas: Bk nin bir noktasi olacaktir. xe Bk
oldugundan 3 Ge G : xe G olur.

O zaman N( x,r)cG olacak gsekilde bir r>0 sayis1 vardir.
d , B nin en uzun kenarinin uzunlugunu gostersin. Dizinin
olusturulma agsamalarinin her adiminda kutunun kenarlari iki egit
pargaya ayrildigindan, d/2%¥ Bk nin en uzun kenarinin uzunlugunu
gosterecektir,.

Phytagor Teoreminden dolay: Bk nin kdsegen uzunlugu en
¢okviid/2kolur. k indisini 6yle biiyiik segeriz k12k>3r@ d;dolayisiyla
a% d<r olur, buradan da Bx ¢ N (x,r) c G, elde edilir. Bx, G
x12in bir tek kiimesi tarafindan igerildiginden, bu da Bk, G nin sonlu
alt ortiisii tarafindan igeriliyor kabiilimiizle ¢eligir. Sonug olarak
B kompakttir,
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{(Xi, di) : i= 1,2,...}) metrik uzaylar sinif1 olsun 6yle ki

Z[d(X )] var olsun ve X = HX ved: XxX >R soyle tanimlansin:
d ((x1 ,X25.0.) 5(y1 5¥2,.)) = [E di2 (xi,yi) ]v

O zaman (X,d) bir metrik uzaydir ve tlizerindeki metrik to-
polojisi X in ¢arpim topolojisine 6zdegtir.

I_s_p_a_L;_ Her bir pozitif tam sayisi i igin di? (x; yi)Sdz(xi)
dir xi, yi, € Xi olmak iizere eger (x1, x2, ... ), (yt, y2, ... ) € X ise

[E'ldi?’ (Xi,yi)l

varduir,

d (x,y) =0 dir & x=y ve d(x,y) =d(y,x) ise.

x= (X1, X2, ... ), y= (y1, y2, ... ), z= (z1, z2, ... ) € X ve her
n € N igin

3 pL n 1 n q . )
{igldiz (xi,zi)]2 S[.Eldi?' (xi,yi)l2 +[_Edi2 (yi,z)1z dir. Boylece
= o =

no L L
[i2=:1di~ (Xi,Zi)]z <[Edl (xl’yl)]2+lzdl (YuZl)Jz=d(X,Y)+d(Y,Z)VC

A
olur. T2 (x, ) S Aoyl
Buradan da
d (x,z)= [§1di2 (xi,zi)];__ <d (x,y) +d (y,z) ¢ikar. O halde (X,d) bir me-
trik uzaydir.

Simdi VieN i¢in 7wi: X—Xi i. nci izdiistim fonksiyonu olsun

ve
Gr={m' (N(xi,e):£>0,xeX;) diyelim. B1 ile G1 deki sonlu

¢okluktaki kiimelerin miimkiin olan biitiin arakesitlerinin ailesini
gosterelim ve B2 = {N (x,e) : € >0, x € X} olsun., O zaman Bl ve
B2 sirasiyla X ig¢in ¢arpim topolojisinin ve metrik topolojisinin
baz1 olurlar,

Diyelim ki x= (x1,x2,...)e B1 € Bi1 bir nokta olsun. O zaman
G1 de sonlu saylda bir ¢ok Si1, Si2, ..., Sim € G1 kiimeleri vardir
oyle ki Bi=n S, ,Vk=1,2,...m dir. Ayrica 6yle bir pozitif
sayl €% ve yik ke Xk vardir ki Slkzmk'l (N (yik.% ) ) dir. Xix € N ( ¥ik,€'k )
oldugundan V k i¢in N (xik, €&x) ¢ N (xik, ¢/, ) olacak sekilde e1,
€2, ... , €m pozitif sayilar vardir
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€= min (€1, €2, ..., €m) olsun ve B2= N(x,€) diyelim. O zaman
xe B2 € B2 ve eger q= (q1, q2, ...) e B2 ise Vk=1,2,...,m ig¢in
dik (i, Qi) <[ ;‘Zjldiz (xi, @112 <e< gk ve bdylece
qe Tkt (N ( xik ,80) € ! (N (yik ,€'K)) =Sik yani B < By dir.

Simdi ayni gekilde bu defa x= (x1,x2,...,) € B2e B2
noktasini alalim, O zaman 3 &' >0 ve y=(yl,y2,...) € X :B2 =N
(y,€"). O halde 3 €>0 : N(x,8)CN(y,&") dir.

i§1[d(Xi)]2 varligindan dolay!

S[d(Xi) PP <e22 olacak sekilde bir n € N vardir.

i=n+1

-_¢&
Vi=1,2,...,nig¢in El“ﬁ diyelim ve

Bi= N (x1,€1) x N ( x2,€2) x ... x N ( xn,€n) x Xn+1 X Xn+2 X ... 0l-
sun. O zaman Bl_mn1 (N (x;,6) olur. Boylece xe Bl € Bi ¢ikar.
Eger q= (q1,q2,. ) ‘e B1 de bir nokta ise o zaman

d? (an) = Z di % xiuqi) = Z dl (xu(h) +E d (anl) <
>:e,2+ 3f d, (X)) <n (e/nr 12+ e—/z =g2

dir.
Boylece d(q,x) <e ve Bt ¢N (x,¢) « N (y,e') =B2 elde edi-
lir ki bu da Bi ve B2 nin 6zdes baz olduklar: gézlenir.

4.6, YARDIMCI TEQREM:

1—12— 2 dir. Yani bir (R,d;) metrik uzayinda
i

’EMS

Frd(ro,1yy vardrr,
i=1 i
Ispat : 1 den biiyiik olan her i indisi igin

%<1/[i (i-1)]1=1/(i-1)- 1T yazabiliriz.
1

Boylece Vn eN igin
zl<1+(1 1)+( 1)+...+(I-11—-l)=2--r1T

i=142
E Lz <2 elde edilir.
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4.7, TANIM (HILBERT KUBU)

Bir Hilbert kiibii I%, X=i1;11[0,17] ved: XxX—>R  tanimlanmisg
bir uzaklik fonksiyonu olmak tlizere bir (X,d) fnetrik uzayidir. d
fonksiyonu d ( (Xl, X2, "') ) (YI? Y2, ')) = [iol(xi” YI)Z]E dir.
1=

EOREM:

I¥ Hilbert kiibli , metrik topolojisi, ¢carpim topolojisine
0zdes olan kompakt bir metrik uzaydir.
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SONUC

R! in kapali ve sinirl alt kiimelerinin bir ¢ok dnemli 6zelligi
vardir. R1, tek boyutlu 6klid uzay1, U iizerinde kurulan tabii topoloji
olmak iizere, (R!,U) topolojik uzayinin alt kiimeleri i¢in kompaktlik
kavrami kapali ve sinirli olma 6zelligine denk olmaktadir AC R! olmak
lizere agagidaki li¢ 6zellik vardir ve egdegerdir:

(1) A kapal1 ve sinirlidir,

(2) Anin sonsuzelemanli her alt kiimesinin Ada bir limit noktasi
vardir,

(3) A nin her agik Ortiisii sonlu bir alt ortii igerir.

(1). ©6zellik "uzaklik fonksiyonu" nun tanimlanabilecegi,
ornegin metrik uzaylarda anlamli olmasina ragmen (2) ve (3).
O0zellikler limit noktasi ve ag¢ik kiimeleri tanimlayabilecefimiz he-
rhangi bir uzayda anlaml: olur. Bu takdirde R! de kapali ve sinirl
kiimelerin anlagilmas: daha kolayken, topolojik uzaylarda "kapali” ve
"sinirl1" tanimlarinin nasil yapildi§1 ilging bir soru olarak karsimiza
¢ikar. Kapaliligin topolojide bir anlam1 olmasina ragmen sinirlilig
tanimlamanin uygun bir yolu yoktur. Simirlilig1 tanimlamada en
bagaril1 yaklagimlar (1) Heine - Borel ve (2) Bolzano - Weirstrass
teoremleridir. Sinirlilik kavramin: genel topolojik uzaylarda "orti"
kavrami aracilig: ile yerlestirebilecegimizi gordiik, yani kompaktlik
kavramini genel topolojik uzaylar i¢in 6rtii kavram: ile tanimladik.

Kompaktlik kavrami sayesinde bir uzayin genelini, sonlu sayida
noktalarint inceleyerek, aragtirmig oluyoruz ve biitiin noktalariyla
¢aligmak zorunda kalmiyoruz. Bu 6zelliginden dolay:r analizdeki bir
¢okteoremR" nin kapalive sinirlialt kiimeleriyle yapilmigtir. Yalnizca
bu 6zelligi ile bile "kompaktlik kavrami" incelemeye deger bir kon-
udur. Bu ¢aligmayi, incelemeyi siirdiiriirken okudufum bir 6rnekle
bitirmek istiyorum. Bdylece kompaktlik kavramini bilingli
diiglinmeden, bu kavram i¢in goézlerimizin 6niinde bir gekil belirecek

J.D.Baumdiyor ki: "Biiyiik bir kalabaliin (miimkiinse sonsuz)
yagmur altinda bekledigini diigiiniin. Her biri gemsiyesini a¢tiginda,
artik 1slanmayacaktir. Oyle bir araya gelsinler ki sonlu sayidaki in-
sanlarin semsiyelerini agarak hepsinin yine 1slanmamasi miimkiin
olacaktir. Insanlarin bu sekilde biraraya gelerek bir ¢egit kompaktuzay
olugturduklarini diiglinebiliriz. "



SEMBOL LISTESI

TA

IT; A

: Gerektirir, ise

: Gerektirmez
: Kapsam

: Kapsamaz

: Vardir

s Aittir

: Ait degildir

: Hepsi

: Fark

: A ya ait limit noktalarinin kiimesi (tiirev

kiimesi)

: Bog kiime

: Acik kiime

: Kapali kiime

: Numaralayan kiime

: G nin tlimleyen kiimesi (kompliment)
: A nin kapanigi

:Annigi

: Topolojik uzay

: Topolojik alt uzay

: Carpim kiimesi
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Rn

u

A

A (p)
d

X.d)
Xt)

<an>
(Gi)iel ’ g
d(A)

P(X)
B

)
S(x,r)

<an> — Qo

: 1zdiigiim fonksiyonu

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi
: n-boyutlu 6klid uzayi

: Dogal (Tabii) topoloji

. Ve

: p noktasimin agik komguluk sistemi
: Metrik fonksiyon

: Metrik uzay

: Topolojik uzay

: an dizisi

: Gi:ie I: Agik kiimeler ailesi

: A kiimesinin ¢arpimi1

: X in kuvvet kiimesi

: Baz

: Alt baz

: x merkezli r yarigaph S agik kiimesi

: an dizisi a0 noktasina yakinsiyor.
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