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ÖNSÖZ 

Bu çalışmada Kompakt Topolojik Uzaylar üzerine başlıca bilgiler değişik kay­
naklardan derlenerek anlaşılır bir düzen içinde sunulmaya çalışılmıştır. 

Bilindiği gibi "Kompakt Topolojik Uzay" kavramı ilk defa 1923'de PS. Alexandroff 
ve Paul Urysohn tarafından bugünkü anlamda, fakat "Bicompakt" adı ile tanımlanır. 1940 
yılında Nicolas Bourbaki bu ismi değiştirip "Kompakt Uzaylar" olarak tanımlamıştır. 

Kompakt Uzayların tanımının bu kadar yakın bir tarihte olmasına karşın, aslında 
bu kavram Topolojiye Analizin temel teoremlerinden olan Heine - Borel teoremi ile 1872 -
1895 senelerinde girmiştir. 

Klasik analizdeki önemli teoremlerin pek çoğu KAPALI ve SINIRLI aralıklar için 
gösterilmiştir. Örneğin kapalı ve sınırlı bir aralıkta tanımlı olan sürekli bir fonksiyonun bu 
aralıkta maximum değerini alması yada bir başkası kapalı ve sınırlı bir aralıkta sürekli olan 
bir fonksiyon düzgün süreklidir. Bu tip teoremlerin temelinde Bolzano -Weierstrass ve Heine 
- Borel teoremleri bulunmaktadır. 

Genel Topolojideki önemli kavramların pek çoğu metrik uzaydaki kavramların 
genelleştirilmesi ile elde edilir. Bu nedenle: 

i. Bölümde, reel sayılar, kartezyen uzay, metı'ik uzay ve örtü kavramları kısaca 
derlenmiş ve konumuz ile ilgili teoremler verilmiştir. 

Ancak birinci bölümde ispatını verdiğimiz Bolzano-Weierstrass teoreminde ka­

palılık koşulunun herhangi bir topolojik uzayda karşılığını bulabilmemize karşın sınırlılık 
koşulunun karşılığını bulamıyoruz. Bu koşulu, her hangi bir topolojik uzayda 
"KOMPAKTLIK" kavramı ile sağlayabiliyoruz. 

Böy lece II. bölümde kompaktlık kavramı, kompakt1ık kavramına denk olan tanımlar 
ve teoremler verilmiştir. III. bölümde çok çeşitli olan kompakt1ık kavramlarından yalnızca 
ikisi " dizisel kompaktlık ve sayılabilir kompakt1ık " kavramları ele alınmıştır. Yalnızca bu 
iki uzayı ele alışırnızın nedenlerinden biri örneğin örneğin dizisel kompakt uzayların, çok 
daha önceden ( 1906 senesinde) Frechet tarafından kompakt uzay kavramı olarak kullanılmış 

olmasıdır. Bir diğer nedeni ise metrik uzaylarda, kompaktlık, sayılabilir kompaktlık ve dizisel 
kompaktlığın birbirine denk olmasıdır. Bu nedenle III. Bölümde bu uzayların özellikleri, 
aralarındaki ilişkiler ve metrik uzay ile olan ilişkileri incelenmiştir .. 



IV. bölümUn ı. kısmında kompakt uzaylarda ayırım aksiyomları ele alınmış, ikinci 
kısımda da kompakt uzaylarda tanım bölgeleri yada değer bölgeleri olan sürekli fonksiyon­
larda elde edilen sonuçların belli başlıcaları ele alınmıştır. Son olarak da Kompakt U zayıarın 

çarpımıarı ile ilgili teoremlere yer verilmiştir. 
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ABSTRACT 

TOPOLOJİK UZAYLARDA KOMPAKTLIK KAVRAMı 

SİGİNÇ , Filiz 

Yüksek Lisans Öğrencisi 

Tez Danışması : Prof. Dr. Asuman ILGAZ 

8, Mart, 1996, 53 sayfa 

In this wörk, we deal with the notion of compactness in topological spaces. Particular 
attention is given to the basic properties and theorems of the related subject. However, we 

have stated earHer, namely in the first section, the important properties of the system of real 

numbers, cartesian spaces, meu'ic spaces and topological spaces. A topological property called 
compactness is developed for general topological space. For subsets of the space (R, U) 
compactness turns out to be equivalent to the property of being "closed" and "bounded". Since 

these concepts can not be used to define compactness in a general topological space, we need 
the concept of "open covering" of a topological space. This concept is introduced in the last 

part of the first section. 

Indeed compactness is a topological analog of finiteness. That means instead of 

considering of all points of a space, we consider only finitely many points to study the en tire 

space. That's why many theorems in calculus involve closed and bounded intervals in R, which 

are all compact spaces. 

Since the earlier definitions of compactness are related to sequentially compactness 
and countably compactness, we also deal wlth them. Furthermore, in metric spaces, we proved 

that compactness <=> sequentiall compactness <=> countable compactness. In the latter section 

we concern compact spaces İn general; equivalent definitions of them, their separation 

properties, continuous functions on them and their subspaces. Finally we work with the product 

topology of compactness. 
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BÖLÜM 1. 
REEL SAYILAR KÜMESİ KARTEZYEN UZAYLAR,METRİK 
UZAYLAR, TOPOLOJİK UZAYLAR 

1. REEL SAYILAR KÜMESİ 
1.1. TANIM i(CİSİM) 
Aşağıdaki özellikleri taşıyan (+) ve (-) şeklinde gösterilen 

iki binary işlemine sahip bir F kümesine bir cisimdir denir: 
(1) a+b = b+a, \la, be F 
(2) (a+b)+c=a+(b+c) , \la,b,c e F 
(3) 3 0e F, 8 bir ve tek: 8+a=a ve a+8 = adir \l8e F (8=0) 
(4) \lae F için 3 ae F : a+a =8 ve a+a =8 (a=-a) 
(5) a.b = b.a , \la,be F 
(6) (a.b).c = (a.b).c , \la,b,c e F 
(7) 3 bir ve birtek e;c:8 , ee F : e.a = a, a.e=a,\lae F 
(8) \lae F , a;c:8 ,3 a'e F : a.a'=e ve a'.a=e (a'= a-I ) 
(9) a.(b+c) = (a.b)+(a.c) ve (b+c).a=(b.a)+(c.a),\la,b,c eF 

8 ya F cismin sıfır elemanı ve e ye F kümesinin birim elemanı de­
nir. 

1.2. TANIM ;(POZİTİF KÜME) 
Eğer PcF ve P;C: 0 alt kümesine aşağıdaki özellikler 

gerçekleşirse pozitif kümedenir. 
(1) Eğer a,beP =:}a+beP 
(2) Eğer a,be P =:}a.be P 
(3)Eğer aeF =:}vereceğimiz bağıntılardan mutlaka biri vardır: 

ae P, a=O, -ae P 

1.3. TANIM (SıRALı OLMA) 
E ğer PcF, P k ü m e s i F i ç i n d e b i r p o z i t i f k ü m e i s e F, Par a c ılı ğ ı 

ile sıralanmıştır denir ve F kümesine sıralanmış bir cisim denir. 

1.4 TANIM ;(ARCHIMEDEAN ClSİM) 
Eğer \lxe F için x<n olacak şekilde bir sıralanmış bir n e N 

varsa F cismine Archimedean cisim denir. 

1.5. TANIM (ARALıKLAR) 
F sıralanmış bir küme, a,be F : a :S:b=:} 
{x:x e F ve a<x<b} kümesine (a,b) ile gösterilen ailenin be­

lirlediği açık aralık denir. a,be F ve {x:x e F ve a:S:x:S:b} kümesine, 
a ile b nin belirlediği kapalı aralık denir ve [a,b] ile gösterilir. 

ı 



1.6. TANIM; (ALT SINIR. ÜST SINIR) 

S eR olsun. u E R olmak üzere 'tl s E S için s S; u ise, u ya S alt kümesinin bir üst sınır 

denir. Benzer şekilde :i u E R varsa: 'tl s E S için w S; s ise, w ya S alt kümesinin alt sınırı 

denir. Bir küme alt sınırı varsa alttan sınırlı, üst sınırı varsa üstten sınırlıdır. Alttan ve üstten 

sınırlı küme sınırlıdır. 

1.7. TANIM; (SUPREMUM, INFIMUM) 

SeR altkümesi sınırlı olsun. S kümesinin üst sınırından biri, diğer bütün üst sınırlardan 

daha küçük ise, bu üst sınıra S kÜmesinin supremumudur denir.Benzer şekilde S nin alt 

sınırlarından bir en büyüğü varsa, buna S nin infimumu denir. 

SUPREMUM PRENSiBi: Reel sayıların boştan farklı bir alt kümesinin bir üst sınırı 

varsa, supremumu da vardır. 

2. KARTEZYEN UZAYLAR 

2.1. TANIM (KARTEZYEN ÇARPIM) 

Eğer A ve B iki boştan farklı küme ise, kartezyen çarpım A x B = {(a,b): a E A, b 

E B} dir. Benzer şekilde boştan farklı A, B, C gibi üç kümenin kartezyen çarınm A x 

B x C = {Ca, b, c): a E A, b E B, c E C} dir. 

O halde Aı x A2 x ... x Ap ={ (aı, a 2, ... , ap): aı E Aı, aı E A2, ... ,a p E Ap} özelolarak 

(Aı = Aı = ... =Ap) ise Aı x A2 x ... Ap = AP gösterilir. 

2.2. TANIM (n- BOYUTLU REEL KARTEZYEN UıA Y) 

Özelolarak A = R alırsak n defa kartezyen çarpımı Rn = n-boyutlu reel kartezyen 

uzayolarak isimlendirilir. 

2.3. TEQREM: 

Eğer x = (çı, Ç2,'" ,çn) Rn deki herhangi bir eleman ise, o zaman 

i çj i S; i x i S; yil sup { i Çı I, i Ç2 I, ... , i Çn i } dir. 

İspat; 

i x 12 =ç~ + ç~ +... ç~ olduğundan i Çı i S; i x i dir. 

2 



Benzer şekilde eğer 

M = sup { i Çı i , ... , i Çıı i ise, o zaman i x 12 ::;; n M2 ~ i x i = vfi M sonucu elde edilil' 

2.4. TANIM; (ACIK KÜME) 

R II de bir alt küme O olsun. 'tl XE O için i x-y i < r eşitsizliğini r > O için y E O oluyorsa 

O ye açık küme denir. 

Örnek; 

R11 kümesi açıktır. Çünkü 'tl YE RI1 için n = 1 alırız. 

2.5. AÇIK KÜMELER İN ÖZELLİKLERİ 

(a) Boş küme 0 ve bütün uzay RIl, RIl de açıktır .. 

(b) R11 deki herhangi iki açık kümenin ara kesiti de RLL de açıktır. 

(c) R11 deki herhangi sayıdaki kümelerin birleşimi de R11 açıktır . 

.İmat 
o küme hiçbir eleman içermediğinden yukardaki şartlar trivial olarak gerçekleşir. 

ise ( Örnek 2Al den ) açıktır. 

(b) Oı, O 2 E R" açık kümeler olsun ve G 3 = Oı rı 02 kümesinin de açık olacağını 

göstereceğiz. x E O 3 olsun ~ x E G ı ve x E G 2 dir. G ı açık olduğundan o halde ::ı rı> 

O i x-z i < i' 1 dir. Buradan z E O 1 bulunur. Benzer şekilde 02 açık olduğundan ::ı r 2> O i X­

w i < r 2 dir. Buradan w E O 2 bulunur. r 3 = min {r 1,r 2 } diyelim ~ Eğer 'tl YE R"için i 
x-y 1< r 3 ise YE 02 olur~y E 03=01 rı 02. 

(c) {O a , O~ ... } açık kümelerin bir ailesi olsun ve O ile bu açık kümelerin birleşimini 

gösterelim. O nin açık olduğunu görmek için bil- x E O alalım. O bil-Ieşim kümesinin 

oluşumundan x merkezli 0A. tarafından tamamen kapsanacak şekilde açık küme vardır. 

O halde bu küme tamamen G nin içine düşer ~ GE RIl de açıktır. 

2,6. KAPALI KÜMELER 

R II de tümleyeni açık olan R11 in bir alt kümesine kapalıdır denir. 
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2.7. KOMSULUKLAR 

x E R 11 de bir nokta olsun. x i içine alan bir açık kümeyi içeren her kümeye x in R n 

deki kom~uıuğu denir. A c RIl ve x E A noktasına A kümesinin iç noktasıdır denir. 

A kümesi x noktasının komşuluğu ve eğer x in her bir komşuluğu A kümesinin x den farklı 

bir noktasını içeriyor ise x noktasına A kümesinin yığılma noktasıdır denir. 

2.8. TANIM (SINIRLILIK) 

Rn de bir J açık aralığı, RIl nin alt kümesi olan açık aralıklarının n defa kaıtezyen 

çarpımı ile verilir: 

J = {x = (Sı, S2, ... , Sn) E Rn: ai < Si < bi, i = 1,2, ... , n }. 

Benzer şekilde R n de i kapalı aralığı reel sayıların kapalı aralıklarının p defa 

kartezyen çarpımı ile elde edilir: 

i = {x = (Sı, S2, ... , Sn) E RIl : ai < Sı < bi, i = I, 2, ... , n } 

A c Rn nin bir alt kümesi bir aralık tarafından kapsanıyorsa, bu kümeye sınırlıdır de-

nil'. 

2.9. TEOREM (İç İÇE GEÇMlş ARALıKLAR TEOREMj) 

< ik >, R11 nin boştan farklı kapalı aralıklar dizisi olsun. Bu dizi 

Lı ::ı 12 ::ı ... ::ı ik ... şeklinde iç içe yuvalanmışaralıklardan meydana gelmiş olsun. O 

zaman 3 p E RIl : p E { ik } 

İspat i 

Bir ik aralığımızı açık olarak gösterirsek 

Buradan {[ akı. bkı] : k E N } reel sayıların kapalı aralıklarından oluşmuş, boştan 

farklı, yuvalanınış bir dizi oluşturduklarına görürüz ve öyle bir 11 1 reel sayısı vardır ki bütün 

bu aralıkların içine girer. Bu işlemi her bir koordinata uygulayacak olursak bu 

y = (11ı, ... , 11n ) noktasını elde ederiz. Öyle ki YE R11 ve eğer j, j= I, 2, ... , n ise 

11j E { [ akı. bkı ] : k E N } olur. Yani y bütün < i k > aralıklarının ortak noktası 

olur. 
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2,10, BQLıANQ - WEIERSTRASS TEOREMİ 

Rn nin her sınırlı ve sonsuz elemanlı alt kümesinin yığılma noktası vardır. 

ispat: B sonsuz elemanlı ve sınırlı bir alt kÜme ve B c II olacak şekilde Iı kapalı 

aralığını her bir kenarını iki eşit parçaya bölerek 2LL tane kapalı alt aralığa bölelim. Il, B 

nin sayılamayacak kadar çok elemanını içerdiğinden, bu alt aralıklardan en az biri B nin 

sayılamayacak kadar çok elemanını içerir. Eğer 2 LL alt aralıklarının her biri B nin sonlu 

sayıda elemanını içermiş olsa idi, B nin sonlu kÜme olması gerekirdi ki bu da hipotezle çelişir. 

Öyleyse bu 2LL alt aralıklardan en az birisi B nin sayılamayacak kadar çok elemanını 

içerecektir. B nin sayılamayacak kadar çok elemanını içeren bu alt aralığına 12 diyelim. Şimdi 

de 12 aralığının her bir kenarını iki eşit kapalı aralığa bölelim. Yine bu alt aralıklardan en 

az birisi B nin sayılamayacak kadar çok elemanını içerecektir. Aksi takdirde h sonlu olurdu 

ve bu da 12 nin oluşturulması biçimiyle çelişirdi. 12 nin sonsuz çoklukta elemanını içeren bu 

alt aralığına 13 diyelim. 

Bu şekilde devam ederek Rll nin iç içe geçmiş < i k > kapalı aralıklar dizisini elde 

ederiz. İçiçe geçmiş aralıklar teoremine göre Ik, ( k =1, 2, ... ) aralıklarına ait bir y noktası 

vardır. Şimdi de bu y noktasının B nin yığılma noktası olduğunu göstereceğiz. 

İlk olarak, eğer iı = [aı, bı] x [a2, b2] x ... x [aıt, bn] ak < bk olmak üzere ve eğer 

L(lı) = sup { bı - aı, ... , bn - an} ise L (lı) > O değeri lı in en geniş parçasının uzunluğudur. 

< lk > dizisinin oluşturulma şeklinden dolayı 

O < L (ik ) = _1_ L (i ı) ,k E N dir. 
2k-l 

Diyelim ki V, ortak nokta y nin bir komşuluğu ve i y-z ] < i' koşulunu sağlayan V 

komşuluğuna ait olsun. 

Şimdi k indisini öyle geniş seçeriz ki ik c Volur. Böyle bir k indisi şeçmek 

mümkün. Çünkü eğer w E lk ise BölÜm 1 de verilen Teorem 2.3. den dolayı 

R nin Archimedean düzenlenmiş cisim olma özelliğinden dolayı k indisi yeterince 

büyük seçilmiş ise 

-1iL L (lı) < i' olur. 
2k-1 

k nın böyle bir değeri içinde ik ç V gerçekleşir. ik kapalı aralığı B nin sayılamayacak 
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kadar çok elemanını içerdiğinden V komşuluğu da B nin y den farklı en az bir elemanını 

içermiş olur. Sonuç olarak y, B nin yığılma noktasıdır. 

Aı Rn de DİzİLER 

Aılı TANIM ;(DtZt) 

Rn de dizi tanım kümesi N = {l, 2, ... } pozitif tamsayılar olan ve değer kümesi 

içinde bulunan bir fonksiyondur. 

Aııı TANIM (YAKINSAK Dizİ) 

S = < S n > Rn de bir dizi olsun. Eğer s E Rn nin her bir V komşuluğu için n > Kv için 

Sn E V n olacak sekilde bir Kv sayısı varsa s noktasına S nin limİt noktası denir. Eğer 

S ~ s, yani s, S nin limit noktası ise S, s e yakınsıyol' diyebiliriz. Diziye de yakınsak dizi 

denir. 

A13. TEOREM: Rn de bir dizinin en fazla bir limit noktası vardır. 

İspat: < Sn > dizisinin birden fazla limİt noktasının bulunduğunu varsayalım. s', Sıl, bir 

S = < Sn > dizisinin farklı limit noktaları s' i:. SIL olsun. v' ve Vii, s' ve SIL nin ortak noktaları 

olmayan iki komşuluğu olsun ve K' ve Kıl öyle iki pozitiftamsayı olsun. Öyle ki n ~ K' için 

Sn E V' ve n ~ KiL için sn E Vii olsun. K = sup {K', KiL } diyelim. Böylece Sk E v' ve s 

k E Vii olur. Yani Sk E V' rı Vii, bu ise V' ve Vii nUn ayrık olma hipotezimize ters dUşer. 

A.4. TANIM (ALT DİZİ) 

Eğer R n de bir dizi S = < Sn > ise ve eğer 1'1 < 1'2 < ... < 1'11 < ... pozitif tam sayıların 

tam (strictly) olarak artan bir dizisi ise, o zaman Rll de oluşan 

S' = < Srı, ... , S r n, ... > 

dizisine S dizisinin bir alt izisi denir. 

A.S. YARDıMCı TEOREM: 

Eğer Rn de bir S = < Sn > dizisi bir s E Rn elemanına yakınsıyorsa, o zaman 
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S dizisinin herhangi bir alt dizisi de s noktasına yakınsar . 

.is.ııa.t. V, limit s noktasının bir komşuluğu olsun. Dizinin tanımından öyle bir K v pozitif 

tam sayı bulabiliriz, n~ Kv için Sn E V nin içine düşer. rn ~ n kaldıkça i' n ;::: Kv ve 

srn E V olacak şekilde bir 

S' = < Srı, ... , S r n, ... > 

dizisini kurabiliriz. S' ~ s olacaktır. 

A,6, BOLıANO - WEİERSTRASS TEOREMİ: 

Rn deki sınırlı bir dizinin yakınsak bir alt dizisi vardır . 

.i.sn.a.t. < xn >, R n nin sınırlı bir dizisi olsun. Eğer dizide sadece sonlu sayıda eleman 

var ise, içlerinden en az biri sonsuz defa tekrarlanacaktır. Eğer < Xn > dizisinin altdizisi, sonsuz 

defa tekrar eden bu elemanı seçerek oluşturursak, < Xn > nin yakınsak bir alt dizisini elde 

etmiş oluruz. 

Diğer taraftan, < Xn >, Rn deki sonsuz sayıda birbirinden farklı elemanları içermiş 

olsun. Bu noktalar sınırlı olduğundan Bölüm ı de velilen teorem 2.10. dan dolayı en az bir 

yığılma noktası vardır. Bu noktayı x* ile gösterelim. 

Xnl E < xn > ve i xl11 - x* i < ı olsun. 

Bir V2 = { y: i y - x* i<} } komşuluğu alalım. x*, Sı = { Xm: m;::: ı} 

kümesinin yığılma noktası olduğundan S 1 kümesinin sonlu sayıda noktalarını çıkararak 

oluşturduğumuz S ı = { Xm : m> n 1 } kümesinin de yığılma noktasıdır. Bu takdirde 112 > nı 

olmak üzere Vı ye ait xn2 E S2 vardır. V3 = { Y : i y - x*1 < t } komşuluğu ve 

S3 = {xm : m> n2} kümesi alalım. x*, S3 kümesinin yığılma noktası olduğundan, n 3 

> n ı olmak üzere V3 komşuluğuna ait Xn3 E S3 vardır. 

Bu şekilde devam ederek < x' n > c < xn > elde ederiz. 

< x'n > = < xnl ' xn2 '" > öyle ki i xıır-x* 1< t olur. 

Sonuç olarak < x'n > ~ x* dır. 

Bı SÜREKLİ FONKSİYONLAR 

BıL. TANIM j(SÜREKLİLİKj 

Tanım kümesi R n de ve değer kümesi R ll da olan bir f fonksiyonunu göz önüne 
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alalım. a E D, tanım kümesinde bir nokta olsun. f fonksiyonuna a noktasından süreklidir 

denir, eğer f (a) nın her komşuluğu için a nın bir U komşuluğu bulunabiliyorsa, öyle ki 

x E D il U içinde ise f (x) E V dir. Dı c D olduğu takdirde f fonksiyonu Dı kümesinde 

süreklidir denir, eğer Dı kümesinin her noktasında sürekli ise. 

B.2. TEOREM: 

Bir f fonksiyonu bir a E D kümesinde süreklidir <=} f ( a) nın her V komşuluğu 

için a noktasının Vı il D = f-ı (V) olacak şekilde Vıkomşuluğu vardır. 

ispat: 

Eğer Yı, a noktasının bu eşitliği sağlayan bir komşuluğu ise, o zaman süreklilik 

tanımından U = Vı almamız yeterlidir. Tersine eğer süreklilik tanımını gerçeklemiyorsa, o 

zaman V ı = U u f -ı ( V) alabiliriz. 

3. METRtK UZAYLAR: 

Bir metrik uzay noktaların birbirine olan uzaklığı tanımlanmışbir kümedir. 

3.1. TANIM (METRtK UZAY) 

X x X üzerinde tanımlanmış aşağıdaki şaıtları sağlayan pozitif f reel değerli d 

fonksiyonuna X kümesi üzerinde metrik denir, V x, y, Z E X için: 

i) d (x, y) ~ O 

ii) d (x, y ) = d (y, x ) 

iii) d (x, y ) = O ancak ve ancak x = y 

iv) d (x, y ) + d (y, z) ~ d ( x, z) 

d metriği ile birlikte bu X kümesine bir "metrik uzay" denir ve (X, d) ile gösterilir. 

Örnek 1: 

R, reel sayılar kümesi olsun. R üzerinde tanımlı lxi reel değerli fonksiyonunu 

düşünelim. Mutlak değer fonksiyonunun üç temel özelliği vardır: 

1) lxi ~ O ve lxi = O <=} x = O; 

2) I-xl = lxi; 

3) Ix + yı ~ lxi + ıyı 
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şimdi R üzerinde bir metrik tanımlayabiliriz: 

d (x,y) = Ix-y i 

Buna R üzerinde tanımlı doğal metıik denir. 

Örnelç 2: 

R 2 de yine herhangi bir metrik olarak, daha sonra kullanacağımız hepimizin bildiği 

"Pythagor" metriğini vereceğiz. (xı, yı) ve (X2, y2) E R2 de iki nokta ise, R2 de şöyle bir 

metrik tanımlayabiliriz: 

3.2. TANIM; (AÇIK KÜRE> 

(X, d) metrik uzayolsun. Xo E X, r > O reel bir sayı olmak üzere 

Xo merkezli r yarıçaplı S (xo, 1') açık küresi X in bir alt kümesidir ve 

S (xo, r) = {x : d ( x, xo) < r } Ş eklinde tanımlanır. 

3.3. TEQREM; 

(X, d) metrik uzayolsun. 0 ve uzayın kendisi açık kümelerdir. 

o nin açık olduğunu göstermek için, boş kümeye ait her noktanın 0 tarafından içerilen 

açık kürelerin merkezleri olduğunu göstennemiz gerekir. Fakat 0 nun hiç bir elemanı ol­

madığından bu şart trivial olarak gerçekleşir. X, açıkça görülüyor ki açık kümedir. Çünkü 

X İn her noktasını merkez kabul eden açık küreler X in içindedir. 

3.4. TEQREM: 

(X, d) metı'ik uzayolsun. Metrik uzaydaki her açık küre açık bir kümedir. 

S (xo, 1'), X de bir açık küre olsun. X E S (xo, r) alalım. Açık bir kürenin açık bir küme 

olduğunu göstermemiz için X merkezli, tamamen S (xo, r) açık küresinin içinde kalan bir açık 

küre bulmamız gerekir. d ( x, xo) < r olduğundan rı = r -d ( Xo, r) pozitif reel sayıdır. 

S (x, r ı) c S (xo, 1') olduğunu göstereceğiz. Eğer y E S (X, rı) ise d (y , x) < rıolur. 
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Öyleyse d (y , xo) ~ d (y, x) + d(x, xo) < i' 1 + d (x , xo) = i i' - d ( x, xo) i + d ( x, xo) = i' 
yazabiliriz. Bu da y noktası S (xo, 1') açık küresinin içindedir demektir. 

3.5. TEOREM : (X, d) metrik uzayolsun. OeX alt kümesi açıktır ancak ve ancak 

O, açık kürelerin birleşimi şeklinde yazılabiliyorsa. 

İspat: 

( => ): O nin açık olduğunu kabul edelim. O nin açık kürelerin birleşimi şeklinde 

yazılabileceğini göstereceğiz. Eğer O = 0 ise, O, boş açık küreler sınıfının birleşimi 

biçiminde yazılır. Eğer O:t:- 0 ise, O açık olduğundan O nin her noktası, tamamen O nin içinde 

kalan açık kürelerin merkezleridir ve O nin içerdiği bütün açık kürelerin birleşimidir. 

( <=) : S, açık küreler sınıfını gösteımek üzere O = u S olduğunu kabul edelim. O 

nin açık olduğunu göstereceğiz. Eğer S = 0 ise O = 0 dir ve Bölüm 1 de verilen Teorem 3.3. 

den dolayı O açık olur. S :t:- 0 olsun. O:t:- 0 olur. x E O alalım. O, S deki açık kürelerin birleşimi 

olduğundan 3S (xo, r) E S: x E S ( Xo, r). 

Bölüm 1 de verilen Teorem 3.4. den dolayı x, S (x,r i) eS (xo,r) açık küresinin mer­

kezidir. S (xo,r) e O ve S ( x,r 1) e O olduğundan, O nin içerdiği x merkezli açık küre 

bulabildik. Dolayısıyla O açıktır. 

3.6.ŞONUÇ TEOREM: 

( X, d ) metrik uzayolsun. 

1) X in herhangi bir sayıdaki açık kümelerinin birleşimi de açıktır. 

2) X in sonlu sayıdaki açık kümelerinin ara kesiti de açıktır. 

3.7 TANIM: (BiR KÜMENiN iç NOKTASI) 

(X, d) herhangi bir metrik uzayolsun. A e X alalım. Eğer a E A noktası 

A kümesinin içerdiği bir açık kürenin merkezi oluyorsa, bu noktaya A kümesinin iç noktası 

denir. A kümesinin içi ise bütün iç noktalarının birleşiminden meydana gelir ve Int ( A ) 
o 

veya A şeklinde gösterilir. Kısaca, 

Int (A)= { x: x E A ve S (x,r) e A, bazı r ler için} yazılabilir. 
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3.8 TANIM: (KAPALI KÜME) 

(X, d) metrik uzayında F c X alt kümesi bütün limit noktalarını içeriyor ise ka­

palıdır. 

3.9 TEOREM: (X,d) metrik uzayolsun. Boş küme, 0 ve uzayın kendisi, X ka­

palıdır. 

o nin hiç bir limit noktası yoktur, dolayısıyla bütün hepsini içerir ve kapalıdır. Bütün 

uzay X, bütün noktalarını içerdiğinden trivial olarak kendi limit noktalarını da içerecektir 

dolayısıyla kapalı olur. 

3.10 TEOBEM: 

(X, d) metrik uzayolsun. F c X alt kümesi kapalıdır ~ F kümesinin tümleyeni, 

yani FC kümesi açık ise. 

bwill 
( => ) F kapalı olduğunu kabul edelim. FC in açık olduğunu göstereceğiz. Eğer = 0 

ise Bölüm ı de verilen Teorem 3.3 den dolayı açık olacaktır. FC #0 olduğunu kabul 

edelim.x e FC alalım. F kapalı ve x ~ F olduğundan x, F kümesinin limit noktası değildir. 

x ~ F ve x in F kümesinin limit noktası olmamasından dolayı F kümesi ile ara kesiti boş 

küme olacak şekilde S (x, r) açık küresi vardır. S (x, r), x merkezli ve FC kümesinin içerdiği 

açık bir küredir ve x E FC bu koşulu sağlayan herhangi bir nokta olduğundan FC 

açıktır 

( <=) : pc açık olduğunu kabul edelim. F in kapalı olduğunu göstereceğiz. F in kapalı 

olmasını engelleyecek tek olay FC kümesinin F de bir limit noktasının olmasıdır. Bu 

gerçekleşmez çünkü FC açık olduğundan, FC in her bir noktası F ile arakesi~i boş olan 

açık kürelerin merkezleridir ve böyle bir nokta F in limit noktası olamaz. 

3.11. TANIM: ( BİR KÜMENİN KAPANISI) 

( X, d) bir metrik uzayolsun. A c X alt kümesinin kapanışı A ile gösterilir ve A 

kümesi ile limit noktaların kümesinin birleşiminden meydana gelir. 
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3.12. TEOREM: 

( X, d) metrik uzayolsun. Metrik uzaydaki yakınsak bir dizinin sayılamayacak kadar 

çok birbirinden farklı noktaları var ise bu dizinin limİti dizinin noktalarının oluşturduğu 

kümenin limİt noktasıdır. 

(X, d) bir metı'ik uzay < x n > ~ x olan X de bir dizi olsun. x in dizinin noktalarından 

oluşan kümenin limit noktası olmadığını kabul edelim. Buradan dizinin sadece sonlu 

çoklukta birbirinden farklı noktalarının olabileceğini göstereceğiz. Kabulümüzden dolayı, 

x merkezli r yarıçaplı, X'in bil' S (x,r) açık küresi vardır öyle ki bu acık küre dizinin x den 

başka hiç bir noktasını içermez. Bununla birlikte x, dizinin limit noktası olduğundan hemen 

hemen bütün xn ler S (x, r) açık küresinin içinde olmalıdır. O zaman bütün noktalar x noktası 

ile çakışır. Buradan görüyoruz ki limit noktası olmadığında dizinin yalnızca sonlu sayıda 

birbirinden farklı noktalan olabilir. 

3.13. TANIM :(SÜREKLİLİKl 

f: (X, d) ~ (X, d') bil' metı'ik uzaydan diğer bir metı'ik uzaya tanımlanmış bil' 

fonksiyon olsun. f ye bir xo X noktasında süreklidir diyebilmemiz için aşağıdaki iki özdeş 

şarttan birinin gerçekleşmesi yeterlidir: 

1. 'Ve> O için 38> O : d (x, xo) < 8 => d' (f (x) , f (x o) ) < e olsun. 

2. f (xo ) merkezli ve e yarıçaplı 'tS (f (xo). e) açık küresi için bir Xo merkezli ve 8 

yançaplı 3S (xo, 8) açık küresi bulunabiliyorsa: f (S (xo, 8) ) es (f (xo) , e ) sağlasın. 

f eğer uzayın 'v x E X noktası için sürekli ise, f fonksiyonuna süreklidir denir. 

3.14. TANIM: (DÜZGÜN SÜREKLİLİK) 

f: (X, d) ~ (X, d') bir metrik uzaydan d iğer bir metrik uzaya tanımlanmış bir fonksiyon 

olsun. Eğer 'Ve> O sayısı için d (x, y) < 8 kaldıkça d' (f (x), f (y) ) < e sağlanacak şekilde 

3 8 > O sayısı bulunabiliyorsa f fonksiyonuna düzgün süreklidir denir. 

12 



4. TOPOLOJİK UZAYLAR 

4,1. TANIM (TOPOLO.ıİK UZAY) 

X '# 0 herhangi bir küme olsun, X in alt kümelerinin bit 1: ailesi aşağıdaki aksiyom­

ları sağlıyorsa 1: nun elemanlarına 1: - açık yada sadece açık kümeler denir ve (X , 1:) ikili­

sine de bir topolojik uzay denir. 

[Oı] Boş küme ve X kümesi 1: ailesine aittir. 

[02] 1: ailesine ait herhangi sonlu kümenin arakesiti de 1: ailesine aittir. 

[03] 1: ailesinin herhangi bir ailesinin birleşimi de 1: ailesine aittir. 

Örnek 1: 

X '# 0 bir küme olsun. 1: = { X, 0 }, X üzelinde bir topolojidir. Bu topolojiye 

İndiskı'et Topoloji adı verilir. 

Örnek 2: 

X '# 0 bir küme olsun. P (X), X in kuvvet kümesi olmak üzere 1: = P (X) alırsak, X 

üzerinde bir topolojidir, Diskı'et Topolojik Uzay diye adlandırılır. 

Örnek 3: 

RIl = {x = (xı, X2, ... , Xn} i Xi E R, i = 1,2, ... , n} n - boyutlu öklid uzayını göz 

önüne alalım. Bu uzayda d doğal metıik ve e> O olmak üzere 

S ( x, e ) = { y E RIl i d ( x , y ) < e } 
kümesi X in e - açık komşuluğu olsun. 

Bu durumda En = { G C RIl i \;f X E G. ::ı tx > O : ( X , tx ) C G } ailesi RIl de bir 

topolojidir. Buna n - boyutlu Öklid Topolojisi adı verilir. Özelolarak n=l için (R, E) 

açık aralıklar topolojisi elde edilir. 

4,2, TANIM: (BAZ) 

Bir (X, 1:) topolojik uzayı ve tB C 't ailesi verilsin. Eğer 1: ailesinin her elemanı tB 

ailesinin elemanlarının birleşimi olarak yazılabiliyorsa tB ailesine 1: topolojisi için bir bazdır. 
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Örnek: 

D = { S (x, E) i x e Rn . E> OL ailesi Rn de En için bir bazdır. 

4.3. TANIM: <BİR KÜMENİN KOMŞULUGU) 

Bir (X, 't) topolojik uzayı ve 8 c 't ailesi verilsin. Eğer 8 ın elemanlarının sonlu 

arakesitleri 't topolojisi için bir baz oluşturuyorlarsa bu 8 ailesine't topolojisi için bir altbazdır 

denir. 

4.4. TANIM: <BİR KÜMENiN KOMŞULUGU) 

(X, 't) bir topolojik uzay ve A c X olsun. Bir U c X kümesine A kümesinin 

komşuluğu denir 

: Ç:::}3 Ge 't öyle ki Ac G cU dır. 

4.5. TANIM <BiR NOKT ANıN KOMSULUGU) 

(X, 't) bir topolojik uzay ve x e X olsun. Bir U c X kümesine x noktasının bir 

komşuluğudur denir 

: Ç:::}3 Ge 't öyle ki x e G c U dır. 

Buna göre bir noktayı içeren her açık küme bu noktanın komşuluğudur. Böyle 

komşuluklara açık komşuluklar denir. Ayrıca bu tanıma göre her komşuluğun bir üst kümesi 

de yine bir komşuluğudur. Bir x noktasının bütün komşuluklarından oluşan aileyi N (x) ile 

göstereceğiz. 

4.6. TANIM: <BİR KÜMENiN rlGILMA NOKTASI) 

(X, 't) .bir topolojik uzay ve A c X olsun. Bir x e X noktasını içeren V Ge "[; kümesi 

A nın x den farklı en az bir noktasını içeriyorsa, yani V Ge 't ve x e G için ( G \ {x} ) rı 

A '# 0 oluyorsa x noktasına A kümesinin bir yığılma noktası denir. A kümesinin yığılma 

noktalarının kümesine Anın türev kümesi denir ve Ai ile gösterilir. 

4.7. TANIM: (KAPALI KÜMELER) 

( X, "[; ) bir topolojik uzay ve A X olsun. Eğer A nın X deki tümleyeni olan küme "[; 

- açık ise A kümesine "[; - kapalı yada yalnızca kapalı denir ve şöyle gösterilir: 

AC e 't ise A kapalı kümedir. Kapalı kümeler ailesini Cı: ile göstereceğiz. 
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4.8. TANIM: (BİR KÜMENİN KAP ANışn 

( X, 't ) bir topolojik uzay ve A c X olsun. A kümesini içeren bütün kapalı kümelerin 

arakesitine A nın kapanışı denir. A kümesinin kapanışı A ile göstereceğiz. Şu halde 

A : = rı { F lAF ve F E Ct } dır. 

4.9,TAN1M <YOGUN KÜME) 

(X , 't) bir topolojik uzay ve M c X olsun. Eğer M = X koşulu sağlanıyorsa M 

kümesine bu topolojik uzayda yoğundur denir. 

4,10. TANIM: <YAKINSAK DİZİ) 

(X, 't) bir topolojik uzay ve N doğal sayılar kümesi olmak üzere f : N ~ X, f (n) = Xn 

şeklindeki her fonksiyona (X, 't) da bir dizi denir ve < Xn > ile gösterilir. 

4.11. TANIM: <YAKINSAK pİzİ); 

(X, 't) bir topolojik uzay ve Xo E X olsun. <xn> dizisi (X, 't) da bir Xo E X noktasını 

yakınsıyor denir: Ç::} Tl U E N (xo) için 3 m E N öyle ki Tl n > m için Xn E U olur. 

Eğer <X n> dizisi Xo E X noktasına yakınsıyol' ise bu kısaca <Xn> ~ Xo veya 

Hm Xn = Xo gösterilir. 
n~oo 

Bu duıumda Xo E X noktasına < Xn > dizisinin limiti denir. 

4.12. TANIM: (SÜREKLi FONKŞİYONLAR) 

(X,'t) ve (Y, 't*) iki topolojik uzay ve f: X~ Y bir fonksiyon olsun. Eğer Tl 0* E 't * 

için f -1 (0*) E 't ise f fonksiyonuna süreklidir denir. 

4.13.TANIM: (BiR NOKTADA SÜREKLi FONKSiYONLAR) 

(X, 't) ve (Y, 't*) iki topolojik uzay, f: X ~ Y bir fonksiyon ve Xo E X olsun. Eğer 

f (xo) ini Tl V komşuluğuna karşı Xo ın bir U komşuluğu f ( U) c V olacak biçimde bu­

lunabiliyor ise f fonksiyonuna Xo E X noktasında süreklidir denir. 

4.14. TEOREM: 

(X, 't) ve (Y, 't*) iki topolojik uzay, f : X ~ Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda f 
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süreklidir <=> Vx E X için f, x noktasında süreklidir. 

(=» : f sürekli ve x E X keyfi vetilsin. V c Y, f ( x ) in herhangi bir komşuluğu olsun. 

Bu duıumda ::3 W E t * , f ( x ) E W C V dir. f sürekli olduğundan U = f -1(W)E t ve x E U 

olur. U, x in bir komşuluğu ve f ( U ) c V olduğundan f , x de süreklidir. Nokta keyfi ol­

duğundan V x E X noktasında süreklilik vardır. 

( <=): f, Vx E X noktasında sürekli olsun. VE t * verilsin. U = f -1 (V) ve x E U olsun. 

Bu durumda f ( x ) E V olduğundan V, f (x) in bir komşuluğudur. Hipoteze göre 

f (A)CV ve AcU olacak şekilde x in bir A komşuluğu vardır. A, x in bir komşuluğu ol­

duğundan ::3 Ux Et: x E Ux c A c U dır .. x E U keyfi olduğundan U = u Ux olacaktır. 
XE u 

U, açık kümelerin birleşimi olarak açıktır. V E t * keyfi olduğundan f süreklidir. 

4.15. TEOREM: 

(X, t) ve (Y, t*) iki topolojik uzay ve f : X -7 Y ve bir foksiyon olsun. Bu durumda 

f süreklidir <=> V F E ct * için f -1 ( F) E C't dır. 

(=» : f sürekli ve F Y, F E Ct * olsun. Buradan FC E t* elde edilir. Hipoteze göre 

f -1 ( PC) E t dır .. f -1 (FC ) = (f -1 ( F) )C olduğundan f -1 ( F) E cı; dir. 

(<=) : Tersine olarak V F E ct * kapalı kümesi için f -1 ( F) E cı; olsun. G E t* 

verilsin. GC E C t* dır. Hipoteze göre f -1 (GC) E C t dır Fakat f -1 (GC) = (f -1 ( G 

olduğundan f süreklidir. 

4.16. TANIM: (AÇIK FONKSİYON) 

(X, t) ve (Y, t*) iki topolojik uzay ve f : X -7 Y ve bir foksiyon olsun. Eğer V G 

E t için f ( G ) E t * ise f fonksiyonuna açık fonksiyon denir. 

4.17. TANIM: (KAPALI FONKSİYON) 

(X, t) ve (Y, t*) iki topolojik uzay ve f: X -7 Y ve bir foksiyon olsun. Eğer 

V F c X: F E Ct kapalı kümesi için f (F) E Ct * ise ffonksiyonuna kapalı fonksiyon 

denir. 
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4.18. TANIM: (HOMEOMORFİzM ye ya TOPOLOJİK pÖNÜŞÜM) 

(X, tt) ve (Y, 't*) iki topolojik uzay ve f : X -7 Y ve bir foksiyon olsun. Eğer f, 

bire-bir örten, sürekli ve f -1 de sürekli ise bu ffonksiyonuna bu topolojik uzaylar arasında 

bir homeomorfizm denir. İki topolojik uzayarasında bir homeomonizm varsa, bu uzaylara 

homeomon uzaylar denir. 

4.19. TANIM (ALI UZAY YE ALI UZAY IOPOLOJİşİ) 

(X, tt) bir topolojik uzay ve A CX olsun. Bu durumda 'tA = { Arı Gl G E 't } ailesi 

A üzerinde bir topolojidir. Bu topolojiye 't nun A üzerinde ürettiği alt uzay topolojisi yada 

relatif topoloji denir. (A , 'tA ) topolojik uzayına da (X, 't ) topolojik uzayının alt uzayı adı 

verilir. 

Örnek; 

R deki I-boyutlu öklid topolojisini gözönüne alalım. E nin 1= [0,1] R üzerinde 

ürettiği alt uzay topolojisi Eı = { G rı i i G E E} dir. Görüldüğü gibi E i, R deki açık aralıklann 

[O, LL kapalı aralığı ile arakesitlerinden oluşmaktadır. Şu halde (I, Eı), (R, E) nın bir alt 

uzayıdır. 

4.20. IEOREM 

(X, tt) bir topolojik uzay ve A c X olsun. Bu durumda: 

( i ) H cA, A 'tA, açıktır <=> ::3 G c X ve G E 't : H = A rı G dir. 

( ii ) F c A, F 'tA, kapalıdm' <=> ::3 K c X ve K E ct: F = A rı K dır. 

~ 
(i) (=> ) : H c A 'tA - açık olsun. Bu durumda::3 G E 't : H = A rı G dır. 

( <=) : H = A rı G olacak şekilde bir G E t var olsun. Alt uzay tanımına göre H 'tA -

açıktır. 

(ii) (=> ) : F c A 'tA - kapalı olsun. B u durumda pc 'tA - açıktır. (i) ye göre ::3 U E 

't : pc = A u U dır. Buradan (FC)C = A c rı Uc elde edilir. K = Uc alınırsa F = A rı K 

olur. Çünkü Uc kapalıdır .. 

(<=) : F = A rı K olacak şekilde bir KcX, K E Ct kümesi var olsun. Buradan 
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FC = A n KC elde edilir. Fakat KC E t olduğundan FC tA - 'açıktır. Dolayısıyla F tA 
" 

- kapalıdır. 

4.21. TANIM: (ÇARPIM UZAyn 

A bir indi s küme:si olmak üzere V aE A için Xa:;C 0 ise (X a )ae A ailesinin kartezyen 

çarpımı n Xa: = { x: A ~ u Xa i x (a) = Xa E Xa } 
aeA aeA 

ile tanımlanır .. 

olsun. 

NOT: Her bir Xa '# 0 ise 11 Xa '# 0 olduğu seçme aksiyornun bir sonucudur. 
aeA 

4.22. TANIM: CtZDÜŞÜM FONKSİYONU) 

(X a )aeA boş olmayan bir küme ailesi ve 11 Xa bu ailenin kartezyen çarpımı 
aeA 

P~ ~~AXa ~ X~ P~ (x) : X~ E X~ 

şeklinde tanımlanan bir fonksiyona ~. ıncı projeksiyon (veya izdüşüm fonksiyonu) denir. 

4.23. TANIM: (ÇARPIM TOPOLOJtsİ) 

( X a.ta )ae A topolojik uzayların bir ailesi olsun. 11 Xa üzelinde bütün projek­
aeA 

siyonları sürekli yapan en kaba topolojiye çarpım topolojisi (veya TychonoffTopolojisi) adı 

verilir. 

A. AYıRıM AKSİYOMLARI: 

A.I. TANIM: (To - UZA Yn 

Bir (X,t) topolojik uzayı verilsin. X kümesinin her farklı iki noktası için bu noktalardan 

bilini içelip diğerini içeımeyen bir açık küme bulunabi1iyorsa bu topolojik uzaya To- Uzayı 

denir. 

Örnek: R de t sağ: = { 0, R } u {[a, 00 ) i a E R} ile tanımlansın. CR, t sağ) bir To­

uzayıdır. 

A.ı. TANIM; (Tı - UZA YI) 

Bir (X,t) topolojik uzayı verilsin. X kümesinin her farklı iki noktası için, bu noktaların 

her birinin diğerini içermeyen bir açık komşuluğu varsa bu topolojik uzaya Tı - Uzayı de­

nir. 
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Örnek: 

( R, E ) bir Tı - Uzayıdır. 

A.). TEOREMi 

Bir topolojik uzayının Tı - uzayı olması için gerekli ve yeterli koşul tek noktadan 

oluşan her kümenin kapalı olmasıdır. 

bruı1;. 

(=» : (X,'t) Tı - uzayı olsun. p E X verilsin. {p} E ct olduğunu göstermek için 

{p ıe açık olduğunu göstermek yeter. XE {p ıeolsun. x '# p dir . Hipoteze göre 

3 Gx E 't, X E Gx ve pe Gx dir. O halde Ap '# x için 3 Gx E 't, Gx c {p}e dır. 

Buradan {p}e = U { x } c u Gx c { p}e elde edilir. yani {p}e = U Gx E ı 
x~p x~p x~p 

olur. Dolayısıyla {p} kapalıdır. 

(<= ) : V PE X için {p} E ct olsun. a, b E X ve a '# b verilsin. Hipoteze göre {a} ve 

{b} kapalıdır. Ayrıca a E { b}e ve b e { b }C dir. bE { a }C ve a e {a}e dır. Diğer 

yandan { a }e ve { b}e açık olduğundan (X,ı) Tl - uzayıdır. 

AA. TANIM i (Tı • ye ya HAUSPORFF uZAyn 

Bir (X,'t) topolojik uzayı verilsin. (X,ı) T2 - uzayı (veya Hausdorff uzayı) dır: <=> 

V x, Y E X ve x '# y için 3 U, V E ı : x E U, Y E V ve U rı V = 0 dir. 

Örnek: 

( Rn , En ) bir T2 - uzayıdır. 

Tanımları gözönüne aldığımızda görüleceği gibi Ti =0,1,2 uzayları arasında T2 - uzayı 

=> Tl - uzayı => To - uzayı bağlantısı sağlanır. 

A.Ş. TANIM: (T3 • uZAyn 

(X,'t) bir topolojik uzayolsun. Eğer V F c X ve F E Cı kümesi ve bu kümenin dışında 

her x E X noktası için x E U, F c V ; U, V E ı ve U rı V = 0 olacak şekilde U ve V 

açık kümeleri bulunabiliyorsa topolojik uzayına T3 - uzayı denir. 
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A.6. TANIM j (REGÜLER UZAY) 

Eğer bir topolojik uzay Tı ve T3 - uzayı ise bu uzaya regüler uzay denir. 

Örnek: 

X = { a, b, c } kümesi üzerinde kurulu T = { X - 0, {a}, {b, c} } topolojisini alalım. 0, 

{a} ve {b, c} kümeleri aynı zamanda't - kapalı kümelerdir. (X,'t) uzayı regüler uzay 

değildir. 

lir. 

A.'. TANIM j (T4· UZAXI) 

Bir (X,'t) topolojik uzayı verilsin. (X,'t) T4 - uzayıdır. 

<=} "if Fb F2 E ct ve Fı rı F2 = 0 3 U, V E 't : 

F ı c U, F2 C V ve U rı V + 0 dir. 

A.8. TANIM j NORMAL UZA X) 

Eğer bir (X,'t) topolojik uzayı Tl - ve T4 - uzayı ise bu uzaya Normal Uzayadı veri-

A.9. TEOREMj 

Bir topolojik uzayı için aşağıdaki ifadeler denktir. 

(i) T4- uzayıdır. 

(ii) Her F E ct ve F c H koşulunu sağlayan H E T için F c G c G c H olacak 

biçimde bir GE 't vardır. 

( i ) => ( ii ) : (X,'t) T4- uzayı, F E C't, H E t ve F c H olsun. Bu durumda 

HC E Cc ve F rı HC = 0 olur. Hipoteze göre 

3, G, G* E 't: Fe G ,Hc c G* ve G rı G* = 0 dir.Buradan 

G c (G*)C ve (G*)C c H yazılabilir. (G*)C E ct olduğundan (G*)C = (G*)C ve buradan 

da F c G c G c (G*)C = (G*)C c H elde edilir. Şu halde F c G c G c H olur. 

(ii) => (i) : A, B E ct ve A rı B = 0 olsun. Buradan A c BC ve BC E 't elde edilir. 

Hipoteze göre 3 G E 't : AeG c G c BC dir. G c BC olduğundan B c (G)C ve (G)C E 't 
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olacaktır. Ayrıca O c O olması O rı (G)C = 0 olmasını gerektirir. A c O, B c (O)C 

ve O rı (O)C = 0 olduğundan (X,'t) bir T4 - uzayıdır. 

B.ÖRTÜ 

Aşa~ıdaki kısımda çeşitli örtü tanımlal'1yla ilgili teoremler verilmiştir. 

(X,'t) bil' topolojik uzay, i ve J numaralayan kümeler olsunlar. 

B.l, TANIM (ACIK ÖRTÜ) 

X in açık kümelerinden oluşan {Ui} iE i ailesi için U U 1 = X gerçekleşiyor ise 

{ U il iE i (X, t) uzayının bir açık örtüsü denir. 

B.2. TANIM: (ALT ÖRTÜ) 

{Ui}iEI , X in açık bir örtüsü olsun. 

{ Vj i j E J} C {Ui i i E I} şartını gerçekleyen 

i 

{ Vj i j E J} C {Ui i i E i} ailesi de X in bir açık örtüsü ise, 

{ Ui i i E i} ailesinin açık alt örtüsü denir. 

B.3 TANIM: ( LtNPELÖF UZAYJ) 

(X,t) topolojik uzayında, eğer X in her açık örtüsünün sayılabilir açık alt örtüsü var 

ise bu topolojik uzaya Lindelöf Uzayı denir. 

B.4. TANIM; ( [ Cı ] UZAYLARı. 1. SA YıLABİLİRLİK AKSİYOMUı 

(X,'t) topolojik bir uzayolsun. x E X için Nx, 't nun bir komşuluk sistemini göstersin. 

Eğer \;ix E X için Nx sayılabilir ise uzayma ı. sayılabilir uzay ([ Cı]) denir. 

B.5. TANIM; ( [ Cı]. 2. SAYILARİLİR UZAY) 

(X,t) topolojik bir uzayolsun. Sayılabilir bir baza sahip ise (X,t) uzayma 2. sayılabilir 

uzay ( [ C2] ) denir .. 

B.6. TANIM; (AYRILABİLİRLİK) 

(X,t) topolojik bir uzayolsun. Eğer X in sayılabilir yoğun bir alt kümesi varsa 

ayrılabilir. 

21 



Açıkça görülüyor ki her [ C2 ], bir r Cı [uzayıdır, ayrılabilir uzaydır ve Lindelöf 

uzayıdır. 

Örnek 

R, reel sayılar kümesi tabii topolojisi ile vedlsin. V x e R için Nx = 

{ N ( x , k) i n e N} alalım. Nx, t nun açık komşuluklar sistemidir. Bununla birlikte Nx 

sayılabilirdir ve dolayısıyla R, [ Cı ] dir. Q, rasyonel sayılar kümesi, R nin sayılabilir yoğun 

alt kümesi olduğundan R aynı zamanda ayrılabilirdir. 

B.7. TEQBEM : 
Her Hausdoıff uzayı Lindelöf uzayıdır. 

b.wı.t: 
(X,t) bir Hausdorff uzayının 13 sayılabilir bir bazı ve , X in herhangi bir açık örtüsü 

olsun. \tGe (j ve \txe G için :3Be 13: x e B c G sağlanır. 
X,O X,O 

13* = ~g.e G, (j e G) ol~rak tanımlanırsa 13*c. 13 olduğ.u~da~ ~. ~a.~a.~ılab.~1ir ... 
13* = { Bxl' 02 ' BX2,02 , ...} ıse {Gı , G2 , ... }, (j nın sayılabılır bır alt ortusudur. Çunku 

her hangi bir xe X için (j bir örtü olduğundan xe G olacak şekilde bir Ge (j vardır. 

o halde :3 BXı 01 e 13: x e BXı 01 c GJ ~ X e GJ elde edilir. 

B.8. TEQREM: 
Her [C2] uzayı bir Lindelöf uzayıdır. 

buat: 
(j, X in bir açık örtüsü ve 13= { Bı,B2, ... }, X in sayılabilir bir bazı olsun. VpeX, :3Be 13 

: B c G ve bazı Bj e B ler vardır. Öyleki pe Bj c Golur. 
C={Be 13: peB c G, Ge (j) 

C ailesi sayılabilirdir. C= {Brl, Br2 ... Brk, ... } diyelim. \tk ıçın (jrk ={ Ge (j: Brk cG} 
olsun. C nin seçiminden dolayı (jrk 'i: 0 dir. Vk için bir Grk e (jrk alalım. O halde {Grı, 
Gr2 ... Grk, ... } (j den çıkarılan sayılabilir alt ailedir. 

Daha önce gördüğümüz gibi, \tpe X bir Ge (j için ve bazı k lar vardır öyle ki 

pe Brk c Golur. 
Açıkça görüyoruz ki pe G rk. Sonuç olarak {Grı, Gr2 .... } (j den çıkarılan X in sayılabilir 

bir alt örtüsüdür. 
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B.9. TEOREM: (DEtNE -BOREL TEOREMtl 
A=[c,d] kapalı ve sınırlı bir aralık olsun ve (j ={ Üi: İE I} A kümesini örten bir açık 

aralıklar ailesi olsun: A cUÜi. O zaman (jailesi öyle bir alt sınıfa sahiptir ki {GrI, Gr2 ... Gmı} 
tane sonlu açık aralıklar A yı örter, ve A c Gı1 U Gı1 U ... U Glm olur. Her iki kapalı ve 

sınırlı olma şartı teorem için gerçekleşmelidir. Bunların yalnızca birinin gerçekleşmesi 
halinde teorem doğıu olmaz. Bunu birer örnekle hemen görebiliriz: 

Örnek 1. 
Sınırlı fakat kapalı olmayan bir aralık, diyelim ki A=(O,1) aralığını alalım. Ayı örten 

(j = { Gn = _1_ ,1) : n E N} açık aralıklar ailesini alalım. A yı örten (j nin sonlu olan 
. i n+' n 

bır atsınıfını asra bulamayız. 

Örnek 2. 
Şimdi de kapalı fakat sınırlı olmayan A=l 1,00) aralığını gözönüne alalım. 

y= {(0,2) (1,3) (2,4) ... } A yı örten açık aralıklar sınıfı olsun. Bu örnekte de (j nin 
A aralığını örten sonlu bir alt sınıfını bulamayız. 

ispat: 
lı = [cı,dı] aralığı (j = {(ai,bi) : iE I} açık aralıklar ailesi ile örtülsün. Göstereceğiz ki 

(j örtü ailesinin lı aralığını örten sonlu açık aralıklardan biri alt aileye sahiptir. B unun 

mümkün olmadığını düşünelim yani kapalı ve sınırlı aralığımız ancak sonsuz açık ar­

alıklardan meydana gelmiş bir küme ile örtülsün. Aralığımızı iki eşit kapalı aralığa 

bölelim: 

[ Cı +d ı] [c ı +d 1 d ] 
Cı, 2 ' 2' 1 

Varsayımımızdan dolayı bu aralıklardan en azından biri sonsuz sayıda açık alt aralık 
ile örtÜıür. Bu aralığa h=[ c2,d2] diyelim ve i ı aralığını da bir önceki gibi iki eşit kapalı aralığa 

bölelim: 
[ C cı+dı ] [cı+dı d ] 

ı, 2 ' 2' ı 
Yine varsayımımızdan en azından biri sonsuz açık aralıklarla örtülecektir. Bu alt 

aralığa 13 diyelim. Böyle devam ederek kapalı içiçe geçmiş aralıklar dizisi elde ederiz: 

Lı:::> Lı:::> ... 

Öyle ki her bir In aralığı (jailesinin sonlu elemanları ile örtülemez. Limitin Lim IInl=O 
ve içiçe geçmiş aralıklar prensibinden dolayı PE {in} dir. O zaman bir (aio,bio) aralığı bula­
biliriz ki p E (aio,bio) olur. 

O halde öyle bir noE N bulabiliriz öyle ki 

iino i < min ( p - aio, bio - p) yani iino i c ( aio, bio ) 
buluruz. Bu durumda da varsayıl11ımızla çelişki yaratır. O halde teoremimiz doğrudur. 
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BÖLÜM 2: 
KOMPAKT UZAYLAR ve ÖZDEŞ TANıMLARı 

LKOMPAKT UZAYLAR: 
LLTANIM (KOMPAKT UZA Y) 
X ::j:. 0 olmak üzere (X,'t) bir topolojik uzayolsun. Eğer X in 

her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa bu topolojik uzaya 
kompakttır denir. 

Örnek 1: 
X=R, 't={ X,0,(-oo,o),[o,+oo)} topolojisine sahip olsun. 't sonlu 

olduğundan (X,'t) kompakttır. 

Örnek ı: 
't,X üzerinde kurulan sonlu tümleyenler topolojisi olmak üzere 

(X, 't) ko mp akttır. 

İspat: 
y= {Gi}, X in açık bir örtüsü olsun. Bir Go E y seçelim. 't, 

sonlu tümleyenler topolojisi olduğundan Gac = {xı, ... ,Xın} sonludur. 
y,X in bir örtüsü olduğundan her Xk E Gac için bir Gik E Y vardır: 
Xk E Gik olur. Gac kümesi Gil, ... , Giın lerin birleşimi ile örtülebilir. 

Dolayısıyla X=Ga u Gac = Ga u Gi! u ... U Gim olur ki bu da (X,'t) 
kompakt demektir. 

Örnek: 
Reel çizgi R kompakt değildir. 

İşpat; 

Reel çizgiyi üzerinde kurulan tabii topolojiye göre düşünelim. 
(-n,n) açık aralıkları n= 1,2,3, ... olmak üzere açık bir örtüsü olsun. 
Bu açık örtü R yi kapatacak sonlu alt örtüye sahip değildir. 

LııTANIM: (Kompakt KÜme) 
(X,'t) bir topolojik uzay ve AcX olsun. Eğer (A,'tA) alt uzayı 

kompakt ise A kümesine bu topolojik uzayda kompakttır denir. 
Örnek: X={ xı, ... , Xk} Rll nin sonlu bir alt kümesi olsun. 

X, üzerinde tanımlanabilen tüm 't topolojilerine göre kompakttır. Yani 
bu kümenin her açık örtüsü en fazla k elemanlı açık alt örtü içerir 
Dolayısıyla sonlu küme kompakttır. 
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1.3.TEOREMj 
(X,'t) bir topolojik uzay ve A c X olsun. A kompakttır Ç:>A 

nın (X,'t) daki her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü vardır. 

İspat: 
(=» : 1\, numaralayan küme olsun. 
A cX k o m pak t yan i ( A, 't A) k o m pak tt ır v e (j = {O a : a E /\ }, A n i n 

(X,'t) daki herhangi bir açık örtüsü olsun. Buradan 
A c u Oa=>A= u (A rı Ga) yazılabilir. 

ael ael 
VaE/\ için GaE't olduğundan (j*=(ArıOa)aeA Anın (A,'tA) 

daki bir açık örtüsüdür. A kompakt olduğundan sonlu sayıda a1, ... ,a2 
indisieri vardır öyle ki 

n n 
A~u (A rı 0ai) c:;u Gai ol ur. 

1=1 1= 1 
O halde { Oıxi: i= 1,2, ... , n} , (j nin sonlu bir alt örtüsüdür. 

(<=) : A nın (X, 't) daki her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü 
bulunsun. (A, 'tA) nın kompakt olduğunu göstereceğiz. Bunun için 
H={Ha: aE /\} ailesi A nın alt uzayda her hangi bir açık örtüsü, yani 
VaE/\ için HaE'tAve A= uHtX olsun. Buradan da Va E /\ için aeA 
Ha=ArıOa olacak şekilde bir OaE't vardır. O halde O={Oa: aE/\} A 
nın üst uzayda bir açık örtüsüdür. Hipoteze göre buradan sonlu sayıda 
al, ... ,an E i indisieri vardır, öyle ki 

n 11 11 
A c.u Oai => A =,u (A rı Oai) => A =,u Hai 

1=1 1=1 1=1 

elde edilir. O halde ( A,'tA) kompakttır. 

1.3.ı. N oİ: 

Bu teorem bir kümenin bir topolojik uzayda kompakt olduğunu 
göstermek için o kümenin uzaydaki her açık örtüsünün sonlu bir alt 
örtüsü bulunduğunu göstermenin yeterli olacağını göstermektedir. 

1.4.TANIM: (SONLU ARAKESİT ÖZELLİOİ> 
Arakesitleri boş kümeden farklı {Ai} ailesinin her sonlu alt 

ailesi {Ai1, ... ,Aim} boş kümeden farklı arakesite sahip ise yani 
kClm 

Aik '# 0 oluyorsa {Ai} ailesine sonlu arakesit özelliğine sahiptir 
denir. 

Örn e kI: {( o , I/n) : n = 1 , 2 , ... } s o n i uar a k e s i t öze II i ğ i n e s a h i p t i l' . 
(o,aı), (o,a2), ... ,(o,am) sonlu sayıda açık aralıklar düşünelim. b>o 
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o Im akü zer e b = m i n (a i , ... , am) S e ç e r S e k b u S o n 1 u tan e açı kar a lı k i a rı n 
k e s i Ş i m i b o Ş k ü m e d e n far k i ı o 1 ur, yan i ~ (O, ak) = (o, b) d ir. S o n s uz 

d k · k .. i .. b k= 1 
sayı a i esışım erı ıse oştur. 

Örnek 2: 
R, tabii topolojisi ile düşünelim. F={ [a,+oo):ae R+ } kapalı 

kümeler ailesi sonlu arakesit özelliğine sahiptir. 

l.S.TEOREM: 
Bir (X,t) topolojik uzayı için aşağıdaki ifadeler denktir. 
(a) (X,t) kompakttır. 
(b) X in {Fi} kapalı kümeler ailesi için, ni Fi = 0 => {Fi} ailesi 

{F F} I 1 '1' i" mF 0 il, ... , im son u a t aı esıne sa ııptır: n ik = 
k=l 

İsv at 
(a=>b) ni Fi = 0 olsun. De morgan kurallarını kullanarak 

V F i kap a lı o i d u ğ u n d an {F {J , X i n açı k b ir örtü s ü dür. H i pot e z d e n 
dolayı, X kompakttır, 

De Morgan kurallarını kullanarak 

0=Xc =(FilC U ... UFimC)c=Filccn ... nFimcc=Filn ... nFim yazarız. Yani 

n m F'k = 0 olur. 
k=l ı 

( b => a): {G i } ,X i n açı k b i i' ört ü s ü o i s u n, yan i X = Ui G i D e 
Morgan kurallarını kullanarak, 0=Xc =(Ui GÜc=niGic elde ederiz. 

VGi açık olduğundan, {GiC} kapalı kümeler ailesidir ve yukarıda 
elde ettiğimiz bağıntıdan dolayı da arakesitleri boştur. Hipotezden 
dolayı, 

dır. 

De Morgan kurallarını kullanarak, 

X=0
c 

=(Gilc n ... nGimC)c=Gi{C:U ... uGimcc=Giıu ... uGim 

olur. 
Xi sonlu sayıda açık kümelerin birleşimi ile örtebildiğimizden 

dolayı da X kompakt olur. 
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1.6.TEOREM: 
(X,rc) topolojik uzayı kompakttır ancak ve ancak sonlu arakesit 

özelliğine sahip X in her {Fi} kapalı kümeler ailesiniıcarakesiti boş 
kümeden farklıise. 

İşpat ; 
{Fi} , X ın kapalı kümeler ailesi olsun. Aşağıdaki önermeler 

denktir, çünkü bu önermeler karşıt pozitiftir1er: 

(a) Fil rı ... rıFiın #0 V'il, ... ,1ııı => rıi Fi # 0 

(b) rıiFi = 0 => 3i1, ... , tm: Fil rı ... rıFiın = 0 olur. 

1.7.TEOREM: 
Bir (X,rc) topolojik uzayı kompattır <=>'VxE X için bir XE Nx 

il 

komşuluğu ise 3X1, X2, ... , Xu E X sonlu noktası vardır: X=.UNxi 
1=1 

dır. 

İspat: 

(=> ): (X,rc) topolojik uzayı kompakt olsun. 'VXEX için 3Nx 
: XE Nx komşuluğu alalım: 3 Vx Et: x E Vx Nx dir ve dolayısıyla 
{UX}XEX ailesi X in bir açık örtüsüdür. X kompakt olduğundan bir 
Ux1, Ux2, ... , Vxu açık kümeler ailesi X i örter. Fakat 'tl i E i için 

Uxi c Nxi olduğundan Nx1, Nx2, ... , Nxk X i örter. 

(<=): Tersine 'v XEX için 3Nx: x E Nx komşuluğu olsun 
u 

ve sonlu xı, X2, ... , XU EX noktaları için X=.uNXi olsun. {Ua}lXeI, 
1=1 

X in bir açık örtüsü olsun. O zaman V'XE X için 3a=a(x) : x E Va ve 
bu nedenle Nx =Ux alabiliriz. Hipotezimizden 3X1, X2, ... , Xu 
E X n o k t ala i' var d ır: N x i = U a(xi) , (i = ı , 2, .. , , n) açı k k ü m e 1 e ri X i ört e i' . 
O halde X kompakt olur. 

1.S.TEOREM: 
13,(X,rc) uzayının bir bazı olsun.'B nın elemanları ile 

oluşturulan X in her { Bi E 'B: i E I} örtüsü sonlu alt örtüye sahip ise 
(X,t) kompakttır. 

İspa t; 
(=»: X kompakt ve 'B baz olsun. Eğer {Bi E'B : iE i} , X in 

her hangi bir örtüsü ise X in açık bir örtüsüdür. X kompakt olduğundan 
sonlu bir alt örtüye sahiptir. 

<=: 'B nın elemanları ile oluşturulan X in her örtüsünün sonlu 
bir alt örtüye sahip olduğunu kabul edelim. X in kompakt olduğunu 
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göstereceğiz. {Ua=aeJ} , X in her hangi bir açık örtüsü olsun. 13,X 

üzerinde kurulan topolojinin bir bazı olduğu için her ae J için 
n 

olur ve buradan XcuUa=U(UBi) yazılabilir. 
aEl aEl i=ı 

{Bi: i e i} ,13 nın elemanları ile oluşturulmuş X in bir 
örtüsüdür. Hipotezden dolayı, bu örtünün X için sonlu bir alt örtüsü 
vardır: Biı, Bi2, ... ,Bin 

Bik, k=l, ... , n baz elemanı olduğu için Bik Uak, 'v'k=1,2, ... ,n 

olacak şekilde Uake {Ua:a.eJ },ake] vardır.Öyleyse Xc~BikCÜUak 
k=ı k=ı olur. 

Böylece {Uak : k = { 1,2, ... , n} ailesi { Ua:a. e J} ailesinin sonlu 
bir aft örtüsüdür. Bu takdirde X kompakttır. 

L.9.TEOREMj 
Kompakt bir uzayın her kapalı alt kümesi kompakttır. 

İSPAT; 

(X,'t) topolojik bir uzay F c X kapalı bir alt kümesi olsun.P 

kapalı olduğundan X \ F açık bir alt kümedir. X in alt kümelerinin 

ailesi {GdiEI F kümesinin bir açık örtüsü olsun. (X\F) u {Gi: iel} aileside 
X kümesinin bir açık örtüsüdür. X kompakt olduğundan (X\F) ile 

birlikte sonlu sayıda {GdiEI ,X i örter yani, X = (X\F) U Gil U ... U Gin 
olur. O halde Giı, ... , Gin sonlu aileleri de F i örter. Bu nedenle P 
kompakttll'. 

L.9.L.NOTj 
Kompakt bir uzayın her alt kümesinin kompakt olması ge­

rekmez.Bunu bir örnekle görelim:[O,l] kapalı birim aralığı, Heine­
Borel teoreminden dolayı kompakttır.(O,l)c[O,l] alalım. (O,l)açık 

aralığı üzerinde kurulu tabii topoloji ile kompakt değildir. 

ispat; 
~={Gn=(~,l),ne N+}sınıfı(O,l)=ÜıGn olduğundan, (0,1) 
':i rı+.f- n n= 

ıçın açık bir örtilsu olur.( 0,1 ) açık aralığının kompakt olması için 
Çi ailesinin sonlu bir alt örtüye sahip olması gerekir 

Çi* = { ( ai,bi) , i=1,2, ... ,m)} olmak üzere y nin son bir alt 

sınıfı olsun. Eğer e=min(aı, ... ,am) e>Oseçersek (aı,bı)u ... u(am,bm)c(e,l) 

olur. Bununla birlikte (O,e] rı (e , 1)=0 olduğundan y*, (0,1) açık 
aralığının sonlu aIt örtüsü olamaz. 
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1.10, TEOREM: 
Bir X kümesi üzerinde't ve 't * gibi iki topoloji verilsin. 't *, 

't topolojisinden ince ve (X,'t *) kompakt olsun. Öyleyse, (X,'t) uzayı 
da kompakttır. 

İspat; 
(j= {Odiel X kümesinin 't topolojisine göre bir açık örtüsü 

olsun. 't*, 't dan İnce olduğundan (j= (Gdiel açık kümeler ailesi 't* 
topolojisine göre de X kümesinin bir açık örtüsüdür.(X,'t*) topolojik 
uzayı kompakt olduğundan (j ailesinin sonlu tanesi X kümesini örter. 
Yine aynı açık kümeler't topolojisine göre de açık olduğundan (X,'t) 
topolojik uzayı da kompakt olur. 

1.11. TEOREMi 
(X,'t) kompakt uzayolsun. X in her sonsuz alt kümesinin X 

de en az bir yığılma noktası vardır. 

İspat; 
K c X sonsuz alt küme olsun. K nın hiç bir limit noktası ol­

madığını kabul edelim. O zaman '<:/XE K için x in Nx komşuluğu vardır. 

Öyle ki Nx rı K ={x} olur. K kümesi kapalıdır ve dolayısıyla kom­
pakttır. Xl,X2,,,.,Xm noktaları vardır öyle ki Nxı,,,.,Nxm K yı örter. 
Buradan da K= {xı,X2,,,.,Xııı} yazarız ve K sonlu olur. Bu çelişkiyi 
ortadan kaldırmak için K nın "hiç limit noktası" yoktur var­
sayımından vazgeçmemiz gerekir. 
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BÖLÜM 3 
DİzİsEL KOMPAKT UZA YLAR; SA yıLABİLİR KOMPAKT 

UZA YLAR; METRİK UZA YLARDA KOMPAKTLIK, SA yıLABİLİR 
KOMPAKTLIK VE DİzİsEL KOMPAKTLIK KAVRAMLARıNıN 
İLİşKİSİ 

l.DtZtSEL KOMPAKT UZAYLAR 

ı. ı. TANIM; ( DtZtSEL KOMPAKT UZAY) 

Bir topolojik uzaydaki her dizinin yakınsak bir alt dizisi varsa 
bu uzaya dizisel kompakt uzay denir. 

ı. 2. TANIM: ( DİzisEL KOMPAKT KÜME) 

Bir topolojik uzayının A alt kümesindeki her dizi A nın bir 
noktasına yakınsayan bir alt diziye sahipse A ya dizisel kompakt 
küme denir. 

Örnek: Bir topolojik uzayın her sonlu A alt kümesi dizisel 
kompakttır. Gerçekten bir < an > : = (aı, a2 , ... ) ,an E A dizisinde, 
elemanlarından en az biri, örneğin akE A sonsuz defa tekrarlana­
caktır. O halde ( ak, ak, ... ) dizisi, < an > dizisinin bir alt dizisidir 
ve ak E A noktasına yakınsar. 

2. ı. TANIM; ( SAYıLABiLiR KOMPAKT UZAY) 

Bir topolojik uzayın hel' sayılabilir açık örtüsünün sonlu bir 
alt örtüsü varsa bu topolojik uzaya sayılabilir kompakt uzay denir. 
Kompakt uzay, sayılabilir kompakt uzay ve Lindelöf uzay tanımlarını 
kar şı1 a Ş tırdığı mızda 

( X, 't ) kompakt <=> ( X, 't ) sayılabilir kompakt ve Lindelöf 

bağıntısını yazabiliriz. 

2. 2. TEQBEM ; 

( X, 't) bir Hausdorff uzay! olsun. Öyleyse aşağıdaki ifadeler 
denktir: 

( i) (X, 't) kompakttır. 

( ii) (X, 't ) sayılabilir kompakttır. 
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İspat 

( i ) => (ii) açıktır. Eğer (X,'t) 

kompakttır. 

kompakt ise sayılabilir 

( ii ) => (i): sayılabilir kompakt ve Hausdorff bir uzay 

Lindelöf bir uzayolduğundan (X,'t) sayılabilir kompakt ve Lindelöf 
uzayıdır ve dolayısıyla kompakttır. 

2. 3. TEOBEM ; 

Bir ( X , 't) topolojik uzayı [ C2 ] ikinci sayılabilirlik ak­

siyomunu gerçeklesin aşağıdaki ifadeler denktir: 

( i) (X, 't ) kompakttır. 

( ii) (X, 't ) sayılabilir kompakttır. 

ispat 

( i ) => (ii) açıktır. 

( ii ) => (i): (X, 't) ,[ C2] aksiyomunu gerçeklediğinden 
Bölüm 1 de verilen, Teorem 4.B.9 dan dolayı bir Lindelöf uzayıdır. 
O halde ( X , 't ) kompakttır. 

2.4. TE OR EM 

( X , 't ) sayılabilir kompakttır ~ X deki V < Xn > dizisinin 

( X , 't) de en az bir yığılma noktası vardır. 

ispat; 

(=»: (X ,'t) nun sayılabilir kompakt olmadığını varsayalım. 

O zaman X in { Gı , G2 , ... } sayılabilir açık bir örtüsü vardır ki 

bundan sonlu bir alt örtü çıkaramayız. Gı = Vı diyelim ve xl 

E Vı olsun. Eğer n > 1 ise Vn ile Gı, 02 ... kümelerinin ~JVi toplamı 
tarafından kap s anmayan k ü me yi gö s terelim. XnE (V n- n.~ Vi ) deki bir 

1=1 
eleman olsun. Eğer x E X ise öyle bir pozitif N sayısı vardır ki x 

E VN olur. VN rı { XN+l , XN+2 , ... } = 0 olduğundan X,<Xn > dizisinin 
yığılma noktası olamaz. Böylece < Xn > dizisinin X içinde bir yığılma 

noktası yoktur. 

(Ç:: ) : < Xn > , ( X , 't ) uzayında yığılma noktası olmayan 

bir dizi olduğunu varsayalım. O zaman Vx E X için ::i Gx E 't ve 

::IM>O tamsayısı vardır. öyle ki XE Ox ve Oxrı{ XM+l, XM+2 , ... } = 
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o dir. Şimdi 'tnEN, Un = { u Ox : {XM+I, XM+2, ... } ~ Gx }. O 
zaman { Uı, U2 , ... } , (X, 't ) nın sayılabilir birörtüsü olur ve 

bu örtüden ( X , 't) için sonlu bir alt örtü çıkarılamaz. 

2. 5. TEDREM ; 

(X, 't) Dizisel kompakt ~ ( X , 't) sayılabilir kompakttır. 

Ispat 

(X , 't) bir topolojik uzayolsun. A cX , A sonsuz bir alt küme 

olsun. Bu taktirde A kümesinin farklı elemanlarından oluşan <aı, 

a2, ... > dizisi vardır. ( X, 't) dizisel kompakt olduğuna göre, bu 

dizinin x E X noktasına yakınsayan ve yine farklı elemanlarından 
oluşan <ail, ai2, ... > gibi bir alt dizisi vardır. Dizilerde yakınsaklık 
tanımı gereğince x noktasının her açık komşuluğu < ain > dizisinin 
ve dolayısı ile A kümesinin sonsuz sayıda elemanını içerir, yani x 
noktası A nın bir yığılma noktasıdır. O halde (X,'t) uzayı sayılabilir 

kompakt bir uzaydır. 

Yukarıdaki gerektirmenin ters yönde de işleyebilmesi için 
sayılabilir kompakt uzayın aynı zamanda birinci sayılabilir uzay 
olması gerekir: 

2. 6. TEDREM ; 

Bir (X, 't) hem birinci sayılabilir hem de sayılabilir kompakt 
ise ( X , 't) dizisel kompakttır. 

İspat ; 

(X , 't) uzayındaki herhangi bir dizi < Xn > olsun. Bu dizinin 
yakınsak bir alt dizisi olduğunu göstereceğiz. ( X, 't) uzayı 

sayılabilir kompakt olduğu için, bu dizinin ( sonsuz kümenin) Xo 

gibi bir yığılma noktası vardır.( X ,'t) uzayı birinci sayılabilir uzay 

olduğundan xo noktasının Bı ::) B2 ::) B3 ::)... şeklinde açık 

kümelerden oluşan bir { Bn } ,n E N komşuluk bazı vardır.xo noktası 

< xn > dizisinin yığılma noktası olduğuna göre 'tp E N için 

Bp kümesine ait olan bir Xnp E < Xn > elemanı alabiliriz. Elde 

ettiğimiz < xnl, Xn2, ... > dizisi <Xn> dizisinin bir alt dizisidir ve 
Xo noktasına yakınsar. Çünkü \ıUE N (xo) için Bk c U olacak şekilde 
kE N vardır ve dolayısıyla <Xnp> dizisinin nk.cı teriminden sonraki 

tüm elemanları U komşuluğu içindedir; ispat tamamlanmış olur. 
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o halde şöyle söyleyebiliriz :( X , 't ) birinci sayılabilir uzay 
ise aşağıdaki ifadeler denktir: 

( i ) Sayılabilir kompakt 

( ii ) Dizİsel kompakt 

2.7. SONUC TEOREM : 

Eğer (X,'t) uzayı hem [C2 ] dolayısıyla Lindelöf uzayı, hem 
de sayılabilir kompakt ise kompakt uzaydır. 

İspat : (X,'t) topolojik uzayı bir [C2] uzayı ve A c X ise, A 
nın her açık örtüsünün sayılabilir bir alt örtüsü vardır ve sayılabilir 
kompaktlığın tanımından hemen goruyoruz ki Lindelöf uzay ı 
sayılabilir kompakt ise kompakt olur. 

Kompakt 

ayrılabilir <=> T2- uzayı <=> Lindelöf 

Buraya kadar elde ettiğimiz bilgilerden aşağıdaki bağıntıları 
görebiliriz: 

Dizisel kompaktlık ~ sayılabilir kompakthk Ç= kompaktlık 

Eğer topolojik uzayımız herhangi bir topolojik uzay değilde 
bir metrik uzayolursa yukardaki gerektirmelerin ters yönde de 
işleyeceğini görelim: 

3. METRİK UZAYLARDA KOMPAKTLIK, SA yıLABİLİR 

KOMPAKTLIK YE DİZİSEL KOMPAKTLIK 

3. ı. TANIM: ( BİR KÜMENİN ÇAPı) 

( X , d ) bir metrik uzay ve A c X alt kümesi alalım. 

A kümesinin çapı: 

ö(A) = sup { d(x,y) i x,y E A } ile tanımlanır. 

3.2. TANIM; ( LEBESGlJE SA YISI ) 

Bir ( X, d ) metrik uzayının bir örtüsü ç; = { Gi }iEI olsun. 
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Eğer çapı Ö > O reel sayısından küçük olan X in her alt kümesi Çj 
nin kümelerinden biri tarafından kapsanıyol' ise, Ö > O sayısına bu 
örtü için Lebesgue sayısı denir. 

3. 3. TEQBEM ; 

( X , d ) metrik uzayı dizisel kompakt ise, ( X , d ) uzayının 
Çj açık örtüsü bir Ö Lebesgue sayısına sahiptir. 

İşuat ; 
c c 

y açık örtüsünün böyle bir o > O Lebesgue sayısı olmadığını 
varsayalım. Yani \i o > O sayısı için e X , d ) uzayının ö dan küçük 
olan bir alt kümesi y nin hiçbir kümesi tarafından kapsanmasın. Özel 
olarak \IneN için (X,d) uzayının çapı ö =(1/n ) den küçük olan y 
nin hiçbir kümesi tarafından kapsanmayan An kümesini seçelim \I 
n e N için Xn e An seçerek bir < xn > dizisi oluşturalım. Bu dizinin 
hiçbir yakınsak alt diziye sahip olmadığını göstereceğiz. Diyelimki 
bu dizi bir x e X noktasına yakınsayan bir < Xni > alt dizisine sahip 
olsun. e X , d ) uzayının bir açık örtüsü ç; olduğuna göre en az bir 
::ı Geç; : xe G dir ve G açık olduğundan S ex , E )G olacak şekilde 
bir E>O vardır 

d ( Xni , X ) < e ~) ve (~i ) < ( ~ ) 
olacak şekilde i yi yeteri kadar büyük seçelim. O zaman 

Ani= { xni} , e Li ni ) < (e / 2) kümesi Xni noktasının e Li ni ) 
komşuluğu içindedir, yani Ö ( Ani) « Li ni ) < (e /2) dir. 

Diğer taraftan, d(x,Ani ) :::;; d (x,xni)+ d (xni ,Ani) < (E/2)+(e/2) = e 
elde edilir ki bu da Ani S e x , e) G olduğunu gösterir. Bu ise 
An kümelerinin seçilişi ile çelişkilidir. O halde y açık örtüsünün 
bir Lebesgue sayısı vardır. 

3. 4. TEQBEM ; 

(X,d) metrik uzayolsun. Bu taktirde aşağıdaki özellikler 
denktir: 

( i ) ( X , d ) kompakttır. 

( ii ) eX ,d ) sayılabilir kompakttır. 

(iii) ( X ,d ) dizisel kompakttır. 

34 



isuat ; , , 
( i ) => ( ii ) : Bölüm 3 de verilen Teorem 2. 2. den dolayı 

kompakt uzay => sayılabilir kompakt. olduğunu biliyoruz. 

( ii ) => ( i ) : Her metrik uzay birinci sayılabilir uzayolduğu 
için Bölüm 3 de verilen Teorem 2. 6. dan dolayı dizisel kom­
pakttır. 

( iii) => ( i) : V E > O için (X , d ) uzayının S (x , e ) şeklindeki 
açık kümeleriyle yapılan her açık örtüsünden sonlu bir alt örtü 
çıkarılabileceğini göstereceğiz. Belli bir e >0 için ( X , d ) uzayının 
S ( x , e ) açık küreleri ile oluşturulan örtüsünün sonlu bir alt örtüsü 
olmadığını varsayalım. ( X , d ) uzayındaki bir diziyi şöyle 

oluşturalım: Herhangi bir x E X seçelim. S ( xı , e) kümesi (X,d ) 
uzayının tüm noktalarını içermez, aksi halde X, S ( x , e ) kümesi 
ile örtülmüş olurdu. Şimdi bir X2 E X \ S (xı, e) seçelim. x ~ S (Xı,e) 
olduğuna göre d (X2, Xl) ~ e dır. Böyle seçime devam edelim. Genelde 
seçilmiş xı, X2 , ... , xn noktaları için 

Xn+IE (X\S ( xı ,e)US(X2, e) ... uS(Xn,e» vardır, aksi halde (X,d) 
uzayının sonlu bir örtüsü u S (x i, e ) olurdu. Bundan başka 

11 
x11+lıe.u S (Xi, e ) olduğundan i = 1,2, ... ,n için d (X11+1 , xi ) ~ e dur. 

1=1 
O halde <Xn > dizisi hiçbir yakınsak alt diziye sahip olamaz. Bu ise 
hipoteze aykırıdır. Öyleyse ( X , d ) metrik uzayı kompakttır. 

3.5. TANIM; ( BQLZANQ • WEİERSTRASS ÖZELLİGİ ) 

(X,d) Kompakt metrik uzayı olmak üzere AcX sonsuz eleman lı 
her alt kümesinin limit noktası var ise metrik uzay Bolzano -
Weierstrass özelliğine sahiptir denir. 

3.6. TEQREM ; 

Her kompakt metrik uzay Bolzano - Weierstrass özelliğine 
sahiptir. 

huat ; 

(X , d) kompakt metrik uzay ve AcX sonsuz alt kümesi olsun. 
Anın limit noktası olmadığını kabul edelim. Kabulümüzden dolayı 
X in hiçbir noktası Anın limit noktası olamaz. Şu halde X in her 
bir noktası öyle açık kürelerin merkezi olurlar ki bu küreler mer­
kezleri haricinde A nın hiçbir noktasını içermezler. Bu açık kürelerin 
oluşturduğu aile, X in açık bir örtHsüdür. Uzay kompakt olduğundan 
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X in açık örtüsü, X i örten sonlu alt örtüye sahiptir. A kümesi bu 

alt örtüye ait olan bütün kürelerinin merkezlerinin oluşturduğu 

kümenin içine düşer, yani A sonludur. Bu durum A nın sonsuz olduğu 
ile çelişir. Sonuç olarak Anın limit noktası olmalıdır. 

3. 7. TEDBEM ; 

Bir (X, d) metrik uzayı dizisel kompakttır.<=> (X, d) Bolzano 
- Weierstrass özelliğine sahiptir. 

İspat 

(~):( X , d ) bir metrik uzayolsun. Varsayalım ki ( X , d ) 

dizisel kompakt olsun. A c X de bir sonsuz elemanlı alt küme ise 

3 x E X öyleki Anın limit noktası olduğunu göstermeliyim. A sonsuz 
elemanlı bir küme olduğundan A nın bir birinden farklı elemanlarında 
bir < Xn > dizisi oluşturabiliriz. Hipotezimizden bu dizinin bir x 

noktasına yakınsayan bir alt dizisi vardır. Bölüm 1 de verilen Teorem 

3.12. den x noktası alt dizinin nokta kümesinin de bir limit noktasıdır. 

Ve bu küme A kümesinin bir alt kümesidir. O halde x, A kümesinin 

de bir limit noktasıdır. 

(<=):Tersine ( X , d ) uzayının her sonsuz elemanlı alt 
kümesinin bir limit noktası olsun. ( X , d ) nin dizisel kompakt ol­
duğunu göstere1im.< Xn >, X de herhangi bir dizi olsun. Eğer<xn > 
dizisinde bir nokta sonsuz defa tekrarlanıyorsa, o zaman bu dizinin 

sabit bir noktadan oluşmuş bir alt dizisi vardır ve açıktır ki bu dizi 

yakınsaktır. Eğer dizinin hiçbir nokta sonsuz defa tekrarlanmıyorsa, 
dizinin A nokta kümesi sonsuz elemanlıdır. Hipotezden A kümesinin 
bir x limit noktası vardır ve < Xn > dizisinden x e yakınsayan bir alt 
dizi çıkarılabilir. 

3.8. TANIM; 

a ) ( X , d ) bir metrik uzay, A c X ve e >0 olsun. Eğer bir 
FcX alt kümesi için A cu S (x , e) sağlanıyorsa, bu F alt kümesine 

A b · v d x~r· . nın ır e - agı a ı verı ır. 

b ) ( X , d ) bir metrik uzay ve A c X olsun. Eğer V e >0 için 

A nın bir e - ağı varsa bu alt kümeye tam sınırlıdır ( total sınırlıdır) 

denir. 
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3.9. TEQREM 

Her dizisel kompakt metrik uzay tam sınırlıdır. 

İspat 

( X , d ) dizisel kompakt metrik uzay ve e >0 verilsin. aı e 
X de herhangi bir nokta ve S (al,e ) açık küre olsun. Eğer bu açık 
küre X in bütün noktalarını içine alırsa, o zaman bu {aı} tek elemanı ı 
küme bir e-ağı olur. S (al,e) açık kürenin dışında noktalar varsa, 
bu noktalardan biri, diyelim a2 ise S (al,e ) u S (a2,e ) bir küme 
oluşturur. Eğer bu toplam X in bütün noktalarını içine alıyorsa, o 
zaman iki elemanlı {al,a2} kümesi bir e - ağı olur. Bu şekilde devam 
edersek sonlu bir S (al,e ) u S (a2,e) u ... u S (an,e) kümeler toplamı 
X in bütün noktalarını örtrnek zorundadır. Aksi halde yani bu işlem 
sonsuza kadar devam edersek {aı,a2, ... ,aıı, ... j dizisinin yakınsak bir 
alt dizisi bulunamaz. Bu ise varsayımımızia çelişiI'. Böylece 
{aı,a2, ... ,an} gibi sonlu bir küme X in e - ağı olur. Yani (X,d) tam 
sınırlıdır . 

3.1Q, TEQBEM : 

Her sayılabilir kompakt metrik uzay tam sınırlıdır. 

İspat 

(X,d) sayılabilir kompakt bir metrik uzayolsun. X in tam 
sınırlı olmadığını kabul edelim.Kabuıümüzden bir e >0 için X in 
sonlu bir e - ağı yoktur. Dolayısıyla herhangi bir xl e X için {aı} 
X in bir e - ağı değildir. Buradan :ı x2 e X : x2 ~ S (al,e) => d(aı,a2)~e 
buluruz.Aynı nedenle (aı,a2}kümesi de X in bir e - ağı değildir. 

Gene :ı a3 eX : a3 ~ S (aı,e) u S(a2,e)=> d(aı,a3,)~e ve d(a2,a3,) ~e 
'B-u--i'Şleme-devaiİı--e-dllerek n. adımda elde edilen {al,a2, ... ,an} 

kümesinin X in bir e - ağı olmadığını ve dolayısıyla d(xi,aj) ~ E 

(i::;ı!:j) sağladığını kabul edelim. Buradan aynı nedenle n+1 için de 
doğru olduğu görülür. Böylece tümevarımla farklı noktalarda oluşan 
ve i::;ı!:j için d(ai,aj) ~ E koşulunu sağlayan bir <an> dizisi elde edilir. 
Uzayımız sayılabilir kompakt olduğundan <an> dizisinin bir ao gibi 
yığılma noktası vardır.O halde S(ao ,e/2) açık küresi içinde <an> 
dizisinin sonsuz sayıda elemanı olması gerekir. Fakat bu ola-
naksızdır. Çünkü eğer ai,aj e S (ao ,e/2 ) ( i::;ı!:j ) ise 

d(ai,aj)~d(ai,ao )+d(ao,aj )«E/2) + (E/2)=E olur. Bu ise d (ai,aj) ~E 
olması ile çelişir. O halde (X,d) tam sınırlıdır. 
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3. lL. TEOREM: 

Her dizisel kompakt metrik uzay kompakttır. 

hpat : 

(X,d) bir dizisel kompakt metrik uzay ve {Gi} bir açık örtü 
olsun. Bölüm 3 de verilen Teorem 3.3. den bu açık örtünün a gibi 
Lebesgue sayısı vardır. e = a/3 diyelim ve Bölüm 3 de anlatılan 

Teorem 3.9. dan dolayı bir e ağı A= { aı, a2, ... ,an} elde ederiz. 
Her k = 1,2, ... ,n için d (S (ak,e) ) :::; 2 e = 2t <a. Lebesque sayısının 
tanımından \if k için :i Gik : S (ak,e ) ç Gik bulabiliriz. X in her bir 
noktası S (ak, e ) kürelerinin birinin içinde olduğundan 

{Gil, Gi2, ... ,Gin} , {Gi} örtüsünün sonlu bir alt örtüsüdür. O halde 
(X, d) kompakttır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Bölüm 3 de verilen Teorem 3.6. ve Teorem 3.7. den şu sonucu 
çıkarabiliriz: 

Bir (X,d) metı'ik uzayında aşağıdaki denktir: 

(i) (X,d) kompakttır. 

(ii) (X,d) Dizisel kompakttır. 

(iii) (X,d) Bolzano - Weierstrass özelliğine sahiptir. 
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BÖLÜM 4 : 
KOMPAKT ALT UZAYLAR, AyıRıM AKSİYOMLARI, 

KOMPAKT UZAYLAR VE SÜREKLlLİK. KOMPAKT UZAYLARıN 
ÇARPıMı 

ı. KOMPAKT ALT UZAYLAR 
1.1. TEOREM .:.. 
Kompakt topolojik uzayın her kapalı alt kümesi kompakttır. 

İsgat: 
(X,'t) kompakt topolojik uzay ve F c X kapalı alt kümesi olsun. 

F in kompakt olduğunu göstermek için Bölüm 2 de verilen Teorem 
1.3. den dolayı F in her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü bulun­
duğunu göstermek yeterlidir. F kapalı olduğundan X/F açık bir alt 

kümedir. X in alt kümelerinin ailesi (j= (GDieI, F kümesinin bir açık 
örtüsü olsun. O halde ( X/F) u { Gi : i e i} ailesi de X in bir açık 
örtüsüdür. (X,'t) kompakt olduğundan (X/F) ile birlikte sonlu tane 

n 
Gik' X i örter, yani; X=,uıGtku(X\F) olur. 

ı= n 
Buradan da F=XrıF=6(Gt rıF)cuGı 

i=l k i=l k 

elde ederiz. Sonuç olarak {Gtl, ... ,Gİıı} ,(j nin bir alt kümeler ailesidir 
ve dolayısıyla F kompakttır. 

1.2. SONUÇTEOREM: 
Sayılabilir kompakt bir uzayın her kapalı alt kümesi 

sayılabilir kompakttır. 

1.3, SONUÇ TEOREM: 
Bir Lindelöf uzayının her kapalı alt kümesi Lindeıöf'dür. 

2, KOMPAKT UZA YLAR YE AYıRıM AKSİYOMLARI 
2,1.TEOREM: 
Bir Hausdorff uzayında kompakt alt kümeler kapalıdır. 

İşu at : 
(X,'t) bir Hausdorff uzayı ve P cX kompakt bir alt küme olsun. 

X/F in açık olduğunu göstereceğiz. x e X/F herhangi bir nokta olsun. 

'rIye F için x "# y ve (X,'t) Hausdorff uzayı olduğundan x e G y , y e H y 

ve G y rıHy =0 olacak şekilde Oy, H y açık kümeleri vardır. Böylece 
elde edilen {H y lyeF}ailesi F in bir açık örtüsüdür.P kompakt 01-

n 
duğundan bunun sonlu bir alt örtüsü vardır, yani3 yı, ... , YneF: Fc.u HYi 

n n 1 = ı 
yazılır. Buradan G =iı:\GYi ve H=i~ıHYi olarak tanımlanırsa bu G ve H 
nin açık olup GrıH = 00lduğu görülür. Çünkü 'rı yeP için G y rı H y 

=0 olduğundan Gyi rı Hyi = 0 , (i= 1,2, ... ,n) dir. 
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B uradan xe G c X/HcX/F elde edilir. B u durumda x, X/F in bir 
ıç noktası olduğundan X/F açık olur ve dolayısı ile F kapalıdır. 

2.2. TEOREM: 
(X,'t) bir Hausdorff uzayı oisun. F c X kompakt bir alt küme 

ve x e X/F olmak üzere 
FeV (F), x e U (x) ve V (F) nU(x) = 0 olacak şekilde V(F), 

U (x) açık kümeleri vardır. 

İspat : 
y e F alalım. x ~ F olduğundan x -ı:-y dir. (X,'t) Hausdorff uzay 

olduğundan y ve x noktalarını içine alan V (y) ve uY (x) ayrık açık 

komşulukları vardır. (V(y) : y E F} ailesi F in bir açık örtüsüdür. 
F kompakt olduğundan {V ( y) : YE F } ailesinin sonlu alt ailesi 
{ V (yi) : i = 1,2, ... , n} vardır. 

V(F) = u { V (yi) : i = 1, 2, ... , n } ve 
U (x) = n { UYi (x) : i = 1, 2, ... , n} o 1 s u n. F c V (F) v e x E U (x) 

olup V (F) ve U (x) açık kümelerdir. \:;j ie {1,2, ... ,n } için 
V(yi) ve UYi (x) kümelerinin arakesiti boş olduğundan V (F) ve U(x) 
ayrık açık kümelerdir. 

2.3,SONUÇ TEOREM: 
Her kompakt Hausdorff uzayı regülerdir. 

İspat : 
(X,'t) kompakt Hausdorff uzayı ve XE X olsun. F, (X,'t) uzayının 

x noktasını içermeyen kapalı alt kümesi olsun. x noktasını ve F kapalı 
kümesini içine alan ayrı k açık kümeler bulacağız. Biliyoruz ki 
Hausdorff uzayının her kapalı alt kümesi kompakttır, crlolayısı ile 
F kompakttı!'. Bu takdirde Hausdorff uzayının bir kompakt alt 
kümesini ve buna ait olmayan bir nokta bulduk. Bölüm 4 de verilen 
Teorem 2.2. den dolayı F kümesini ve x noktasını içeren ayrık açık 
k ü ın e 1 e r v ard 11'. D o lay ı s ı y i a (X, 't) U z ayı i' e gül e r d i i' . 

2.4,TEOREM: 

(X,'t) Hausdorff uzayı olsun. Fı, F2, c X kompakt alt kümeleri, 
Fı n F2 = 0 olmak üzereFı c G,F 2 cH ve GnH = 0 olacak şekilde 
G,H açık kümeleri vardır. 

ispat: 
(X,'t) Hausdorff uzayı olmak üzere Fı ve F2 X in kompakt alt 
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kümeleri ve Fı n F2 = 0 olsun.G n H = 0 olan G ve H gibi Ft c G 
ve Fı cH olacak şekilde açık kümeler bulacağız.xE Fı olsun.AYE F2 
için XE Gyve YE Hy olacak şekilde Gy ve Hy ayrık açık kümeler vardır. 
F2C X kompakt alt kümesi olduğundan, F2 nin sonlu sayıda elemanı 
vardır öyle ki F2CU { Hyi : i= 1, 2, ... ,n} olur. 

G =u{Gxi :i=l,2, ... ,m}veH =n{Hxi :i=l,2, ... ,m} olsun.Bu du­

rumda GxveHx,xE Gx ve F2C Hx olacam şekilde ayrık açık kümelerdir. 
VXE Fı için GxveHx yukarıdaki gibi oluşturulsun. Fı c X in kompakt 
b ira i t k ü m e s i o i d u ğ u n d a 11 F ı c u { U xİi : i = ı, 2, ... , n} o i a c a k Ş e k i i d e 
sonlu tane Xl,X2, ... ,XnE Ft elemanı vardır. 

Gx = n { Gy; :i = 1,2, ... , il ) ve Hx = u { HYi :i = ı. 2, ... , n } o i s u n . Ö yle y s e 
G,HE T ve G n H "# 0 dir ve Fı c G ve F2 c H sağlanır. 

2.5.S0NUÇ TEOREM: 
Her kompakt Hausdorff uzayı normaldir. 

ispat: 
(X,'t) kompakt Hausdorff uzayının kapalı ve ayrık alt kümeleri 

Fı ve F2 olsun. Bu uzayın normalolduğunu göstermek için Ft c G , 
Fı c H ve GnH = 0 olacak şekilde G ve H açık kümelerin varlığı 
göstereceğiz. Bölüm 4 de verilen Teorem 2.1. den dolayı Fı ve Fı 

kapalı kümeleri Hausdorff uzayının kompakt alt kümeleridir Bölüm 
4 de verilen Teorem 2.4. den dolayı bu kompakt alt kümeleri içine 
alan ayrık açık kümeler vardır. Dolayısıyla (X,'t) kompakt Hausdorff 
uzayı normaldir. 

2.6. TEOREM: 
(X,'t) bir Hausdorff uzayı olsun. 
l)X in sonlu sayıda kompakt alt kümelerin birleşimi kom­

paktır. 

2)X 111 herhangi sayıda kompakt alt kümelerin arakesiti 
kompakttll'. 

İs pa t: 
1) İspatı iki alt küme için yapmak yeterlidir. A, B cX kompakt 

alt küme olsunlar. A uB kümesinin (Gi)iEıbir açık örtüsü olsun. Bu 
aile A ve B alt kümelerinin de örtüsü olup A ve B kompakt olduk­

larından A kümesini Gtı , H', Gı ve B kümesini Gt ,Gt i' ... , Gt gibi sonIu p q q+ q i 
açık alt aileleri örter. O halde Gıı '"'' Gıp ' Gıq,Gıq+ l ' ... , G!qı ailesi de 
Au B kümesini örter. Yani Au B kümesi kompakttll'. 
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2) ViE i için Ai c X kümeleri kompakt olsunlar. (Ai)iE i 
ailesinin A = rı Ai arakesitini alalım. "i/ Ai c X kompakt ve (X,'t) bir 
Hausdorff uzayı olduğundan her Ai c X kümesi kapalıdır ve do­
layısıyla A kapalı olur. Yine "i/ Ai için A CAi ve A kümesi Ai ler içinde 
kapalıdır. Hausdorff uzayın kapalı her alt kümesi kompakt ol­
duğundan A kompakttıl'. 

2,6,1.NOTj 
Kompakt alt kümelerinİn sonsuz birleşimleri kompakt 

değildir. 

Örneğin [-1,1] ,[-2,2] ,[ -3,3], ... , [-n,n], ... cR nin kompakt 
alt kümeleri olmasına rağmen R =.u [-n ,n] kompakt değildir. 

1 E i 

3, KOMPAKT UZAYLAR VE SÜREKLİLİK 
3,1. TEOREM: 
(X,'t) kompakt, (Y,'t*) herhangi bir topolojik uzay ve f : X--7Y 

sürekli ise f(X) c Y de kompakttır. Yani, kompaktlık sürekli fonk­
siyonlarla taşınır. 

İs pa t : 

Çj = { O i} , f (X) i n açı k b i r örtü s ü, yan i f (X) cou O ,O E 't * o 1 s u n . 
Buradan X c f-L [f (x)] c f-L (Ua 0a) = U a [-1 (Oa) elde ediıYI'. Her a E i için 

Va eYaçık ve f sürekli olduğundan {r-i (Oa)} , X in bir açık örtüsüdür. 
(X,'t) kompakt olduğundan { f-L (Oa)}sonlu bir alt örtüye, 
f- 1 (Oa)u ... uf-1 (Oa,J ,sahiptir yani; XCf-l (Oa)u ... uf-1 (Oalı) olur 
Buradan f(X)=f(uf-1 (Oa» cuOa (J cl sonlu) elde edilir. O halde 
{ O a : a E J} aiİ6si O nin a~bnlu bir alt örtüsü ve dolayısıyla f(X) 
kompakttır. 

3,2,TEOREM: 
f,Tı kompakt uzayında T2 topolojik uzayına tanımlı 

süreklifonksiyon ise f(Tı) kompakttll'. 

İşu at : 
{O}, f (Tı) in bir açık örtüsü olsun. "i/r- ı (O) Tı de açıktır. 

{ f-L (O) }, Tı için bir açık örtü oluşturur, aksi takdirde f(Tı) in {O} 

kümelerinden birisinin içinde olmayan bir noktası olurdu. Tı kompakt 
olduğundan ve { f-L (O)} açık örtüsü, { [-1 (0*) } sonlu alt açık örtüye 

sahip olacaktır.{O*} kümeleri f(Tı) için sohlu alt açık örtü 
oluştururlar. Bu takdirde f(Tı) kompakttll'. 
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3.3.TEOREM; 
(X,'t) ve (Y,'t*) iki topolojik uzayolsun. f : X~Y sürekli bir 

fonksiyon ve A e X dizisel kompakt bir alt küme olsun. Öyleyse f 

(A) eY dizisel kompakttl!'. 

İspat; 
f : X~Y sürekli bir fonksiyon A e X de dizisel kompakt bir 

alt küme iken f(A) görüntüsünün de dizisel kompakt olduğunu 

göstereceğiz. Bunun için fCA) kümesinin {bı, b2, ... , bn, ... } gibi 

bir dizisini alalım. Görüntü tanımı gereğince \inE N için f (an) =bn 
olacak şekilde bir anE A vardır. Böylece elde edilen {al,a2, ... ,an, ... } 

dizisi, A dizisel kompakt olduğundan ao E A elemanına yakınsayan 

{aıı ,ah, ... ,aın , ... } alt dizisine sahiptir. f (aıJ = bİn ,n E N dersek, f 
sürekli olduğundan <bin> dizisi de f (ao) elemanına yakınsar ve f (acı) 

E f (A) olur. 

3.4. TEOREM: 
(X,'t) kompakt bir uzay, (Y, 't*) Hausdorff uzayı olsun. f 

X~ Y 1: 1 örten ve sUrekli bir fonksiyon ise f homeomorfizmdir. 

İspat; 

f in homeomorfizm olduğunu göstermek için f fonksiyonunun 
tersinin (f-I) sürekli olduğunu göstermek gerekir. Bu da herhangi 
bir kapalı kümenin f altındaki görüntüsünün (yani (rır! altındaki 
görüntüsünden bahsediyoruz) kapalı olduğunu göstermekle 
eşanlamlı olmaktadır. (X,'t) uzayıııa ait herhangi bir P kapalı 

kümesini alalım. P kompakt bir uzayın alt kümesi olduğundan 

kompaktıro Bölüm 4 de verilen Teorem 3.1. den dolayı biliyoruz ki 
kompaktlık sürekli fonksiyonlarla taşınır. Pin f altındaki görüntüsü, 

f (P) de kompakt olur. Hausdorff uzaylarının kompakt alt kümeleri 

kapalı olduğundan f(P) c Y de kapalıdır. Bu takdirde f bir homeo­
morfizmdir. 

RIdeki Kompakt Alt Kümeler: 

3.5. TANIM: 
Eğer \i x = ( xı, X2, .. , , Xn) E A için lxii ~ K (1~ i~ n için) 

o i a c a k Ş e k il d e b i r K i' e e ı say ı s ı var s a B i i' A e Rtl alt k ü m e s i n e 
sınırlıdır denir. Özelolarak A c R kümesi sınırlıdır eğer A,K > O 
olmak üzere [-K,K] kapalı aralığı tarafından örtülüyarsa. Her kapalı 
[a,b] aralığı K= max { lal , Ibi lolmak üzere [a,b] e [-K, K] dır. 
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3.6. YARDıMCı TEOREM: 
A c R de kompakt bir alt küme ise A kapalı ve sınırlıdır. 

ispat: 
Rı Hausdorff aksiyomunu gerçeklediğinden, A kapalıdır. 

VnE N için On = (-n,n) olsun. R = UN On olur. {On}neN A için bir açık ne 
örtüdür. A kompakt olduğundan A c Onı U On2 U ... U Onq Eğer biz k = 
m a x (n ı , n 2, ... , n q) d e i' s e k o zam a n Oni C Ok d ır. V i = 1, 2 , ... ,q i ç i n 
böylece A c Ok =(-k,k) olur => A c [-k, k] dır yani A sınırlıdır. 

3.7. SONUC TEOREM: 
Rı in bir alt kümesinin kompakt olması için gerekli ve yeterli 

koşul kapalı ve sınırlı olmasıdır. 

İspat: 

(=»: R de kompakt olan bir alt küme Bölüm 4 de verilen 
Yardımcı Teorem 3.5 den dolayı kapalı ve sınırlıdır. 

(Ç:=) : Tersine eğer A kümesi kapalı ve sınırlı ise AbiI' K>O 
ıçın bir [-K,K] kapalı aralığının kapalı alt kümesidir. [-K,K] nın 

kompakt bir uzayolduğunu biliyoruz. Bölüm 1 de verilen Teorem 
4.B.10 dan dolayı A kümesi kompakttır. 

3.8. TANIM: (SINIRLI FONKSİYON) 
X '# 0 olmak üzere, f : X ~R fonksiyonu tanımlansın. Eğer 

f (X)c R nin sınırlı bir alt kümesi ise f fonksiyonuna sınırlıdır de­
nır. 

3.9.TEOREM: 
(R,U) herhangi bir topolojik uzay ve (X,'t) kompakt bir to­

polojik uzayolsun. Eğer f : X ~ R sürekli bir fonksiyon ise, f 
sınırlıdır. 

İspat 
f, sürekli ve (X,'t) kompakt uzayolduğundan Bölüm 4 de verilen 

Teorem 3.1 gereğince f (X) R kompakttır. Heine -Borel Teoreminden 
dolayı Rn nin kompakt alt kümeleri sınırlıdı rÖyleyse f(X) sınırlıdır. 

3.1Q. TEOREM: 
(X,'t) bil' topolojik uzayolsun. A;t:0, A X kompakt ve f : A~R 

sürekli ise f(aı)=sup f(A) ve f(a2) = inf f(A) olacak şekilde aı,a2 

E A vardır. 
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İspat 
A cX kompakt ve f sürekli olduğundan f(A) c R kompakttır. 

Dolayısıyla f(A) kapalı ve sınırlıdır. f(A) sınırlı olduğundan m gibi 
en küçük üst sını1'1, yani ın=sup f(A) ve n gibi en büyük alt sınırı, 
yani n=inf f (A) vardır. Fakat f(A) kapalı olduğundan m,n E f(A) olmak 

zorundadır. Bu takdirde ın= f(aı) ve n= f(a2) olmak üzere VaE A için 
f(a2) ~f (a) ~ f(aı) olacak şekilde aı,a2 E A vardır. 

Örnek: 
Rtabii topolojisiyle verilsin. 
f:[-l, 1] ~ R bir fonksiyon tanımlansın. Öyleki f(x) = x2olsun. 

Öyleyse VXE [-1,1] için f(O) ~ f(x) ~ f(l) olur ki bu da f, maksimum 
ve minimum değerlerini alır demektir. 

Şimdi de g:(-l,l)~R bir fonksiyon tanımlansın öyle ki 
g(x) =x2 olsun. g((-l,l» ç [-1,1] olduğundan, g sınırlıdır, fakat g 

, maksimum ve minimum değerlerini almaz. 

Her iki fonksiyondan farklı sonuçlar elde etmemizin sebebi, 
fonksiyonların tanımlı oldukları aralıklardır. f nin tanımlı olduğu 
[- 1,1] kapalı aralığı kompakt iken g nin tanımlı olduğu (- 1,1) açık 
aralığı kompakt değildir. 

3.ı1.TEOREM: 

R yi tabii topolojisi ile düşünelim. AcR kompakt alt kümesi 
olsun. Eğer f : A~R sürekli bir fonksiyon ise f düzgün süreklidir. 

İspat: 

e >0 alalım. f sürekli olduğundan VXE A alındığında A ya ait 
bütün y ler için lx-yı <ox ~If(x) -f(y)1< e/2 olacak şekilde ox >0 vardır. 
V x E A i ç i n U x = ( x - 1 Ox , x + 1 OX) o i s u n. {U x : x E A} A n ı n açı k b i r 

örtü s üdür. A ko mpaıtt old II ğJnd an s o nI u tane aralık U xı '"'' UXn Ayı 
ört er. o = min { 1 OXı , ... , ~ OXıı } o 1 s u n. x, y E A ala lı m v e i x - y i < o o 1 s u n . 
x noktasını içeren bir Ux, vardır. XE Uxı olacak şekilde 
i E {1,2, ... ,n} vardır. Dolayısıyla lXi-XI < 1/2 Oxi olur. 

Üçgen eşitsiz1iğini kullanarak 

i Xi - Y i = i (Xi - X ) + ( X - Y ) i ~ i Xi - Y i + Ix - y i < t OXi +0 ~ t OXi 1 OXi = OXi e i d e 
ederiz. 

Yani lXi-YI < oxi olur. Bu takdirde If(x i) - f (y) i < e/2 dir. 

i Xi - X i < t oXi o 1 d u ğ u n d a n If ( X i) - f ( X) i < e / 2 ger ç e k 1 e Ş ir. 
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Üçgen eşitsizliğini kullanarak 
If (x) - f (y) i = i (f (x) - f (x i)) + (f (x i) - f (y)) i::; If (x) - f (x i) i + If (x i) - f (y) 1< (e /2) + 
(e/2)=e elde edilir ki bu da f düzgün süreklidir demektir. 

Analizden bir örnek verecek olursak tanım kümeleri tabii 
topolojiye göre kompakt olan sürekli fonksiyonlar düzgün 

süreklidirler. Örneğin areosine ve aresine fonksiyonlarının tanım 
kümelerin [-1,1] kapalı aralığıdıl' ve düzgün süreklidirler. Ayrıca 
tanım kümesi [-2,2] olan f (x) = Y4 - x2 fonksiyonu da düzgün 
süreklidir. 

3.12. TEOREM: 
(X,d) bir kompakt metrik uzay ve (Y,d') bir metrik uzayolsun. 

f: X~Y sürekli bir fonksiyon ise f düzgün süreklidir. 

ispat: 
e>O bir sayı alalım. VpeX için f sürekli olduğundan :3op > O 

: ye X ve d(p,y) < öp kaldıkça =>d' (f(p), f(y)) < e/2 kalır. (X,d) uzayı 
kompakt olduğundan ve { Nö.e. : p e X } ailesi X in bir açık örtüsü 
olacağından:3 {pı, p2, ... ,p~ }e X sonlu alt kümesi vardır: 
{ Nô.e.!.: i = 1, ... , n} sonlu açık küme topluluğu X i örter. Şimdi 

0PI ii , ... , öpn /2 1 e ri n e n k üçü ğ ü n e o d i yel i m , v e X d e d ( x , y) < o o i a n 
i k i x, y e X ala lı m . O zam a n :3 p j e X : d (p j ,x) < öPL . Ş i m d i d (p j 
y) ::; d (p j ,x) + d (x, y) < OPL + OPL = ÖPj . B ö y i e d e' d' (f ( x ), f ( y) ) ::; 

d' ( f(x) , f(pj ) ) + d' (f(pj ) , fey) ) < ı+ı=e olur. Böylece f nİn 
düzgün sürekli olduğunu görürüz. 

4. KOMPAKT UZA YLARIN ÇARPIMI 

4. l.TEOREM: 
İki kompakt uzayıl1 çarpımı da kompakttll'. 

ispat: 
(Ç:=) X ve Y kompakt olmak üzere 

(j = { U x V : U c X ve V eY} , Xx Y çar p ı m uz ayı n ı 11 baz ı açı k k ü m e i e ri 
ile oluşturulmuş açık bir örtüsü olsun. Bölüm 2 de verilen Teorem 
1.3. den dolayı XxY nin kompakt olduğunu göstermek için't nin sonlu 
alt örtüye sahip olduğunu göstermek yeterli olacaktır. 
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İspatı iki adımda gerçekleştireceğiz. Öncelikle (i) V XE X için, 
x içine alan bir Ux açık kümesinin varlığından bahsedeceğiz öyle 
ki y nin sonlu sayıdaki elemanlarının birleşimi UxxY yi içerecek. 
Daha sonra (ii) XxY yi . UxxY biçiminde bulunan sonlu sayıda 

kümelerin birleşimi şeklinde yazacağız. Yani; 

(i) V XE X,:3 Ux c X, X E Ux => Ux x Y Ci~l{ y} =i~l{ U X V } 

(ii) X x Y =i~ıUXi x Y 

XE X olsun. VYE Y için 
(x,y) E Ux xVy olacak şekilde Uy x Vy E Y vardır. {Vy:yE Y} sınıfı 

Y nin açık bir örtüsüdür ve Y kompakt olduğundan {Yy} nın sonlu 
alt örtüsü {Vyi : i=1,2, ... ,n} vardır. 

Ux = rı {Uyi : i = 1,2, ... ,n } kümesi X de açıktır ve 
{ Ux x Vyi : i = 1,2, ... ,n }, {x} x Y yi örter, yani 

{X}xY c Ux x Y = Ux x U { Vyi : i = 1,2, ... ,n } 

=u { Ux x Vyi : i = 1,2, ... ,n } 

c u { Uyi x Vyi: i = 1,2, ... ,n } 

öyleyse VXEX için {x}xYÇ;;UxxYolacak şekilde UxcY kümesi vardır. 
Öyle ki y nin sonlu sayıdaki elemanlarının birleşimi UxxY yi 
örter. 

Dikkat edersek, {Ux:XE X}, X in açık bir örtüsüdür ve X 
kompakt olduğundan {Ux : XE X} sonlu bir alt örtüye {Uxi : i=1,2, ... ,m } 
sahiptir. Bu takdirde 

XxY = U{Uxi : i=1,2, ... ,m }xY 

=U{Uxi xY: i=1,2, ... ,m } olur. 

ViE {1,2, ... ,m} ıçın y nin sonlu sayıdaki elemanlarının 

bir1eşimi UxixY yi içerdiğinden XxY nin y nin sonlu sayıdaki 

kümelerinin birleşimine eşit olduğunu söyleyebiliriz. Diğer bir 

deyişle, y, sonlu alt örtüye sahiptil' ve XxY kompakttıl'. 
(=» XxY nin kompakt olduğunu kabul edelim. 1tı:XXY-7X ve 

1t2 : XxY -7Y izdüşümü fonksiyonları sürekli olduklarından,Bölüm 
4 de verilen Teorem 3.1.den dolayı X = 1tl (XxY) ve Y = 1t2 (XxY) 
kompakt olurlar. 
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4,2,SONUÇ TEOREM: (TYCHONOFF'S THEOREM) 
(Xı,'tı) , (X2,'t2), ... , (Xn, 'tn) kompakt topolojik uzaylar olsun. 

n 
O zaman i!:\ (Xi, 'ti) çarpımı da kompakttır. 

4,3,TANIMj 
(n-boyutlu Rn öklid uzayında açık (kapalı) kutular): 
Eğer reel sayılar üzerinde Vi=1,2, ... ,n için (ai,bi) sınırlı açık 

(kapalı) aralıklar iseler, o zaman Rn de bir alt küme 
n 
tlı ( ai , bi ) = {(XI,X2, ... ,Xn) : ai < Xi < bi , V i için} 

Rn de n-boyutlu açık kutu olarak isimlendirilirler. ai~xi~bi 
ıçın ise bu alt küme Rn de n-boyutlu kapalı kutu olarak isimlendiri­
lir. 

4,4,TEOREMj (GENELLEŞTİRİLMİş HEINE-BOREL 
IEOREMOj 
RIl nin her kapalı ve sınırlı alt kümesikompakttır. 
Ispata geçmeden önce alt kümenin hem kapalı hem de sınırlı 

olması gerektiğini birer örnekle gösterelim; 
a)XcRIl sınırlı olmayan alt kümesi olsun ve Xo E Rn alalım. 

1'= 1,2,3, ... olmak üzere i' yarıçaplı Xo merkezli N(xo,r) komşuluklar 
dizisini düşünelim. Bunlar, VXE RIl için r yeterince büyük seçildiği 
zaman d(x,xo) <1' olduğundan, birleşimleri Rili içeren açık kümeler 
dizisini oluştururlar. Bu durumda XnN (xo,r), 1'= 1,2,3, ... 
birleşimleri X i içeren, X in açık kümelerinden meydana gelmiş artan 
bir dizi meydana getirir. Fakat X bu açık kümelerden hiç birine eşit 
değildir. Çünkü X sınırlı değildir. Dahası X, bu açık kümelerin sonlu 
sayıda birleşimleri tarafından da içerilmez, çünkü bu açık kümelerin 
birleşimleri içlerinden en büyük olanına eşittir. 

b) X c RIl s ı n ır i ı fak a t kap a lı o i m aya n alt k ü m e o i s u n . 
Dolayısıyla X in tümleyeninde yani;RIl\X de, bazı y noktaları vardır 
öyle ki her bir N(y,r) komşulukları X in noktalarını içerir. k=1,2,3, ... 
olmak üzere Dk, y merkezli i/k yarıçaplı dairelerin dış bölgesi olsun 
.V Dk, RIl de açıktır ve eğer XE Dk ise N(x, d(x,y)-l/k), x in Dk 
tarafından içerilen bir komşuluğudur. Ok, artan bir dizi oluşturur; 
Oı 02 ... , ve birleşimleri y nin tümleyenidir, çünkü Vx =1= y noktası 
için 3 k : (l/k) < d ( x,y) dir. 

Buradan X n Dk, birleşimleri X olan, X in açık kümelerinden 
oluşmuş artan bir dizi meydana getirir. Bununla birlikte 
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\;;f N (y,1/k) x in noktalarını içerdiğinden, X bu açık kümelerden hiç 
birine eşit değildir. Dahası X bu kümelerin sonlu sayıda birleşimleri 
tarafından da örtülmez. Çünkü birleşimleri içlerinden en bUyük 
olanıdır. 

Sonuç olarak X e RIl sınırlı olmadığında veya kapalı ol-
madığında, birleşimleri X i içeren, X in açık kümelerinden meydana 
gelmiş artan dizi açılımı bulabiliyoruz, ama X ,bu kümelerin he­
rhangi bir sonlu sayıda birleşimlerine eşit olmuyor. 

Şimdi ispatımıza geçebiliriz: 

İspat; 

ı i k a d ı m o i ara k n = ı i ç i n i = [ a , b Le R kap a lı v e s ı n ır lı ara lı ğ ı n ı n 
kompakt olduğunu ispatladığımızı hatırlayalım. (I. Bölüm Teorem 
4.B.10.) n=1 iken B e R bir aralıktır. n=2 iken B eR2 kenarları 

koordinat eksenlerine paralelolan bir dikdörtgen ve onun iç 
bölgesidir. n=3 iken, B e R3 yüzleri koordinat eksenlerine paralel 
olan dikdörtgensel kutu ve onun iç bölgesidir. B yi daha küçük ku­
tulara bölebilmeliyiz. Bunu her bir [ai, bi 1 i= 1,2, ... ,n aralığını ci 
orta noktalarından ikiye bölerek gerçekleştirebiliriz ve bu 
bölünmede her kutu i.nci aralıkta ya [ai,ci] yada [ci,bi] olacaktır. 

n=2 için B dikdörtgensel bölgesi, xı=cı ve X2=C2 doğruları ile 
kenarları B nin kenarlarının yarısı kadar olan 4=22 eş dikdörtgensel 
bölgeye ayrılacaktır. n=3 iken B dikdötgensel kutu xı=cı,x2=c2, 
X3=C3 düzlemleri İle kenarları B nin kenarlarının yarısı kadar olan 
8=23 eş dikdörtgensel kutularına bölünecektir. Genelolarak B, Xi=Ci 
(i=1,2, ... ,n) düzlemleri ile bölünerek kenarları B kutulannın ke­
narlarının yarısı kadar olan 211 eş kutulara ayrılacaktıl'. 

Herhangi bir n boyutlu da kutunun kompakt olduğunu 

göstermek için, bir boyutlu çalıştığımız gibi hareket edeceğiz: rj, 
B nin açık bir örtüsü olsun öyle ki rj nin B yi içerecek sonlu alt örtüsü 
bulunmasın. Yukarıda anlattığımız işlemi yaparak içiçe geçmiş Bo, 
Bı, ... , Bk, ... kutular dizisi elde ederiz: Bo = B alalım. \;;fk > O için 
Bk, Bk-ı in bölünmesiyle oluşturulmuş kutulanndan birisi olsun. 
Hipotezden dolayı Bo=B, rj nin sonlu alt örtüsü ile örtülemiyordu. 
Bk-ı, 211 tane kutuya bölünerek her defasında rj nin sonlu alt örtüsü 
tarafından içerilmeyen kutular seçimi ile oluşturulan dizi Bo, Bı, ... 
, Bk-ı olsun. Eğer bunları herbiri rj nin sonlu alt örtüsü ile örtülmüş 
olsa idi, ın tane kutunun birleşimleri Bk-ı i örten rj nin sonlu alt 
örtüsü olurdu. Bu mümkün olmadığından Bk-ı lerin en az birisi rj 
nin sonlu alt örtüsü ile örtülmez. 
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(j nin sonlu alt örtüsü ile örtülmeyen kutuya Bk diyelim. 
Böylece tümevarımla ispatladığımız Bo, Bı, ... ,Bk, ... dizisinin 
oluşturulması tamamlanmış olur. 

Şimdi 'v'k=1,2, ... için xe Bk nın varlığını ispat edeceğiz. 
Bunu görmek için i=1,2, ... ,n indİsleri İçİn İ. nci koordİnat ek­
seninde kutular dizisinin izdüşümlerini düşünelim. Eksenlerin 
herbirinde içiçe geçmiş aralıklar dizisi oluştururlar. Xi, i.nci 
koordinat eksenlerine yapılan izdüşümlerle oluşturulan ar­
alıkların ortak noktası olsun. Bu durumda 'v'k için koordinatları 
(xı, ... ,Xn) olan Rnnin X noktası Bk nın bir noktası olacaktır. xe Bk 
olduğundan 3 Ge (j: xeG olur. 

o zaman N( x,r)cG olacak şekilde bir 1'>0 sayısı vardır. 
d , B nin en uzun kenarının uzunluğunu göstersin. Dizinin 
oluşturulma aşamalarının her adımında kutunun kenarları iki eşit 
parçaya ayrıldığından, d/2~ Bk nın en uzun kenarının uzunluğunu 
gösterecektir. 

Phytagor Teoreminden dolayı Bk nın köşegen uzunluğu en 
çokvnd/2kolur. k indisini öyle bUyUk seçeriz ki2k >m d;dolayısıyla 
1 d<r olur, buradan da Bk c N (x,r) c G, eıae edilir. Bk, (j 
ıftn bir tek kümesi tarafından içerildiğinden, bu da Bk, (j nin sonlu 
alt örtüsü tarafından içeriliyol' kabülümüzle çelişir. Sonuç olarak 
B komp akttır. 
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4.5. TEOREM: 

{(Xi, di) : i= 1,2, ... } metrik uzaylar sınıfı olsun öyle ki 

=? = 
L [ d ( Xi ) r var olsun ve X = IT Xi ve d : X x X --j R 
i=l i=ı 

şöyle tanımlansın: 

? 1. 
d «xı ,X2, ... ) ,(yı ,y2 .. .,) = [L di~ (Xi, yi ) ]ı 

o zaman (X,d) bir metrik uzaydır ve üzerindeki metrik to­

polojisi X in çarpım topolojisine özdeştir. 

İs il at; H e r b i r po z i t i f tam say ı s ı i i ç i n d? (Xi yi ) ~ d2 (Xi) 
dir Xi, Yi, eXi olmak üzere eğer (xı, X2, ... ) , (yı, Y2, ... ) e X ise 

vardır. 

d (x,y) =0 dır <=> x=y ve d(x,y) =d(y,x) ise. 

x= (xı, X2, ... ), y= (yı, Y2, ... ) , z= (zı, Z2, ... ) e X ve her 

n e N için 
il ı il 1 il 1 

[i;ı di2 (Xi,Zi)]ı ~[i~ıd? (Xi'Yi)]ı+[i~ıd? (Yi,Zi)]ı dir. Böylece 

il 

[L d·2 
i=ı 1 

ol ur. 

1 il ı il ı 

(Xi, Zi)] 2" ~[,Lıdi2 (Xi, yi)] 2" + [.L d? (yi, Zi)] 2" = d(x,y)+d(y,z) ve 

Buradan da 

ı= il ı=ı 
L di2 (Xi, zD ~ [d(x,y)+d(y,z)]2 
i=ı 

d(x,z)=[i~ld? (Xi,Zi)]} ~d(x,y)+d(y,z) çıkar. O halde (X,d) bir me­
trik uzaydır. 

Şimdi VieN için 1ti: X--jXi i. nci izdüşüm fonksiyonu olsun 
ve 

yı={1tj-ı(N(Xi,e):e>O,XiEXi} diyelim. ıBı ile yı deki sonlu 

ç okl uktaki kü melerin mü mk ün ol an bü tü n arake si tlerinin aile sin i 
g ö s ter e li m ve r.B2 = {N (x, e) : e > O , X e X} o 1 s u n. O zam a n ıB ı v e 

r.B2 sırasıyla X için çarpım topolojisinin ve metrik topolojisinin 
bazı olurlar. 

Diyelim ki x= (xı,X2, ... )e B ı e r.Bı bir nokta olsun. O zaman 

yı de sonlu sayıda bir çok Sil, Si2, ... , Sim e yı kümeleri vardır 

ö yle k i B i = JE-. S ik' , V k = 1, 2 , ... ın d i 1'. Ay 1'1 C a Ö yle b i i' P o z i t i f 
sayı e'k ve Yikke1Xk vardır ki Sık=1tik-ı (N(Yik>e'k»dır. XikeN (Yik,e'k) 
olduğundan V k için N (Xik, ek) c N (Xik, e'k ) olacak şekilde eı, 

e2, ... , em pozitif sayılar vardır 
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E= min (Eı. E2, ... , Em) olsun ve B2= N(x,E) diyelim. O zaman 
x e B 2 e 132 vee ğer q = (q i. q 2, ... ) e B 2 i s e \i k = 1 , 2 , ... , m i ç i n 

dik (Xi, qik) S; [ ~ di2 (Xi, qj)]1/2 <E< Eik ve böylece 
1=1 

qe 1tik-1 (N ( Xik ,Ek» e Jtik-l (N ( Yik ,e'k» =Sik yani B2 e Bı dir. 

Şimdi aynı şekilde bu defax= (XI,x2, ... ,) e B 2e 13 2 
noktasını alalım. O zaman :3 e' >0 ve y=(yı ,y2, ... ) e X :B2 = N 
(y,e'). O halde :3 e>O N(x,e)CN(y,e') dir. 

.~ [ d ( Xi ) ]2 var ı ı ğ ı n d a n d o lay ı 
1=1 

00 2 
l:[d(Xi)] <e2/2 olacak şekilde bir n e N vardır. 

i=n+l 
\-i • eı = _e_ d' l' v ı = 1,2, ... ,n için ıf2n ıye ım ve 

Bı= N (xı,eı) X N ( X2,e2) x ... x N ( xn,en) X Xn+1 X Xıı+2 X ol­

sun. O zaman Bı=.f\1t(I(N(Xi,ei) olur. Böylece xeBı E 131 çıkar. 
Eğer q= (ql,q2, ... )I=JBI de bir nokta ise o zaman 

dir. 

Böylece d(q,x) <e ve Bı eN (x,e) e N (y,e') =B2 elde edi­

lir ki bu da 13ı ve 132 nin özdeş baz oldukları gözlenir. 

4.6. YARDıMCı TEOREM: 

00 

l: 1. S;2 dir. Yani bir (R, dı) metrik uzayında 
i=1 i2 

.~[d([0,1.])2 vardır. 
ı=1 i2 

İspat : 1 den büyük olan her i indisi için 

l..<1/[i (i-1)]=1/(i-1)- ~ yazabiliriz. 
i2 1 

Böylece \IneNiçin 

~1.S;1+(1-1)+ (1_1)+ ... +(_1 __ 1)=2_1 
i=1i2 2 2 3 n-I n n 

~ 1. S; 2 elde edilir. 
i=l i2 
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4,7, TANIM (HİLllERT KÜnÜ) 

Bir Hil bert kübü IW, x=.n [O, ~] ve d: X x X -7 Rtanımlanmış 
1=1 ı 

bir uzaklık fonksiyonu olmak üzere bir (X,d) metrik uzayıdır. d 
f k' 00 21. d' on sıyonu d «xı, x2, .. ,) , (Yı, Y2, .. ,» = [:L (Xi - Yi) h ır, 

i=l 

4,8,SONUC TEOREM: 
IW Hilbert kübü , metrik topolojisi, çarpım topolojisine 

özdeş olan kompakt bjr metrik uzaydır. 
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SONUÇ 

Rı in kapalı ve sınırlı alt kümelerinin bir çok önemli özelliği 
vardır. Rı, tek boyutlu öklid uzayı, U üzerinde kurulan tabii topoloji 
olmak üzere, (Rı,U) topolojik uzayının alt kümeleri için kompaktlık 
kavramı kapalı ve sınırlı olma özelliğine denk olmaktadır AC Rı olmak 
üzere aşağıdaki üç özellik vardır ve eşdeğerdir: 

(1) A kapalı ve sınırlıdır. 
(2) A nın sonsuz elemanlı her alt kümesinin A da bil' limit noktası 

vardır . 
(3) A nın her açık örtüsü sonlu bir alt örtü içerir. 

(1). özellik "uzaklık fonksiyonu" nun tanımlanabileceği, 

örneğin metrik uzaylarda anlamlı olmasına rağmen (2) ve (3). 
özellikler limit noktası ve açık kümeleri tanımlayabileceğimiz he­
rhangi bir uzayda anlamlı olur. Bu takdirde Rı de kapalı ve sınırlı 
kümelerin anlaşılması daha kolayken, topolojik uzaylarda "kapalı" ve 
"sınırlı" tanımlarının nasıl yapıldığı ilginç bir soru olarak karşımıza 
çıkar. Kapalılığın topolojide bil' anlamı olmasına rağmen sınırlılığı 
tanımlamanın uygun bir yolu yoktur. Sınırlılığı tanımlamada en 
başarılı yaklaşımlar (1) Heine - Borel ve (2) Bolzano - Weirstrass 
teoremleridir. Sınırlılık kavramını genel topolojik uzaylarda "örtü" 
kavramı aracılığı ile yerleştirebileceğimizi gördük, yani kompaktlık 
kavramını genel topolojik uzaylar için örtü kavramı ile tanımladık. 

Komp aktlık kavramı s aye sinde bir u zayın genelini, sonl u s ayıda 
noktalarını inceleyerek, araştırmış oluyoruz ve bütün noktalarıyla 
çalışmak zorunda kalmıyoruz. Bu özelliğinden dolayı analizdeki bir 
çok teoremRIl nin kapalı ve sınırlı alt kümeleriyle yapılmıştır. Yalnızca 
bu özelliği ile bile "kompaktlık kavramı" incelemeye değer bir kon­
ud ur. B u çalı şmayı, inceleme yi s ürd ürürken ok ud uğum bir örn ekle 
bitirmek istiyorum. Böylece kompaktlık kavramını bilinçli 
düşünmeden, bu kavram için gözlerimizin önünde bir şekil belirecek 

1. D. Baum diyor ki: "Büyük bir kalabalığın (mümkünse sonsuz) 
yağmur altında beklediğini düşünün. Her biri şemsiyesini açtığında, 
artık ıslanmayacaktır. Öyle bil' araya gelsinler ki sonlu sayıdaki in­
sanların şemsiyelerini açarak hepsinin yine ıslanmaması mümkün 
olacaktır. İnsanların bu şekilde biraraya gelerek bir çeşit kompakt uzay 
oluşturduklarını düşünebiliriz. " 
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SEMBOL LİSTESİ 

=> : Gerektirir, ise 

=7 : Gerektirmez 

c : Kapsam 

(J:. : Kapsamaz 

: Vardır 

E : Aittir 

: Ait değildir 

: Hepsi 

\ : Fark 

Ai : A ya ait limit noktalarının kümesi (türev 
kümesi) 

0 : Boş küme 

O : Açık küme 

F : Kapalı küme 

i : Numaralayan küme 

Oc : G nın türnleyen kümesi (kompliment) 

A : A nın kapanış! 

AO : A nın içi 

't : Topolojik uzay 

'tA : Topolojik alt uzay 

i ni Ai : Çarpım kümesi 
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1t 

N 

Q 

/\ 

9ıl (P) 

d 

(X ,d) 

(X,'t ) 

<an> 

(Gj)je i , (j 

d(A) 

P(X) 

rJ3 

ö 
S (x,r) 

<an> ~ ao 

: İzdüşüm fonksiyonu 

: Doğal sayılar kümesi 

: Reel sayılar kümesi 

: Rasyonel sayılar kümesi 

: n-boyutlu öklid uzayı 

: Doğal (Tabii) topoloji 

: ve 

: p noktasının açık komşuluk sistemi 

: Metrik fonksiyon 

: Metrik uzay 

: Topolojik uzay 

: an dizisi 

: üi : i E i : Açık kümeler ailesi 

: A kümesinİn çarpımı 

: X in kuvvet kümesi 

: Baz 

: Alt baz 

: x merkezli r yarıçaplı S açık kümesi 

: an dizisi ao noktasına yakınsıyor. 
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