iy
7/ (\\‘ ‘f J {’,\
MARMARA UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YALINKAT FONKSIYONLARDA KATSAYI PROBLEMLERI

(YUKSEK LISANS TEZI)

Oya TUNALI

Ana Bilim Ddli : MATEMATIK

Tez Danismani : Yrd.Dog¢. Yasar POLATOGLU

Marmara Universitesi
Kiitiiphane ve Dokiimantasyon Daire Baskanhg

[T

T0369




PR S N U G

N ro

N RS NN

Gl AW NN - O

E

I ¢CINDEKTILER

T

1.BOLUM

. Metrik Uzay

Pozitif Reel Kismi Haiz Fonskiyonlar Sinifl

. Yalinkat Fonksiyonlar, S ve ) Siniflari
. Yi1ldiz1l Yalinkat Fonksiyon Siniflari

. Konveks Yalinkat Fonksiyon Siniflari

. o -Spirallike Fonksiyon Siniflar:

IT.BOLUM

. Pozitif Reel Kism1 Haiz Fonksiyon Siniflari

I¢in Katsay:1 Teoremleri

2. Yalinkat Fonksiyonlardaki Katsayl Teoremleri

[F3

Ny O

. Yi1ldi1z1l Yalinkat Fonksiyonlarda Katsayi

Teoremleri

Konveks Fonksiyonlarda Katsayi Teoremleri
a-Spirallike Fonksiyonlarda Katsayil Teoremleri
Kuvvet Serileri Uzerine Bazi Katsay1 Teoremleri

. Konveks Bir Fonksiyonun Makis Fonksiyonunun Ilk

Katsayilar:i Uzerine Toeplitz Formlarini Kullana-
rak Bazi1 Egitsizliklerin Elde Edilmesi

I11. BOLUM
Kompleks Mertebeden Yildizil Fonksiyonlarin Ma-

kiis Fonksiyonu I¢in Toeplitz Formlarini Kullana-
rak 11k Alt: Katsayinin Ust Sinirlar:i Tayini

KAYNAKLAR

SAYFA

"
13
14

16
17

18
20
20
22

47

55
60



0 ZET

Yalinkat fonksiyonlar 1907 tarihinde ilk defa Koebe
tarafindan ortaya atilmis, bu fonksiyon sinifi hakkinda ilk
esasli aragtirmalar kendisi tarafindan yapilmigtir. Daha
sonra 1916 yilinda Bieberbach'in bu fonksiyon sinifinin kat-
sayllar1 ile ilgilenmesi (izerine bu sinif 6nem kazanmg Komp-
leks fonksiyonlarla ugrasan bltln dinya matematikgilerinin
.biilytik ilgisini toplamistir. Bu fonksiyon sinif1i genisgleti-
lerek yi1ldizi1l, konveks, spirallike, konvekse yakin vs. gibi
siniflar ortaya atilip, gesitli yazarlar tarafindan incelen-
mis ve Bieberbach adiyla bilinen meshur |an|gn esitsizligi
1985 yilinda De Branges tarafindan ispatlanmistir.

Biz bu calismamizda bu fonksiyon siniflari lzerine
yapilan katsay1l arastirmalarinin genel bir derlemesini yapip
en son R.J.Iibera, Z.Zlotkiewicz tarafindan 1987-89 yillarin-
da Toeplitz formlari kullanilarak yukarida saydigimiz konveks,
y1ldizi1l ve spirallike sinifina ait fonksiyonlarin, makiis fonk-
siyonlarinin katsayilarinin @st sinirlarini bulma problemine,
1989 yi1linda Wiatrowski tarafindan ortayaatilan kompleks mer-
tebeden y1ldizil yalinkat fonksiyon siniflarinin makUs fonk-
siyonlarinin ilk alt1 katsayisi igin ist sinirlar bulmaya ¢a-
listik.

Bu ama¢ dogrultusunda;

[.Bolumde konu ile ilgili ©6n bilgilerin yani, metrik
uzay, pozitif reel kismi haiz fonksiyonlar, yalinkat fonksi-
yonlar, yildizil-yalinkat fonksiyon, konveks-yalinkat fonk-

siyon ve x-spirallike fonksiyon siniflarinin tanimlari yapil-
mistir,



II.BOlim'de, pozitif reel kismi haiz fonksiyonlar, ya-
linkat fonksiyonlar, yildizil-yalinkat fonksiyonlar,konveks
fonksiyonlar , a-spirallike fonksiyonlarla ilgili katsayl1
teoremleri ve kuvvet serileri iizerine bazi katsayl teoremle-
ri ile konveks bir fonksiyonun makiis fonksiyonunun ilk kat-
sayilari (izerine Toeplitz formlarini kullanarak bazi egitsiz-
liklerin elde ediligi incelenmigtir.

IIT.B6lim'de, kompleks mertebeden yi1ldizi1l fonksiyonla-
rin makis fonksiyonu ig¢in Toeplitz formlarini kullanarak ilk
altt katsayinin tUst sinirlar1i hesaplanmigtir.



I. BOLUM

1.0. Metrik Uzay

X herhangi bir kime olsun. Xx,yeX ig¢in d(x,y)eR, asa-
gi1daki aksiyomlari gercgeklesin.

i- ¥x,yeX , x#y i¢in d{x,y)>0 ve d(x,y)=d(y,x)
ii- ¥x,yeX , x=y i¢in d(x,y) =0

iii- Vx,y,zeX , x#y#z igin d(x,z)sd(x,y) + d(y,z)

Bu takdirde, d: XxX» R tasviri X kilmesi lzerinde bir
metrik uzay yapisini belirtmis olur. Burada x,y,z...eX
noktalari ile belirlenen d(x,y) reel sayisina ve X ve y nok-
talar1 arasindaki uzaklik denir. |

Baglantili1 Bolge

X bir metrik uzay ve A bu uzayin bir alt kimesi olsun.
A kimesi bestan farkli, ayrik iki ag¢ik alt kiumenin birlegi-
mi olarak gésterilemezse, A kimesine baglantilidir denir.
Yani, B,C#6, B,C : a¢ik kiumeler; B,CcA ve B(OC=@ olmak lzere,
A=BUC olacak sekilde B ve C kumeleri bulunamiyorsa A kiimesi
baglantilidir denir. Bestan farkli, ag¢ik, baglantili bir
kiimeye "BOlge" denir. Sonsuz noktasinin diizleme katilmasiy-
la meydana gelen dizleme "Genigletilmis Diizlem" denir.

Bir bolgenin tamamlayicisi, genisletilmis diizleme naza-
ran baglantili ise; bu bdlgeye "Basit Baglantili Bbélge" denir.
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Analitik Fonksiyon

Q basit baglantili bdlge olsun. f(z) bu bdlgede tanim-
11 bir fonksiyon olmak tlzere bdlgede tirevi haiz bir fonk-
siyon ise, f(z) fonksiyonuna @ bdlgesinde "Analitik Fonksi-
yon" denir.

1.1. Pozitif Reel Kismi Haiz Fonksiyonlar Sinif1

Tanim 1.1.1. P(z) birim dairede analitik ve P(0)=1,
ReP(z)>0 kosullarini gergekleyen bir fonksiyon olsun. P(z)
fonksiyonuna, birim ¢emberde'"pozitif reel kismi Haiz Fonk-
siyon" denir. Bu tiir fonksiyonlarin olusturdugu sinifa'po-
zitif reel kismi Haiz Fonksiyonlar Sinifi" denir. P(0)=1
kosulundan dolay: bu sinifa ait fonksiyonlarin Taylor agili-
mi

P(z) =1 + p1z + paz? + .v....

seklindedir ve bu sinif genel olarak P harfi ile gdsterilir.
Bu sinifin iyice anlagilabilmesi igin; ’

P, (z)=1t 2
1 -2

fonksiyonunun incelenmesi gerekir. P,(z) fonksiyonu P sini-
f1 igerisinde birgok esitsizlik ig¢in extremal fonksiyondur.

Re—1-+-—§=-,

1-

(12, Tz

(1) ReP,(z) 1
2 1-z 1-2

N

Z= X+iy

_A-lz]? o o1-(x2+y?)
[1-z]2  (1-X)2+y2

dir.



- [1+Z - 7+—z]
1-2 2i 1-z 1-2
= ImZ-‘] = 2y
[1-z|2  (1-x)2+y?
dir.
2
(1) igin : Re 1tz _ 1-|z]
-z |1-z|?
|z | <1 ise 1-|z|%>0 ve |1-z|2>0

olup ;
ReP,(z)>0 dir.

Pie(z) = (1+z) S B (1+z)(1+z+z2+z23+....)
1-2
= 1+2z2+2z2%+2z23%+...
=142 § Z"
n=1
olur ki, P,(0) =1  dir.

Ayrica P,(z), D'de analitiktir. Buradan,

P (z)eP
olur.

P,(z) fonksiyonu ile birim dairenin resmedildigi bdlge-
yi bulalim:

z - dlizlemindeki bazi noktalari incelersek;



P*(-1) =1__‘l' = O P*(1) :1_+1.=°°
1+1 1-1
Pef0) = 1O ey sl s el
1-0 1-1 1+1
/
-Z- W 1‘/

olur ki, r’
ya
-1 , _
Pi(2)=
-1 ++—>++—>->l—_>—% -1
v

P,(z) = 1+z fonksiyonu birim daireyi W-diizleminde, sag ya-
1-2
rim dlizleme doniistirir. Birim ¢ember ise u=0 dogrusuna

dontsir. Simdi P;l(w) fonksiyonunu inceleyelim.

2\’\

3 N
1

£
W

W = 14z ve 7z = W=t ise P;I(N) = LIl olur ki,

1-2z 1+W W+1

bu fonksiyon da W- dizlemindeki sag yarim dizlemi, z lzerin-
de birim daireye resmeder.

Pz )= =11 dir ve W = P,(z)eP olur.
W+1

Yukaridaki bilgilerin 131§i1nda asagidaki teoremi vere-
biliriz.

Teorem 1.1.1. f(z) pozitif reel kismi haiz bir fonksi-
yon olsun: g(z), birim gemberde analitik [g(z)[<1, g(0)=0 ko-
sullarin1 gergekleyeh bifF fonksiyon olmak izere, f(z) fonksi-

yonu +—*Z fonksiyonuna Sabordine oldugundan f(z)= 1+ 9(z)
1 -2 " 1 - g(z)
o f(z) -1 e
veya g(z) = —=—— bagintilar: yazilabilir.

1+ f(z2)



flz) = L+ alz) veya g(z) = Hz) - 1
1 - g(z) flz) + 1

yazilabilir.

Teorem 1.1.2. p(z) P olsun. Bu takdirde,

Rep(z) = 1 |9(Z)|2v> 0 olup, burada g(z), Schwarz
[1 - g(z)]®

lemmasinin kosullarini gercekleyen bir fonksiyondur.

Bu takdirde ;

olur ki,

Rep(z) = 1=lg(z)[?® J o e p(o) = 1#alO) _ 4

[1-9(z)|? 1-g(0)
dir.
Lemma 1.1.1. |z|<1 ise | 1+2 1+4]2z]|
1-z = 1-|z]
dir.
Lemma 1.1.2. P(z)eP ise LI
P(z)
dir.

Teorem 1.1.3. (P sinifinin distorsiyon teoremi)

P(z)eP ise ;

(1) l_;_lELSIP(Z)|<1_i_L£L

T+ |z|” - |z



(iii) IP'(0)]s2

Teorem 1.1.4. P(z)eP olmak lzere 0st<2n ve |z|< r igin,

v(t,r) = 1= b opep(relT)de

27 of
seklinde tanimlanan pozitif, monoton artan ve vy(2m,r)=1,
~v(0,r)=0 Gzelliklerini gergekleyen bir fonksiyon vardir. Bu
fonksiyqn icin n»e ve r+1 olmak Uzere Oyle bir {rn} dizisi
bulanabilir ki ; Y(t,rn) fonksiyonu butin sireklilik nokta-
lary igin, monoton artan bir vy(t) fonksiyonuna yakinsar.

1.2. Yalinkat Fonksiyonlar, S ve ) Siniflari

Tanim 1.2.1 Bir D bdlgesinde tanimli, sirekli ve anali-
tik olan f(z) fonksiyonu e§er¥z,#z, i¢in f(z,)#f(z,) kosulu-
nu gergeklerse; f(z) ye "Yalinkat fonksiyondur" denir.

Tanim 1.2.2. D

{Z||Z|<1}

>
It

{2|IZI>1}
aD =3A={zl|z| = 1}

olmak iizere S ve ) siniflarini tah1m1aya11m.

w
1
——
—h
—
N
~—
u
N

+

itr~18

a znl f(z) : D de yalinkat}

n=2 "N

~1
n
——
L=}
_—
N
N
u

z + b+ ] bnz'nl g(z) :4 da yalinkat}
n=1



Y sinifinda, b, katsayisina g(z) fonksiyonu ile yapi1-
lan tasvirde resim bélgesinin "Konform Merkezi" adi verilir
ve

2m

b, = g(ret®)ds

1
2ﬂof
olarak tanimlanir. Ayrica Onemle belirtmek gerekir ki,
f(z)eS 1ise f(z) Z+a,z%+a32%+.... acilimni haiz olup
a;=1 olacak sekilde normalize edilmigtir.

Teorem 1.2.1. Yalinkat iki fonksiyonun bileskesi de
yalinkattir.

Teorem 1.2.2. —%—)fonksiyonunun yalinkat olmasi igin
flz

gerek ve yeter kosul f(z) fonksiyonunun yalinkat olmasidir.

Lemma 1.2.1 f(z) fonksiyonu bir @ bolgesinde analitik ve yalinkat
olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonu ile yapilan tasvirde;

Alan f(Q) = J[|f'(z)]|? dq
A
dir,

f(rel‘(})|2 dg = 22N

Sonuc 1.2.1. 1 2?|
2m oj

o 3
It~ 8

0Ianl

Parseval idantikligi ile Lemma 1.2.1 birlestirilirse,
bir f(@) tasvir bdlgesinin alani, su sekilde belirlenebilir:

Alan f(Q) = ./ |f'(z)]|%da = - 2'"f(r‘ei&)Izd\(} = at "
f(ﬂ{ ZHOII nZO n



Teorem 1.2.3. (Alan teoremi)

g(z)e] olsun. Bu takdirde ;

Alan (g(a)) = n(1 - § njb [?)

dir.
: 1

. - -2
Ispat : g(z)e] ise g(z) = z+b +b z" +b,z7+.....

fonksiyonu A da yalinkattir. Teorem, §J sinifina ait bir
g(z) fonksiyonu ile A nin resmedildigi bélgenin alanini ve-
rir. Sonug 1.2.1'e gbre, analitik bir fonksiyon ile yapi-
lan tasvirde, tasvir b&lgesinin alaninin :

o p RTAT hr(w) dW = L ff [he(w) ] 2de
2ui C(r) LA H(r)

oldugu biliniyor. Bu egitlikte h(W) = W alinirsa,
hiw) = W ve h'(w)dw = dw olur.
w= g(z) ise w = g(z) ve g'(z)dz = dw = h'(w) dw d1ir.

‘Ayrica, 1z = relt kutupsal gosterilimine gegilirse;

dz = ireitdt ise dW = g'(z)dz = g‘(reit)ireitdt ve
o= g(re!t) esitlikleri bulunur, buradan
1 Alan H(r) - LL7 e zaw = 1— AUW) h' (W)dW
m H(r) 2ni C(r)

21 [ Waw

- C(r)



1 alan H(r) = 1— [ G027 g(2) dz

i 271 C(r)
2m _ .
=1 [ pelt g'(relt) g(relt) dt
2m ©°

esitligi elde edilir.
Burada ;

-n
: bnz

It~ 8

glz) = z + B}
n

fonksiyonunda: b, katsayisina resim. bdlgesinin. konformluk
merkezi ad1i verilir.

3 -n
glz) = z + Z bnz
n=1
yazilabilir. Buradan,
g(relt) - relt + y bnr'ne'lnt
n=1
ve
§zr =2+ § bz
n=1
ise
g(relt) = re'it + Bnr'nelnt
n=1

olur. Ayrica

g'(relt) dt = i (rel? 7 nar "b SR

olur.
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g'(re et nep N
2n o
1 alan H(r) = - [ ) n|bn|2.r'2n)dt +
i 2m 0 n=1
2n : o _ .
+ 14"] (3 b, Pl mi(net)t_ ] bor n+1 e1(n+1)t)dt
~2n ° n=1 ‘ n=1
2n oo ) _ PAI
- L [ (r2- ) nlb izr'zn)dt po Y nb.r n+1 [e 1(nH)tdt-
2m ° n=g " 28 n=gl [0 0
1 n+1 i(n+1)t
- el dt
21 n=1 iy I

elde edilir.

0 ALY et

=3
no
=
=
Ll

0 ise

olduguna gére n+1 # 0 alinacagindan,

2m 21]'.
| ollnet)t o | [ glin+et)t g

0 0

dir. Buna gore

2T
g nibg AT ) ] odt
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[o0)

L atan H(r) = r2- ] nlp |2r74"
n n=1

elde edilir. Bu adimda r-+1 alinirsa,

oo

L atan (g(a)) = (1- ] nlb,|?)
N n=1

Alan (g(a)) = n(1- ?1 nlb,|?)
n=

oldugu goriilir.

e

Sonu¢ 1.2.2. g(z)e] ise L nlb,|2s!
n=1

dir.

Sonug 1.2.3. g(z)e] ise b, s 1

dir. Esitlik yalnizca g(z) =z + b, + e21P;71 okstremal
fonksiyonu ig¢in vardir.

Teorem 1.2.4. f(z)eS ise |a,|s 2

dir.

Not : Bu teorem "f(z)eS ise Ianlg n" ifadesiyle verilen
Bierberbach tahmininin n=2 i¢in &6zel seklidir.

1.3. Yi1ldizi1l Yalinkat Fonksiyonlar Sinifl

Tanim 1.3.1. 02ts1 olmak lzere;

W= f(z) =2+ anzn
n=2
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fonksiyonu ile D bdlgesinin tasviri f(D) igin, Wef(D)'ye
karsilik; tWef(D) kosulu gergeklenirse; f(D) bdlgesine, bag-
langi¢ noktasina gore "Yildizil Bolge" denir. Veya degdigik
bir tanimla : W: dizleminde baslangi¢tan gegen bir dogru
f(D) bdlgesinin sinirin1 en fazla bir noktada keserse, f(D)
"Yildiz11l Bblge" adini alir.

n

Tanim 1.3.2. f(z) = z + z fonksiyonu

) a
n=2 N

D ={z|{z1<1} de yalinkat ve analitik olsun. Bu takdirde,
f(z) fonksiyonunun D'yi tasvir ettigi bdlge, baslangl¢ nok-
tasina gore yi1ldizil ise f(z) fonksiyonuna "Yildizil Yalin-
kat Fonksiyon'“ denir.

(o]

Teorem 1.3.1. f(z) =7 anzn fonksiyonunun D de yi1ldi-
n=1

z11 olmas1 ig¢in gerek ve yeter kosul

olmasidir.

o0

Teorem 1.3.2. f(z) = 7§ anin fonksiyonunun D de y1l-
n=1

d1z1l olmasi igin gerek ve yeter kosul : y(t) : vy(2n)-vy(0)=1
kogulunu gercekleyen ve t nin artan bir fonksiyonu olmak U-
zere

2n 1

flz) = a z Exp[2°f log dy(t)]

1—2eit

olmastidir,
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Teorem 1.3.3. f(z) =z + ] anzn fonksiyonu D de

n=2

ytldizil ise, |a |sn dir.

Esitlik yalniz ve ancak asagidaki Extremal fonksiyonlar
i¢in saglanir

filz) = —Ffe—
‘ (i+elfz)?

1.4. Konveks Yalinkat Fonksiyonlar Sinifi

Tanim 1.4.1. Bir @ bolgesi gbézénine alindiginda, Ostsi
icin, z,,ZZEQ olmak lzere, tz,+(1-t)z,eQ oluyorsa, @ bdlge-
sine "Konveks Bolge" denir. Yani, @ bolgesinde alinan
z,#z, noktalarini birlestiren dogru tamamen @ bdlgesi igin
kaliyorsa @ konveks bir bdlgedir.

[o0]

Tanim 1.4.2. f(z) =z + anzn fonksiyonu D de ana-
n=2
litik ve yalinkat olsun. Egder birim dairenin f(z) fonksiyo-
nu ile yapilan tasvirde, resim bélgesi konveks ise, f(z) fonk-

siyonuna birim dairede "Konveks Yalinkat Fonksiyon" denir.

Teorem 1.4.1. f(z) = a1z + a2z* + ..... analitik fonksiyonu-
]
nun D de konveks olmasi ig¢in gerek ve yeter kosul 1+z fefz% eP olmasidir,
: ' f'(z

Sonuc 1.4.1. f(z) konveks ise Re z filz), 1 dir.
f (z) 2

Yani her konveks fonksiyon l-mer‘tebeden y1ldizil fonksiyon-

dur. 2



- 14 -

(=]

Tanim 1.4.3. f(z) =z + anzn fonksiyonu, birim dai-
n=2

rede analitik ve yalinkat olsun. O0soasi olmak lizere,

fll(Z)
£ (z)"
ye birim dairede a ..mertebeden "Konveks Fqonksiyon " denir.

Re{1+z }J>a  kosulu gercgeklenirse, f(z)

n fonksiyonu konveks ise,

Teorem 1.4.2. f(z) = ) a,z
n=1

dir.

Teorem 1.4.3. f(z) fonksiyonunun D'de konveks olmasi i-
¢in gerek ve yeter kosul zf'(z) fonksiyonunun D'de y1ldiz1il
olmasidir. Bu, Teorem 1.3.1 ve Teorem 1.4.1, bir sonucudur.

Teorem 1.4.2. f(z) = z + z"  fonksiyonu D'de kon-

y a
n=2 H

{1749

veks ise |a_|< 1 dir.

n

1.5, a_Spirallike Fonksiyon Siniflari

o0

Tanim 1.5.1. f(z) = z + ) anzn fonksiyonu D'de ana-
n=2
litik yalinkat ve f(0)=0, f'(0)=1 kosullar:i ile normalize

edilmis olsun. Eger |d|<1 olmak tizere,

i, f'(z)

Re e 7'z > 0
f(z)

kosulu gerceklenirse, f(z) fonksiyopuna o - "Spirallike Fonk-
siyon "denir, ve feSP(a) seklinde gésterilir.



Teorem 1.5.1
-1<k<1

ve

Re| Eii5—)~]em
fkz)

olmasidir.

ise

dir.

eia zf'(z)
f(z)

olmak tzere,

F(Z) = _\_Z__

zeD

i )

= Cosa +

‘;‘

feSP(ax) olmasy i¢ip gerek ve yeter kosul
olmak Uzere,

k+1
2 T

/ 2cosa>

f(z)

.
Pse B | o z§

, @ - spiral Koebe fonksiyonudur.



IT. BOLUM

2.1. Pozitif Reel Kismi Haiz Fonksiyon Siniflari Icin Katsa-
y1 Teoremleri '

Teorem 2.1.1. P(z)eP olsun. c,=2 , c_,=c, (kz1) ol-
mak iizere,

m m -
c Aoh 2 0
o alo Skt

dir. (m=1,2,...,o) ve (xl,xz,...,xmeC) dir.

(o]

Lemma 2.1.1. P(z) = 1+ ) anneP
n=1 -

ise
|C,, |52

dir.

m
Teorem 2.1.2. )

k=0 %

Cpoyg ity O

I~

0

egitsizlidgini;a, ,xz,...,xmec sayi1lari gergeklesin ve C =0
C_y= Ck olsun. Bu esitsizlik, m=1,2,... dederleri ic¢in
varsa P(z)eP dir.
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2.2. Yalinkat Fonksiyonlarda Katsayl Teoremleri

f(z)eS olsun. Bu fonksiyonun z=0 noktasindaki Taylor

agilimi f(z) = z + a,z2 + a,z% + ... + anzn + ... ise
Bieberbach tahmini [a [gn dir, ve 1985 yilinda De Branges

tarafindan ispatlanmistir .

Teorem 2.2.1. f(s)eS olsun. f(z) fonksiyonu ile yap1-
lan tasvirde, sinir noktalarinin w=0 noktasina olan uzaklik-
lar1 1/4 den kiigik olamaz.

isgat : ¢, D bolgesinin disinda herhangi bir nokta ol-
sun,

. cf(z)
c-f(z)

fonksiyonunu tanimlayarak g(z)eS oldufunu gdsterelim

(1) g(0) = cf(0) = 0
c-f(0)
dir.
(2) g'(z) = Sf(z)(c-flz))-(-F'(2z)cf(z))
(c-f(z))
ise
g' (0) = £ oy
CZ
dir.
(3) z, = 1z, i¢in g(z,) = g(z,) olmal1.

f(z)eS oldugundan f(z,) = f(z,) dir.

= : olurki, g(z,) = g(z,) dir.
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(4) f(z)eS ve f(z) fonksiyonu ¢ dederini almasin,
yani f(z) #-c olsun. Bu takdirde h

2 3
£(z) clz+a,z?+a,z3%+...)
g(z) = C =

c-f(z) c-z-a,z%-a,z3-...

foﬁksiyonu birim ¢emberde analitik ve yalinkattir, dolayisiyla
g(z) = z + Lga,+1) z2+.....
c

a¢ilimini haizdir, buradan

Bieberbach tahminine gdre ;

|l (ca,+1) <2 ise |a,+ 152

c c

A= 1L a,-a, s v a,l+l-a, 5202 ise
c - c ad,-d,1= . 2 2 1=

|c|>1 bulunur . 0 halde sinirdaki noktalarin w- dizlemindeki
4

resimleri hi¢ bir zamanh 1/4 den kiiglik olamaz.

2.3. Yildizil Yalinkat Fonksiyonlarda Katsayi Teoremleri

Teorem 2.3.1. f(z) =z + | a ZK
k=2 K

y1ldizil bir fonksiyon ise her bir n pozitif dederi igin
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lanlsn
dir.
i . : zf'(z) :
Ispat : f(z) yi1ldizil ise ——?—T—EP dir.
flz
Zfl(Z) 1 + Z bkzk = g(Z),
f(z) k=1
k = 1,2, icin |by [s2
dir.
z+ ) kakzk - (2 + L akzk)(1+ y bkzk)
k=2 k=2 k=1
olur.
n = 3,4,5 ig¢gin z" nin katsayilari:
n-2
na, = a, + kZ1 an-kbk + bn_1

n =2 1icin 2a,= a,+ b, ve boylece J|a,[= b,s2

glz) = 22 olmak uzere
1-z
la, | sk .k =2,3,...,n-1 igin
n=2 ‘ n-2
l(n-1)an|=|kz1an_kbk+bn_1|§kz1 2|a, | +2 s
n-1
< 2(1+ J)k) = (n-1)n
k=2

Buradan Ianlgn elde edilir.
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2.4. Konveks Fonksiyonlarda Katsayl Teoremleri

K

Teorem 2.4.1. f(z) =z + )} a,z
k=2 K

konveks bir fonksiyon olsun. 0 halde herbir g, pozitif de-
deri icin,
|ak|§1

dir.

3

Ispat : f(z) konveks ise,

it T 7Z +
n

na

e~ §
N
>

ylldizidir,

nla |sn (Teorem 2.31.) oldujundan [a |s1 dir.

R £, IL TR oldugu ig¢in

-z
]an|s1

dir. Eger n=2 igin |a |=1 ise zf'(z),Koebe fonksiyonunun
bir déniglmidir.

2.5. o - Spirallike Fonksiyonlarda Katsay: Teoremleri

Teorem 2.5.1. Eder f(z)eSP(a) ise her bir nz2 ig¢in

Uolke2s-t|. 1"
1 K (n-1)1

n

k

1
1

la | T ((k-1)"+ 4k cos?a)'/?

= s

esitsizligi gecgerlidir.
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b(z) = | bkzk
k=1"

ise

oo o k 0o k
()b zk)( (k+2s-1)a,z") = (k-1) a,z
RGN k L X
dir.

RTINS ST PPRIEN AL

k-1)%]a < k+2s-1]%. |a
o 7 L .
veya
n-1

(n‘1)2|anlz§kz1[|k+25_1|2_(k_1)2]|ak|2
veya
a peeost 7 klayl®

-1 k=t
a,=1 la,|s2cosa Iaalgcow(1+8cosza)1/2

dir.
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2.6, Kuvvet Serileri Uzerine Bazi Katsayi Teoremleri

[o¢]

Teorem 2.6.1. f(z) =z + ] anzn fonksiyonu birim
n=2
dairede analitik olsun ve birim dairede orjindeki degerin-

den haric¢ diger noktalarda sifirlari olmasin. Bu takdirde,

Crk-1

1 gk-1

1
+

ple) = F7eK) 7k s Ty

e~ 8

dir. Burada,

y(k,m) =(k #1) (2k+1)(3k+1)...(mk+1) = j?1 (jk+1)
v(k,0) ‘= 1
olmak iizere,
oy - ; Ok 1) ( ) azl.azz.a:3...a:21 )
m=1 M op{n) ritery et !

olup, (r,, r,, r
yi1lardir.

g1 e rn), ntlileri negatif olmayan tamsa-

r1+2r2+3r3+ ...+nrn=n

A L L

1]
=3

denklemleri gergeklenir.
Uygulama :n= 2,3,...,6 igin‘formUIIeri hesaplayalim.

Yukaridaki formilleri kullanarak,
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n=1 , m=1 i¢in r, =1
r
(-y(k,0) %' 1
Cx-1 - a,
k r! k
n=21ig¢in r +2r,=2 r,=0,r,=1 r +2r,=2 r,=2,r,=0
ise ise
rotr,=1 m=1 rotr,=2 m=2

2 a2
Cy g™ (-1)Y(k,0)a3+ (ENPAG WET\N S <" 1a3+ k-+1 a?
k k2 2! k 2k
n=3 i¢in  r+2r,+3r,=3 ry=1 1 +2r,+3ry= 3 1y =0 ry+2r,+3r3=3
ise ise
ry+ v, trg=d ry=r,=0 ri4r4r,=2  rpEr,st o rpdr,+r,=3
r,=3
ise

r,=r,=0

C S0, L)kt o (1) 3 (k) (2ktt) s
3k-1 K¢ K2 2673 6k 3 2

n=4 igin r +2r +3r, +4r, =4 Q'=1.-m=2ﬁn =r,=1 veya r, =2

>
T, P, = ] m =1 m=3-an =2,n, =1 m=4 r, =4
Capq” (—1)a5+ k+1az a,+ k+1a§- (2k+1) (k+1) 2, (3k+1) (2k+1) (K+1) 4
k k2 2k? 2k? -2 24k * 2
n=5 i¢in v +2r,+3r +dr,+brs=b  ry=r,=1  m=1+ r =1 m=4-+r, =3

->

P Al AT+ =2 > ry=r,=1  m=3+ r,=2,r =1 r,=1



1

Cok-1

k®

= 6 igin :

1
6k-1"" ;ﬂv

+
1

Teorem 2.6.2.

== =+ LS Lt ——a,3,-

k+1 (
2k ?

3{L—A’-——)-(2a3a1,+3a§a
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k+1

_'ﬂk,4)a5

Y(k,B)aga 3
120k °®

Y(k,2) ,
o (aZa,ta,a)+ o

2

k2

T, +20,+30 ;+4r 457 +6r = 6

AR PTG L PR AP

(kéz)(Ba a +6a,a,a,+al) +
ok

2a,84+28,85+a5) - ,8,8,

k,3

v (k,4) a R (k,5) :

2)%
3
24K 720k®

2k*

C katsayilari ayni1 zamanda,

-1

seklinde ifa

+(J

nk-1
k

(k+1)a,

(k+1)a

a, 0
2k

(2k+1)a,

a,

3a“

(n=-1)k
[(n-1)k+D]a,

na (k+n-1)a_ (2k+n-2)

n+1 n

de edilir. Burada,

i+1<] ise
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' : T Cnk-t
Ispat : @ (g) = —g+ ) kel
(/e /R st g
‘denkleminin tlrevini alirsak,
1 (/e R S L LT
k [F1/ek)Ht/k gkt n=1 £k
Col
! = (- 2 nk-1
e(F(1/7g%)) 17K n=1 (k)
ve
1 1 1 © nag
—_— f! (___) = . z
Ek Ek EF n=1 (gk)n
olur.

Burada 1/gk y1 z ile defistirirsek ve a,=1, c_yq=1
ifadelerini kullanirsak yukaridaki denklem;

(n§1 nanzn)(nz0 an_1zn) = (nz

Bu denklemin her iki tarafindaki zn"L1 katsay1ilari,
n+1 sabiti ile egitlenirse,

I~

(jk+n-j)an+1_jCjk_1=0, n:1,2,3.-.

J=0
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Cra-

C_1=1 trivial oldugundan ilk n+1 denklem,
Coqr CpqsCopqoevs Crpy dediskenlerinde lineerdir.
mer yOntemi ile,
n=1 igin a,C_4=0 , c_4=1 + a,=0
b+ a,+kCy _4=0
ka,C, _4=0, a, =1~ KCy -4
n=z ig¢in : 2a,C_,=0 ,  2a,=0
}» 2a,+(k+1)a,+2k=0
2as+(k+1)a,C _4+2ka Cyy _4=0
n=3 ig¢in : 3a,+(k+2)a,+(2k+1)a,+3k =0 .....
Aij ler i S .atm | stiitun olmak lzere a1=C_1=1

AH={[1+(1-1)(k-1)]az+h1 1+131
- All_ a2

0 T+1<1

A ={l1e(2-1) (k-1 a, 14122
+ A ,= k

0 1+1<2

Ays={l(2+(3-1) (k-1) ap,,_4 2+123
+ A, = 2K

0 2+1<3

221

222

323
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a, k 0 0
24, ‘(k+1)a2 2k ce 0
N S Dl
nk-1
ntk"
na . [(n-1)(k+1) Ja,
dir.

Teorem 2.6.3. Teorem 2.6.1 ve Teorem 2.6.2 de

k yerine =K konursa;

g(z) = (1’(zK))1/K = 7 4 vy ZNK+1

n

b
1

It~ 8

seklinde bir ifade elde edilir. Burada b1 katsayilarl

az -K oo 0

2a

3

nK—1_ n!(_K)n

na, [(n-1)(1-K)]a,
veya
r
n r n
an_1' mz1 (-1)mY(—K¢m-1) ( 2 Aol vve s an+1)
) (-k)™ Iplndry ! p!
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ile verilir.

ispat : Teorem 2.6.1 ve Teorem 2.6.2 nin ispatindan
yararlanilarak benzer sekilde elde edilir.

‘ aYz‘l
n=1 igin (-1)y(K,0) _ bK_1 _1 2,
(-K) ro| K
n=2 i(;in ( 1)Y(—K30) a3+ (—1)2Y('K,1) a%
(-K) (-K)?
1 1-K
= b = A= 2
2K-17 M5 AR -
Teorem 2.6.4. f(z) = anzn birim dairede analitik
n=1

olsun ve orjinden haric¢ noktalarda sifirlari olmasin. Bu
takdirde a#0 ~ herhangi bir reel say1 olmak Uzere

[-Z ]a/z - 1 ? b 7" agilimindaki bn katsayilari
=1

f(z) n 4
by = Copy o+ k=2 seklinde ifade edilebilirler.
Ispat : f(z)eS ve f(z) , E de sifirlari haiz ol-
Z masin,
b le) - (f(1/lk))1/k " n§1 §3t33

1/t;k yerine z yazarsak;
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1 1 -
= c
LY

eI~

herhangi bir aeR i¢in 1/k yerine /2 yazarsak k=

1 - 1 " z bnzn-a/Z
(f(z))a/Z Za/Z n=1
20‘/2 ile her iki taraf1 carparsak;

h(Z) - (f(Z))'a/2= ( _g__)a/Z L7, § b Zn
z f(z) ey ® ]

elde edilir.

L fonksiyonu

Teorem 2.6.5. w=f(z) = z + ) a.z
n=2 0

birim dairede analitik ve orjindeki dederinden hari¢ nokta-
larda sifir olmasin. Bu fonksiyonun makiis fonksiyonu;

z = glw) = w+ ] bnwn
n=2
ise bu takdirde,
-1
1 q" -n
b = h(z)
n ! dz""! [hiz)] z=0

dir.

Ispat : f(z) = z fonksiyonu birimdairede analitik
ve , h(z) = flz), 1+ a,Z + azz%+...= 1 + | anzn"1

z n=2

olsun.
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C, z-dizlemi ic¢in orjin civarinda kiigik bir daire,
r, w-dizleminde, C'nin f(z) altindaki resmi olsun,
F(z) = F(glw)) = } ann ise,
n=0

Cauchy formiliinden,

1 F(z)
C. = — dw
n 2mi T wn+1
r'+ C : ve w+ z integrali degistirirsek,
c, = = | fEL2Rf(z) 4,
2ni C (f(z))

U=F(z) ve dv=(f(z))""*") fi(z2)dz , (n#0)

C = 1"AC F(z) + 1 J‘F'(Z) dz
2t -n(f(z))" omi ¢ n(f(z))"

burada ilk terim sifir oldugundan,

1 F'(z) 1 F'(z)
C. = S/ dz = i d
N omi ¢ on(f(z)" ‘ 211 C nz" ‘

Bu denklemin sag tarafi zn—1 in katsayilaridir.

(F'(z)/ n(h(z))" igin MacLaurin serisinde)



Sonu¢ olarak,

C - 1 . dn-1 F'(Z) ]
n (n=1)! dzn'1 n(h(z))" z=0
ve
o0 n n-1 ,
Flz)=F(0)+ 1§ “ (4 Fiiz)
n=1 nt dz" " (h(z))" : ;
Z=

dir.

F(z)=z ise f(s) ve g{w) makis fonksiyonundan,

1 g"? -n
b = — . h(z))
nt  dzn! ot

z=0

dir.

Ornek : Efer w = zéAZ ise makis fonksiyonu ig¢in

MacLaurin serisi bul ve serisinin yakinsaklik yaricap1?

¢ozim : h(z) = ghz olsun.

n-1 n-1 n-1
b, = i d — (ePNZ) . A . ve
n! dz : ni
z=0
oo n-1 _n-1
7 = Z A n Wl
n=1 n!

dir.

Oran testinden yukaridaki seri|w|<1/lA|e igin
yakinsaktir.
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n fonksiyonu birim

Teorem 2.6.6. f(z) =z + § a_z
n=2 "

dairede analitik olsun ve birim dairede orjindeki degerin-
den harig¢ diger noktalarda sifirlari olmasin. Bu fonksiyo-
nun makis fonksiyonu;

n=2 "
ise bu takdirde n22 ig¢in ;
n-1 5 oNe Tn-1
b= 7 (-1)" (nsm-1)! (] 8yl a2 ... Ay )
m=1 n! Gp(n-1) g bl ear !

dir.

Uygujgww i (rﬁ,rQ,...,rn_1) in (n-1)lileri, om(n-1)de
negatif olmayan tamsayilar ve om(n-1) bu (n-1) lilerin bir
climlesi

ri+2r,+ ... + (n-1) "hoq © n-1

YL 4P, + ... 41 =m

n-1

olmak lizere,

n =2 1ig¢in : r =1, m=1
- 1)1 a
bz‘(1) (2+1 1) __2_=_a2
21! 11
n=3 i¢in : r,+2r,= 2 r,=1 Y, +2r,=2 r,=0
> >

ry4r, =1 r,;=0 ri4r, =2 ry=2
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a aj
pyo L1)1(B+1-1)1 T (1)2(3w2-n)t 2E 0
3! 11 3! 2!
n=4 icin  v,+2r,+3r,=3  r,=1 Mm=2+ 1 =r,=1

riHr,tr, =1 ry=r,=0 m=3+ r,=3

o L (ar=t) 1

(-1)2(432-1)1 5, (~1)2(4x3-1)1 25
41 ' 41 o 41 3!

b,= -a,+ba,a,~5a,

[oe]

Teorem 2.6.7. f(z)=z4+ anzn fonksiyonu birim dai-
n=2
rede analitik olsun ve birim dairede orjindeki degerinden

hari¢ diger noktalarda sifirlari olmasin. Bu takdirde makis
fonksiyon; '

n=2 "
ise
na, 1 0 “es 0
2na, (n+1)a, 2
n+1
b = ("1)
n n!
(n-1)na ((n-2)n+t)a ,

ile belirlenir.
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Uygu)ama : Aij={[(i'j+1)n+j-1]ai—j+2 i+12]

0 i+1<j

olmak lizere,
Apy= (1=1+1)n+1-1)a, 4.0 1+1321 = na,
A, ,= (1—2+1)n+2-1)a1_2+2 1+122 =a,=1

- 3
b2= ..g_1_)_. 2a2=_a2

2!

_ y 332 1
ba"&_Ll = 2a§—a3

3! 6a, 4a,

4a, 1 0
b= 1 8a, 5 - -5a-
= a3 az 2 | = bazaz-baz-a,
4!

12a, 9a; 6a,]

6| ba, 1 0 0
b = (’1)
5 51 (10a; 63, 2 0
15a, 11a, 7a, 3| -= 6a2a“—21a§a3+14a;+3a§—a5
20a, 16a, 12a, 8a,

o

Teorem 2.6.8. f(z) = ] bnzn = bz +.u0unn fonksi-
n=1

yonu birim dairede analitik ve | f(z)|<1 kosulunu gergeklesin.

Eger g(z) =1 + f Pnzn fonksiyonu da birim dairede anali-
n=1

tik ve Re g(z)>0 kosulunu gergeklerse; teorem 1§1.i'den

gl(z)+1 n

seklinde ifade edilebilirler.
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Ispat : Mobius transformasyonlarindan,

+ -
Z ve z =421

1-2z w+1

-

|

w=

|z]<1'i Rew>0 tasirsakve tersine B, ve P siniflari (*) ve
(**) denklemleri ile ilgili olur. Gercekten; bu denklemle-
rin herbiri i¢in f(z)eB, olmas1 igin gerek ve yeter kosul
g(z)eP olmasidir.

Teorem 2.6.9. Teorem 2.6.8. deki (*) ve (**) katsayi-
lar1 n21 ig¢in,

b1 -1 0
bp bl |
b3 b2 bl "'1
Pn=2
bp_1 b2 bn_3 b -1
bn . bn_2 bn_3 b,
Ve
Pi 2 0 0
P2 PR} 2 e 0
(_1)n+1 Pj P2 P ‘e 0 0
b =
n on
Pn-1 Pp-2 Pp-3 R P1 2

dir.



- 36 -

{jygui@m&: p,= 2b, ,
p,= 2b,+2b,

p3= 2 bl '1 0

b, b, -1] = 2( b +bstb,by+byb,)=2b)+4b,b,+2by

b3 b2 bl
2 2 A
Py= 2by+4b,b3+2b,+6bi1b,+2b,

5 3
b= 1 P ) b,= 1 (2p,-p1), by= L (4p;-4p,p,+py)
2 4 8
1 2 2 4
b,= Tg (8py=8p,p,~4p,+6p,P,~P,)

Teorem 2.6.10. P(z)=C,+C,z +c,z’+.... |z|<1 anali-
tik ve Re (p(z))>0, E iginde ise nx2 ic¢in ve s21 ig¢in

Ch _ Cln-s

Co Co

ReC,
Co

<2

A
N

Bu esitsizlikler bltin n ve s igin gegerlidir.

-

+2Z
1-

p(z) = (ReC,) (—5) + i 1ImC, (ReC,>0)

N

ispat : P(z) fonksiyonu, E'de analitik ve Re P(z)>0
ve P(0)=C, oldudundan e

m ity _
P(z) = (ReCo) § a, &2 4+ i fnC,
| k=1 1-el ks
ifadesine haizdir, buradan
m
A 20 , 1sksm ve Z A =1
k=1
m .
_ int ,  (n21)
€, = (ReC,) kz1 2\ e k

dir. Dolayisiyle
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i m Bnt, M i(n-.
“n \5;1 s| . ] ZAkelntk - )2 § ne k] 2>\kel(n )t
C, Co C, k=1 0 k=1 k=1
ReCq . .
=2 || I nle!"k - zel B
Co k=1
ReC, m eC, m :
=2 | IR 'klﬁlekl
0 0
ReC, m o s
Q: Z )\k el(n ' )tk
CO k:1
olmak lizere ve
Bk = eintk~2 ei tk@ 1sksm

. .
Y A |B,|¢1 oldufunu gosterelinm.

= k'7k

Schwarz esitsizliginden;

(Ya e, e 1o, 3 T
x 1B [)2s ) a A IBo]z = o) A |B, |2
k=1 K K k=1 K k=1 B kZ1 | B

m m ]
AI(n-s)t
Y A B |2 = 1+4 |Q|%2-4 Re | A, e k @

m .
m : m . i{n-s)t
Re J N e-l(n-s)th= Re J A e-1(n—§)t.k(ReC0 ) qu Q)
k:1 k=1 Co q=1
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ReC, m m .
- _ -i(n-s)t
P qz1xqe1(n s)tq 2 Ay ® %)
ReC, M e
- Re (—2 | T aelln=s)tqpe)
Co q=1 ¢
R m
_ eC, \ T el(n-s)tq“2 T
1Col q=1 ¢

m
Da 18ls = 1 v e fale - 4 e = 1
T A I8, | st
Ay | B 2¢
K= k! k

Simdi P' de tirevi haiz bir fonksiyonun tersi igin
.sin1r katsayilari ile ilgili bir teorem ispat edelim.

Teorem 2.6.11. Eder f(z), tlrevi pozitiﬁ'reeL kisma haiz
bir fonksiyon ise

Flw) =w +y,024y,wi+. .. ...
ve
folw) =w +B,z24B,z% +.....
folz) = -z-2log(1-z) ile verilen fonksiyonun makiisi

ise, o halde |v,[$[B, | , k=2,3,4,... ve f,(w) verilen esit-
sizlikte tektir.

lJy.gknna i p(z)gp ise i—fp ve sonu¢ olarak
FAZ
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F1(z) = —— ve f(Flw)) = w , F'(0) = p(Flw)), |w|<p(f)
p(z)

flw) =wty,wiy, 0l .,
P(z) = 14C,z+C,z%+..,

denklemlerini birlestirirsek

1+ 7 kykwk_1 = M A ()

k=2
k=2 icin
1+2y2w=1+01(w+y2w2+...)+Cz(w2+y§w”+...+2w3y2+...)

2v,u= Cyw > 21%,=C,
k=3 igin
143707 =1+C, (wry, w2+, . )+C, (w?ey 2o+, 420y, +.. . )+
+C, (wy, w4, .. )°

3y,w?= C,v,w+C,0?

Cy

3v;= C, — + C,» 6y,=C.+2C, » 31y,=C, +2C,
2

k=4 icin

1+4qu3=1+C1(w+y2w2+Y3w3+...)+C2(w2+Y2w“+...+2w3Y2+...)

+Cy (0P 4yswl+...) + C (wh+y,wl+...)
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by, w’=C 15w +2C, 7,0 +C yw’

cl+2C, C,
4y,=C, ———— + 2C,— +Cy4
6 2

24y,= C° +2C C,+6C,C,+6C,= C,+8C C, +6C,

41v,= C; +8C C,+6C,

k=5 ic¢in

1+5Y5w“=1+C1(w+y2w2+yaw3+qu“+...)+C2(w2+ygw“+...+2yzw3+
+2Y3w”+...)+C3(w3+Y2w6+...+3Y2w“+...)+Cq(w“+...)
+Cs (w2 +5Y,0%+...)

2 y y
By, w*= C,w*y,+C, Y w*+2C,v,w" +3C v,w"+C, 0"

3 2 2

C,+8C,C,+6C, C, € " 200 C,

5Ys= C, + C» £ 20 303——— ¥ Cq
24 4 6 2

120v5= C+8C2C,+6C C,+6C2C,+8CC,+16C2+36C,C +24C,

5ly,= Ci+22C2C;+42C,C,+16C2+24C,

k=6 ig¢in
1+6Y6w5=1+C1(w+Y2w2+Y3w3+qu”+y5w5+...)+C2(w2+Y§w“+...
+2Y“w5+...+2w3y2+2w“Y3+2Y2Y3w5+...)+C3(3ng5+...+3Y3w5+...)

+C“(w“+4y2w5+...)+C5(w5+5yzw5+...)+C6(w5+...)
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670 =C, vy, w+2C,v,v,0 +3C,y2w +3C,y,w +4y,C,w’+C,uw°

C+22C%C +42C C +16C2+24C c2+2C, c2
6yg=C, — L2 L3 2 '+ C,C,(—) + 3C,—— +
120 6 4
C3+8C,C,+6C, C,C?
+ 20 C +C,+20,— 7+ 214 ¢,c,
24 2

720y,= C§ +22C; C,+42C% C,+16C,C2 . +24C,C,+20C7C,+40C, Co+
+90C} C3+10C] C,+80C,C3 +60C,C5+240C,C4+120Cs+60CT C5 +
+120C,C,

61v,=C> +52C3 C,+136C,C2 +264C,C,+120C;+180C,C,+192C} C,

Teorem 2.6.12. p(z) ¢ep olsun, bu takdirde,

Cy= |C? -C C¥= |C} -2C,C,+Cs|

. |

Ci= IC“ +C§ +eC,C,- BCfcz’qu

C¥= |C} +3C,C% +3C? C4-4C} €,=2C,C,-2C,C,+Cy |

C*= |C® +6C2 C2 +4C3 C,+2C,C,+2C,C,+C2 - C3 -5C% C,-
- 3¢ C“-GCICZCSHCGI

esitliklerinin hepsi iki ile sinirlidir.

Ispat : C%,C%,...,C¢ katsayrlar1 1 1
P(z) 1+C,z+C,z%+...

yardimi1 ile elde edilir. Buradan haraketle
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1 14C, 2 +C,224C,2°+C, 2 +C,2%+C 2%+, ..

+C,24C, 27 740,27 T+C, 2 740, 2" 40, 2% T+, L. - 1-C,z4(C-C,)z2-(C+C,-2C, €, ) 2*+( €} +2C, C,-3CICAC3-C, 2"~
C,ztC%22% €,€,23C,C,2"2C,C,2°+C,Coz®+. .. | -(C]+303C,-4C/C,+3C,C5-2C,C,=2C,C,+C, )25+
(cf_cé)z?+-(clcl-c3)z3v+(clcaﬂCL)z‘+(CLC4~C}3i5~~ +(C}+4C7C,-5C"C,+6C2C2-2C2C, ~6C1 C2C,+2C,C5-C342C2C o
(cc)7 H ¢ -a0,) 2 7 (i -G )2 (Ches-G6) 2% we-codet...

(€24C,-2C,C,)z % (C2C,-Ci+C3C Gy 2~ (C7C5-C,C3-C,Cy#Cs)22-(CTC,-C,C4-C Cs4Ce) 25....
(C?+C,-2C,C,)z’i(C?+C,CJ~2CfC2)Zh:(CfC2+CZC,—2ClC§)251(CfCJ+C§-ZC,CZC,)z°*...

.

C1+2C,C5-3C3C,+C4-Cy )2+ (C[C,+2C,C,~2C,CF~C2€,4C,Cy=C5) 2%+ (C]C,+C2-2C,C,C,-C7C,+C,C,+C,Cy-Cqlzo+...

7 2 - p
LY +2C,€,-3C]C,+C,-C, )2 +(C3+2C7C,~3CC,+C,C2-C,C, }235(CYC,+2C, C,C,-3CIC24C2-C,C )2 F ou - -

S p

C}+3C2C,~4C]C,+3C,C2-2C,C,~2C,C2+C5)2°-(C}C,+4C,C,C,-3C2C5+C2-2C,C,~C2~CC,+C2C,-C,Co4C) 28~ ...,
C1+3C2C,-4C3C,+3C, C5~2C, C, -2C,C,+C4 )25+ (CO43C3C,~4C4C + 3C4C2-2C2C,-2C,C,C54C,Cs) 28,0,

(C4+44C/C,-5C}C, +6C C4-20/Cy=6C, C,C,+2C,Cy L, +2C,C,+C3-C, ) 25+

.....

-----

(€ +4C)C3-5C]C, +6C; €2 -2C;C, ~6C,C,C+2C, €y -C,4+2C,C, +C,=C4) 2° +

e A 12 LR Y fohmeshin T 1 8 ok € RS e, Rt e d A A i e

0

Buna gore,
ct= lct-c, |
C*= [C}-2C.1C2+Cs |
Ck= |C'+2C,C,-3C3C,+C3-Cy ]
C¥= [C3+3C5C,-4C]C,+3C,05-20,Cy=2C,Cs+Cs |

Ck= |c§+4c3c3—5c7c2+6cfc§-2cfc“-6clc2c3+zclcs-c2+2czc“+c§-c6|

lde edilir.
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Tanim 2.6.1.2. TOEPLITZ FORMLARI

U¢ fonksiyon sinifini géz Oniine alalim. Her bir
fonksiyon sinifi ig¢in sinifin her bir fonksiyonu ile Toeplitz
formu denilen Hermitian karakterinde bir formu birlegtirelim.

‘a) Ay, a3, by, @z, byyenn, a ,b.,... reel katsayilar
olmak dzere, r,x kutupsal koordinatlarinda

[o 0]
a,+2 ] r"(a_cosnx + b_sin nx)
L n n
n=1
harmonik bir fonksiyonun a¢ilimi olsun.

cn=an-1bn y GG cn=an+1bn EES , 1) 7T oumb =0

kompleks sayilari tanimlansin, 6yle ki (Cv-u)’ bir Hermitian
matris olsun. (u v=0,1,2,..,n olmak lizere).

T =)c u u
z\)'1.11—1\) ’

n uyv=0,1,...,n

Hermitian formlarini gdz 6niline alalim; ve

o8]
a,+ 2 1 rn(ancos nx + b sin nx) harmonik fonksiyonu ile bir-
n=1

lesimine "Toeplitz Formu" diyelim.

n n
T = 3 y ¢

n formunu agacak olursak,
v=0 u=0

U
V-pu UUV



+ u +c U,U + ...+C u_u =
PULUFC a2 U *C 3 Uy v=nn v)

(couoﬁo+ci1ulﬁ°+c_2uzﬁo+c_3uaﬁo+ Lo.4C_u 0 )+

(c1u°u1+c0ulu

(c,u u,+¢ u u
+

(cpugup+e, _4u

elde edilir.

Co ¢
T =
n Cp C_
C-n 4
ve
Cy ¢,y

T2= C-1 Co

C

€2 ©y

seklindedir.
denktir, ve

RO QUL U HC pU U ek €y UpU )+

2O U U, HC_y U U bt Co_pqUupl,) + v 4

L Up¥Cp U, Up+C gl U et Cou )

Buna gdre T_ determinanti,

n

S x h

CI LI Cn_1
1 Co LRI Cn_z
_n C2_n ¢ o 0 Co

CZ

¢,

C0

Bu Hermitian matrisi, Toeplitz determinantina



2 c, op Ch

C_4 2 c, -1
Dn=

€ Cn+t Con+2 2

determinant: ile gdsterilir. Bunun sonucu olarak su teoremi
verebiliriz.

Teorem 2.6.13. p(z) = 1 +c,z +c,z%+...
kuvvet seriléerinin birim dairedeki bir P fonksiyonuna yakin-
samasl ic¢in gerek ve yeter kosul Toeplitz determinantini ger-
ceklemesidir.

2 C c, Ch
C_4 2 c, Crot
Dn=
C—n C-n+1 C-n+2 2
n =1,2,3,...
Ve C_k = % negatif degildir.

P(z) =7 p.p (eltkZ) P .50, t,eR ve t.#t. (k=j icin)
L PkPo » P>l Tye Pty tk=dde

Bu halde D _>0 , n<m-1 ig¢in ve

D =0 , nzm igin
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Teorem 2.6.14. (Harmonik fonksiyonlari igeren)

a,+2 ) r-{ajcos nx + b sin nx) serisi, r<f birim gemberin-
n=1

de yakinsar ve bir pozitif harmonik fonksiyonu gdstermesi

igin gerek ve yeter kosul n nin bltin degerleri icin

Tn =Z% I “u IR 0,1, n Toeplitz formlarinin negatif

o0 9
olmamasxd1r (Bu a,+2 Z pl a cosnx+b 51nnx) in si1fir olmasi

n(

disinda gecgerlidir).

) =l v lu-vl gllu-vie, & ,

ISPAT : T
——— (r e

wv= 0,1,...,n ifadesi r,8 kutupsal koordinatlarin
bir harmonik fonksiyonu tanimlar &yle ki onun r=1 i¢in nega-
tif olmamasi r<1 ig¢in ayn1 6zelligi gercekler.

n

2 r(a cosnx+bnsin nx), r<1 ig¢in pozitif ve
Z x) harmonik fonksiyonunu gdstersin.

regular bir

1 ix 21x inx,, _
T,(r,8) = - I“|u0+u1e +u,e tooctuen T 2f (r, x-8)dx
m

oldugundan Tn(r,&)go ve ayni zamanda Th(1’0)=Tn§0 olur.

Tersine; Tngo olsun buradan Tn(1,&)g0, béylece r<1
& keyfi reel say1l olmak iizere Tn(r,&)zo olur. 0zellikle
T,(r,0)20 oldugunu biliyoruz, T 20 dan cZ2-|c |%20, [c |ZG,

soncu ¢ikar, dyleki, a +2 Y rn(ancosnx+bnsinnx), r<1 ig¢in
n=1
yakinsar ve regiiler bir f(r,x) harmonik fonksiyonunu gdste-

rir. $imdi O<p< 1 ve x,, reel degerli keyfi bir sabit ol-
sun.

T (r,8)= Ty ru, e Xy e21x+...+une"1xl2 f(r,x-8)dx
27 -



- 47 -

gésterilimden

. . . n . _
U0+U181X+U2621x+...+Unen1x=(1-p2)1/2 7 oY eI V(X-%, )
v=0
bulunur. Oyleki n+e c¢in
ay1/2
L ™ U-pl) - |2 f(r,x)dx= 17 1 : f(r,x)dxz0
op T g al{X-Xo) 2T T1-2 cos(x-xp*-
Eger p*1-0 ise, bu ifade
( —lI?f(O) i de Poisson integrali) f(r,x ) a

2m ™ 1-2rcos(x-@kr?
yaklasir 6yleki f(r,x), r<1 birimgemberinde negatif dedildir.
Harmonik fonksiyonlardaki extremum prensibine gdére bu pozitif
olmak zorundadir.

2.7. Konveks Bir Fonkisoyunun Makiis Fonksiyonunun Ilk Kat-
sayi1lari Uzerine Toeplitz Formlarini Kullanarak, Bazl
Esitsizliklerin Elde Edilmesi

Bu béliimde 1983,1984,1985 yillarindaRichard.Jd.Libera,
Eligiusz. J.Zlotkiewicz tarafindan yapilan bir caligmayl
ele aliyoruz.

Teorem 2.7.1. K, bitin f(z) fonksiyonlarini igeren
S nin bir alt sinif1 olmak iizere f(s)eK igin |Yn|s1, n=1,2,
3,5,4,6,7, ve bu sinirlar degigmez.

fspat : f(z)=z+a222+a323+... fonksiyonu birim daire-
de analitik f(0)=0, f'(0)=1 ve yalinkat olsun. Bu durumda
f(z) fonksiyonun makis fonksiyonu en az 1/4 yarigapli dai-
rede Maclaurin a¢ilimini haiz -olup bu agilim.
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Flw) = wiy,wi+y,wls. ...

seklindedir. Bu ikisini birlestirirsek,

b4

f(f(w)) = w bulunur veya
w=F(w)+a, (Flw))2+a, (F(w))? +...
_ 2 3 2 3 2 2 3 3
w= (W, 0%+ 07 1L )48, (why 07 47,0 L L) 2Ha g (wy 07+ o )3k Hal
=(w+y2w2+yaw3+qu“+...)+a2(w2+yiw“+ygw5+Yﬁw°+Y5w‘°+y6w12+y7w‘“+ e
3 i 5 6 7 8 5 6 7
+2y 007 42y 0 2y, W7 42Y W2y W0 42,007+ L H2Y Y 30T H2Y YW H2Y, YW
8 7 3 4 2015 41, 316 5
429, YW A o +2Y5 Y, 0 e )+ (0P 43y, W 3y 0T Y W L L 43y W+
For 43y, 0 )by (0 4y 0 46y 200 4y S0 L Ly 0 L L
iy w7+ )+ (WS BB+ 0y w7 4. o 45y 07+ L)+ (W 4By, +
152004, L)+, (w7 +7y,0° . L)
w2(yy+a,) =0 ~»vy,+a,=0
w(y3+2Y,8,4a3) = Oy +2y,a,+3;3= 0

Yprdyt3y ,3,43, (y3+2v5) = 0

ag+d, (2y,#2Y,y7) 48, (3y #3v2)+4a, v Hys= 0
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Yot (2754272 Y+ y5) 425 (6, Y 43 V4t Y))+a, (6Y0+y, J+5a Y, +a, = 0
Y2z (2Yg+2Y, Y4274, ) 425 (37,46 Y, 7, 437243y 2y,) +

+2, (v, +12v, Y +4v7)+a (5 ,+10v2) +6a,y, +a, =0

Re {P(z)}> 0 ig¢in A de bitin P(z) regiiler fonksiyo-

nunun bir ailesi P olsun. - |
P(z) =1 + c,z +c,z%+.... zeh
f(z)eK ise
zf"(z) = f'(z)[P(z)-1]
n(n-1)an=cn_1an_2a2+3cn_3a3+4n_4a4+...+(n-1)c1an_1

Simdi a katsayilarin: hesaplayalim. k= 2,3,4,5,6,7,

n =2 icgin
262= Cl
n =3 igin

- - 2
ba,= c,+2c,a,=C,+C;

n =4 j¢in
(C2‘+ Cf)

12a,=C3+2C,a,+3C83=C3+C,C,+ C,
2

24a,= 2C,+2C,C+C,C,+C =2C, +3C,CptC]
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n =25 ig¢in

20as= c,+2C,a,+3c,a,+4 c,a,

4

2
120as= 6C,+8C,C43+6 c,C,+3C2+cC)

n==6 icgin

2 . 2 ,
(ci+C,) (2¢,+3C,c+C)) (6c¢8c1cgﬁcfciﬁk2+cﬂ

30a,= c,+c,C,+ c, > +C, - +C, 2

720a¢= 24c,+30c,c,+20c c 4+20c ¢ ;+15¢,c5+10c i c +c
n =17 1ig¢in
42a,= cy+2cza,+3c,a,+4ca,+bc,a,+6C, a,
(42)(120)a,= 120cq+144c,c5+90cic,+90c,¢, +40c2+120c,c, Co+40c Cq+
+45cTc2+16c3+16¢ ¢, +ct
Buldugumuz ay katsayilarindan

262 = C1 Cl
N S RV . =0+2y,+c,=0 2yy=-c,

= ¢2 2
ba,= ci+c, /2 + cltc,
Ys+2ays +a,= 0 Vs i

1t
o

6

2
6y3-3c1+cf+cz 0~ 6y3=2cf-cz

2 =
Yu+az(Y2+2Y3)+333Y2+aq“ 0

}

3
24a,= 2c3+3Cc1C,+C,



2 a
] (2c1-c2) Cc c

+C ~c, 2C,+3cC,C,*C;
4

3 El 2 2 24
24Y4+3cf+4c1(2cf-c2) - 6c,(cl+c,)+2c +3c,c 4Ci= 0

24y,= - 6ci+7¢c c,-2 C,

120y,= 24ct-4c’c,+22¢ ¢ +7¢5-6C

720r& - 1208 +96¢, ¢, +50c, ¢, +326G ¢, - 202¢ ¢, - 127¢ G - 246
(120)(47)y7=;120c5+528c1c5+1864cfc3+17400fc§+720cf+246czc4+

+100c2- 1182c2c, - 1292c,c,c5- 5656cic,- 127¢;

Teorem 2.6.12'yi kullanarak
2v,=-cy > 2|y,|s|eq |2

ct = |cimcal 6y, |s|c2|+|c2-c,|s4+2=6
<1C +|Cc=-C Sh4+L=
6v,= 2ci-c, b 21 ' O ¢

24y,= - 6¢c}+7c, Cc,-2¢C, :
24|Yq]g2|cf—2c1c2+c3|+|c1|3+3fc1]|cf-c2 <
cy = IC?'2C1C2+C3I

<4+8+12=24

120y;= 24c)-46c2c +22c c +7ci-6C,

} >

* - 4 2 - 2 -
ck = |c +cy+2c,¢,-3¢cic, ¢, |

120 |y, |s6]ct+ci+2c,c,- 3cic,-c, [+10]c,|.[c,-2c,c ke |+

+8|ck|[ct-c,| + |c,|?s12+40+64+4=120
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720Y6=—120c;‘+96c,,c1+50c2c3+326cfci-202cfc3—127clcf-24c5

}+

ct = |ci+3c cl+3cic,-4cic,-2¢c,c,-2c,c tc, |
2
720 | v4|s24|c +ci+3c,Co+3C C ,~4C3C -2 1C,=2C ,C 4] +
b 2 2 2- 3
+ 48 |c,||ci+ca+2c c4=3C C, =Cu|+34]|C,|2|Ccs=2C CatCi| +
+ 2 |c,]ley-cic,| + 14ci+5¢ ci-18cic,|
Teorem 2.6.10'kullanirsak |c,-c,c,|<2

720 |vy,|s 520+2 max [14cj+5ci-18cic,|

c,”0 farzedelim.

Toeplitz determinantindan n=2 ic¢in

1 2 3
- - 2 2= - 2
D,= c, 2 C, |= 4c+c1c2+c1c2-2c2c2-201—c
cC, ¢, ¢C

2
1 C

c = 2 igin

-+
Ni

D,= 8+ci(c,+C,) - 4c?-2 |c,|? Z+Z _ pay

o

= 8+2cZRec, -4c?-2 |c,|?
= 8+2 Refcjc,-4ci-2 |c,|?

2c,=ci+ x (4-c?) |x|<1 igin
720 kel 520 + 2 max |[14cj+5c5-18ciC,| den

|14c+5c;-18c%c, |=|14ct+ %[c:+2c§x(4-cf)+x2(4—cf)2] -
ctex(4-c})

- 18c%(
2

) | =
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5

= [14ct+ Z[ct+2x(4-cf)cf+x2(4-cf)2]-9c§—9xcf(4-cf) 1
S et (14 + 2 -9)4(4-c2)( 2 -9)4(4-G2 x2 |
4 4
L 5 1 2 2 2)y2 =
g CIZ— + _E (4-c1)c1+ (4-c2)
- cv( 22 .13 +1) +c2(26-8)+16
1 4 2 1

3 cua 18c2+ 165 100
4
720[yg|s 520 + 2.100 = 720 + |y, |5 1

(120)(42)y,= - 120c6+528c1c5+186A”Cfc3+17405fc;+720éf+'

+ 246¢,c,+100c?-1182c?c,-1292¢c,c,c,~5656c%c,-127c}
(120)(47) |y, |s 120c¥+288L, |c¥+246|c2|ck+28[c |3ck +
+ 10]c, [ *c¥+20]c,|[c,c,=c,|+6]c,||c,|+28 ci+64c c,c -90cic?-
-7¢c3|

A = |28c8+64c c,c, -90c?c’-7c]| olsun.

Caratheodory's kriterini kullanarak A<808 oldufunu gdostere-
lim: 0<c,$2 . Efer 0sc,s1 ise A<700 c¢,=C ve 1s5c<2 olsun
D,20 dir.

2 C, C,

D,= c o czf 20
c, . 2 c
Cs C» Cy 2
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D,=| (4c ~dce+c?) (8-c?)+(2c,-c?)2|62(4-c?)2-2 lZCz-Czl2
D, determinantini kullanarak,
4ca= ¢+ 2(4-c?)cx-c(4-c?)x2+2(4-c2)(1-|x]|2z)

|z|<1 igin D, ve D, kullanarak
8As[101c®+128c%(4-c2) ]+ ¢ (4-c?2)[512-128c2-189¢c? Jo+

+ c2(4-c2)[289-128c-9¢c? Jp2+(4-c2)[28-128c+57c?]p?
p = |x]|s1 F(p), 3. derece polinom olsun .
F'(p)=(4-c?){512c-128c3+189c"*+2[289c2128c3-9c* Jp+
+3(4-c2)[28-128¢c + 57c?]p?}

F'(p) ,p da ikinci dereceden F'(0)>0,
F'(1) = (4-c?)(336-1024c +1178c?)>0,
p? i¢in bir negatif katsayr ve

Sonug olarak F artan ve Max F(p) = F(1)

G (c) = F(1) = 448+1844c? + 3c*-22c*

[ep]
——
(@]
St
1}
N
(@]
—
—
(00
(e o]
o
+
(@]
(@]
~N
1
(=)}
o
O
-+
N
Vv
(e ]

p =1, c =2 Ust sinirdir.

8A5(101)(64)+A<808
blitlin ¢'ler igin gegerli, Cp = 2. k =1,2,3,..



I11. BOLUM

3.1. Kompleks Mertebeden Yildizil Fonks{yonlarln Makis
Fonksiyonu icin Toeplitz Formlarini Kullanarak Ilk

Alt1 Kétsaylslnln UstisinlflarinTayini

Tanim 3.1. (Kompleks mertebeden ylldlzll fonksiyonlar) b,
kompleks bir say1 olmak lzere b# 0 kosulunu gergekle:sin..

fgzg = Z 4 A,Z% teaan. fonksiyonu bir dairede analitik ve
flz .

A

# 0 olmak lzere,

R O el | © N

(1) Re [1 +.
b (z)

kosulunu gercgeklerse, f(z) fonksiyonuna birim dairede komp-
leks mertebedgn yi1ldizil fonksiyon denir ve bu fonksiyon si-
nifi S(1-b) ile gésterilir. '

Bu sinifin Oonemli ‘alt siniflari, b'nin alacagd: odzel
deferlerle asagidaki sekilde siralanabilir.
(i) b=1 ig¢in S(1-b)= S (0)= S* yi1ldizil fonksiyonlar sinifi-
- dir. : :

(11) b= 1-a (O<a<l) ig¢in S(g) o.mertebeden yildizil fonksiyon-
lar sinifidir.
C. . -{A .
(i1i) b=e™!" cosx (|x]< %) ise

S(1-b) = S(1-e1kcosk) = SX yrldizi1l fonksiyonlar sinifi-
dir. '



(iv) b ='W1;a) cosie™1? ise

I

S(1-b) = S (1-(1-a) e—l.cosk) = Sx

Qa

a.Mertebeden yi1ldizil fonksiyonlar sinifidir.

(1) yazilisindan dolayi,

ifadesini yazabiliriz. Burada P(z), pozitif reel kism: haiz
fonksiyondur. Yani P(z)EP dir. Ute yandan pozitif reel kis-
ma haiz fonksiyonlarla Schwarz lemmasinin kosullarini ger-
¢cekleyen w(z) fonksiyonu arasindaki bagintinin kullanilma-
siyla, -

(3) 2 £(z) _ 1+ (2b - 1)u(z)
(z) =y (3

ya2111$1ni elde ederiz. (3) esitliginden hareketle ilk bes
katsayisinin hesaplanisi :

(=]

f(z) =z + ] anzn = 2 +°8,Z% + @a,2? + ...
n=2
f'(z) = 1 + 2a,z +3a322+....f
T 4
w (z) = } cnzn = C,Z +C,z%+Cyz%+C,z +
n=1

I~

z(1+42a,z+3a,22+...)  1+(2b-1)(c z+c,z%+c,z%+...)

) 3
(z+a,z?+a z%+...) 1- (c,z+c,Z4C,Z%+....)

3 . 2 _ 3 _

(z+2a,z%+3a,z%+...) (1+2bc,z +2bc,z?*+2bc,z%+...-c,z-Cc,z%*-c,z2°-)
= 2 3 4
(z+a,z%+a,z°+...) (1-c,z-c,z%-c,z°-c,z"-...)
. 2 - 3 ~ * 2
(z+2a,z%+3a,2°+...) (1-c,z-c,z%-. .. )=(z+a,z +a,z%+...) (142bc, z4+2bC,2 % . .
2
~C 2-C,2 S

. 3 4 5 6
(z-c,z%-c,z’-c,z"-c,z°-c,z%-. .. )+(2a,2%-2a,c,z°~2a,c,2" -2a,C, 2% -2a,C,2° . . . )+



+(3a§z3—3a3clz”—3§3c225—3a3c325~...)+(4aqz“—4aqc125—4aqc226—.f.)+
(5a,z°-5a,c,z%..) + (6a,z’-...) =
(z+2bc122+2bczz3+2bc3z“+2bcqzs+2bc525+...—;1zz—céz?—caz“—cqzs-c526-...) +
+(azz2+2ba2clz3+2ba2cZz“+2ba2c325+2ba2cqzs+..7a25123—aéc?z“—a2c325—a2ckzs.,)+
+(a323+2ba3clz“+2ba3c225+25a3¢;z64..f;éablzq—aaczzs-aacazh—...) +
+(ayz”+2baqc125+2baqc226+...—aqclzs-a?czzs—...> +

+(a,z%+2ba C,z%...~a5c,25-...)+(a,z").

z*(-c,+2a,) = Z" (2bci-c1+az)

az=k2bC1 .

z*(-c,-2a,c,+3a,) = z3(2bc,-c,+2ba,c,~a,c,+a,)

2a;=2bc,+2ba,c,+a,c;

2a;= 2bc,+2bc, .2bcy+c, .2bc,= 2bc,+4b*c2+2bc?

3= bCz+2b2cf+bcf .
z“(-c3—2aéc2—3a3c1+4aq):zh(Zbc3—c3+2ba2c2—a2c2+2baacl-a3c1+ak)

3a,= 2bc,+2ba,c,+c,+2bayc,+a,c,+2a,¢,
3aq=2bc3+2bé2.2bc1+2bé1(bcz+2b2cf+bcf)+c2.Zbcl+201(b§2+2bch+bcf) |

3a,=2bc,+4b%c, ¢, +2b%c ¢, +4b3c+2b*ci+2bc, ¢, +2bc, ¢, +4b%c3+2b ¢}
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3a,=2bc ,+6b °c ¢ ,+4b 3¢ +6b 2c +4bc ¢ 5+2bC X

z5(-c,-2a,C4-3a,C,~4C,a,+5a )=2%(2bc,-C ,+2ba ,C ,-2,C,+2ba,C,-a,C ,+2ba,cC -
a,C,+as)

4a= 2bcL,+2ba2c3+2ba3c2+2ba4ci+azc3+2a3¢2+3aqc1 <,

4ag=2bc,+2bc,.2bc,+2bc, (be,+2b2ci+be?)+ %bC@(Zbc3+6b2clc2+4Bc3+

+6b2c3+4bc c +2bc?) + 2¢,(bc,+2b%c2+bc2)+ %(Zbc3+6b2c1c2+
3
+4b%cia6b*c +4bc, c +2bc?) .

4a,=2bc,+4b%c c+ 2b2c§+4b'3cfc2+2b2c§c2+ 4y c,C,+4b%cica+ 8uchsabicy+
3 3

8 b* cfc,+ 4 bzc‘{+2bc§+4b2c§c2+ 2bc2c +2bc c + 6b*cic,+ 4b’ci+6bZc!+abcic, +2bct |
3 3 1

dag= 2bc,+ %E—S- bc,c,+2b*cZ+8b°cic, + % b2cic,+ % b*cy+8b%ct+ —gé b2c¥+

2 2 [
2bc;+bbeyc, +2be, ¢ #2bc 1
z¢ (a5 -2a, c, -3, ¢, -4a, C, ~5a, ¢, +63, )=z° (2bc, -c, +2ba, ¢, -a, ¢, +2ba, ¢ ;-a C +
-2bay ¢, -a,C, +2bag ¢ ;-a; ¢ fa )
bag =2bc, +2ba, ¢, +2ba, ¢, +2ba, c, +2ba; ¢, +3, c, +2a, € ,;+33, C Hda;Cc,

5a6=2bc5+2bcy2bc1+2bé3(bc2+2bfcf+bc%)%§ be, (2bc, +6b2 ¢ ¢, +4b° ¢} +6b7 ¢} +4be, ¢ o+

+2bcf) .
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. 2 be,(2bey+ lé-b2c1c2+2b2c§+8b3cfc2+ éﬂ-bchcz+ §-b“c?+8b3c?+

4 3 3 3

1

22 prchy

+2bc2+6bc2c, +2bc, ¢y +2be ) +c, . 2bc, +2¢; (e +2b2e2+bc?) + g-c2(2b03+6b2c1c2+

2
+4b’cl+6bci+4be, ¢, +2bc] )+ ﬂ-cl(ZbcH+ 16 b%c,c,+2b%ci+8b3cic,+ ﬂil-bchc2+
4 3 ) 3

+ §-b“c?+8b3c;+ ggbic;+2b'6546bcf62+2bc103+2b ).
3 3

Bag= 2bcg+4b’c ¢, +2b%c,c,+4b c2c, +2b%c2c + éb2c2c3+4b3c1c12+ 2b“cfc2+

3
4 2
+4 biclc + §bzclc§+ ébchcz+b2cicq+ §b3cfc2+b3clcz+4b“cfc2+ ggb3cfc2+
3 =3 3

Scl+abtcl+ 11b3cf+b2clc§+3bch+ B?cic,+bc’+2bc c +2bc,cy+db?cic, +

3

+

wcg_-z:-

+2bctc,+2bc,c, +6b%c cZ+4b3clc, +6b%clc,+4bc ci+2bcic,+2bc c, + 1—6—bchcz+

2b%c,cZ+8b3clc,+ Eﬂbchc2+ ggb“cf+8b3cf+ ggbch+2bclc§+6bcfc2+2bcfc3+
3

3 3

+2bc} .,

Bag= 2bcg+5b*c,c, + 19—bzcz'c’3‘+4b3c’fc‘3‘+7b2cf‘c3+4b3clc§+ 20huc3c, Z—Q-b3c§’<:2~x-

3 3 3

+ 38 é-b5cf+4b‘*cf+ §—5—-b3c§+3b2c13+

2 8 2
bZc, cy+22b%cic, + S—b3cfc2+b3clc2+ ] S

+4bc,c,+ bec,c,y+4bcic,+6bc, c;+8bcie, + 1% b2cc,+ g%-bch+ 2b c3 .
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5 2 2 44 , 8 22
4a, = 2bc, +—1§b‘clc3 +2b%c: +8b’cc, +—3—b“clc2 +—=btc] +8bc! +—
D ol ol

+2bc? + 6be’c, +2be,c, + 2be]

a, = 2bc, +6b’c,c, +4b’c] +6b%c] +4bec, +2bc;
2a, = 2bc, +4b%c +2bc]
a, =2bc;

Il B&lIimun 6. ve 7. kisimlarindaki esitsizlikleri kullanafak ,
|a,| < 2[b| 2 lel<2 k=123,

a, S4|bl

la,| < 2Jb| +8[b?| +4]b]

Ja,| < 8[b| + 6]

|a,| <12[b|+24(b>

+ 2|
3

o, <25b] + 67|+ 48b o+ 2 o

296 2492

258 o)+ 22|+ v+ T

128

|a5| b

elde edlllr
Teorem 2.6.12 ve Teorem 2.7.1 kullanilarak;

a, = 2bc, 2b
=—2bc
Y, +a, =0 v 1

b+

Y, = —2bc

l |<2 1}'7215411"
a, = bc, +2b%c} +be;

Yy +2a,7, +a; =0

Iy,| < 24‘1)2[ +6[b]

} vy, = 6b*c} —be, — be}

3a, = 2be, +6bc,c, +4b’c; +6b7e] +4be,c, +2bey
y4+a2(y§+2y3)+3a3yz+a4=0 }
3y, = 24b%c,c, +24b%c] - 64b’c} — 2be, — 4be,c, — 2be;
3y | < 512Jb°| -+ 288[b*| + 36]b|

bic +



Ve +ag+a,(2y, +2y2y3)+a3(3y3 +3y§)+4a4y2 =0

3 250 ) 1 1, , 3, .,
y. = 6b’c,c, +10b%¢c,c, ———Db*c] —29b’cjc, —50b’°c] — =be, ——bc; —2belc, +
' : 3 : 2 T2 g

F

1 1 5
—;—bCIC:; - —?:b(‘a;1 +;

F

2 el 55 el 55 el -
b’cl +—=b%c + —b’cic,
6 3

Z

3

75| < 4000]b*| + 3168fb°|+ 890]b?| + 75]b)|

Vot 0215 #2737, +12) +ay (67,7, + 37, +72) +a, (672 +7.) +Sagy, +2, =0

4808

3464 263 = 2 .40, ,
- bge; +—lTb4cl5 — 78b°c; ﬁ-%b“cl5 —gbc; — 24b%cle, +—é—b4c;c3 +

Te = 15
. 302 W 8 2 2
+236b*clc, — 40b’cle, —156b°cc, — 22b%c,c} — ——bicle, — — b c’e, +6b3cc, +
: : B 15 %

147 ., 5 113, 124, , 2 3 . 16, , 2 4 )
——15—b"clc§ +—$b‘cfc2 +—i—é—b‘c]‘c3 T O 3 ;b‘cf —Eb‘cl‘c2 +gbcfc2 - —bc,c, +
5

1 4. , HTR .
——gbczc3 - —5—bc;c>3 - gbclc2

15 b’ b*

Yo <110848 396/b)|

+20922 1|b“| -3 127920}1)3} +9456

esitsizlikleri elde edilir. Béylece kompleks mertebeden yildizil fonksiyonlarin
makds fonksiyonunun ilk alti katsayisi i¢in Gst sinirlar bulunmus olur.

s
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