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ÖZE T 

/ 

Yalınkat fonksiyonlar 1907 tarihinde ilk defa Koebe 
tarafından ortaya atılmış, bu fonksiyon sınıfı hakkında ilk 
esaslı araştırmalar kendisi tarafından yapılmıştır. Daha 
sonra 1916 yılında Bieberbach'ın bu fonksiyon sınıfının kat­
sayıları ile ilgilenmesi Uzerine bu sınıf önem kazanrn~ komp­
,leks fonksiyonlarla u~raşan bütün dünya matematikçilerinin 

,bUyUk ilgisini toplamıştır. Bu fonksiyon sınıfı genişleti­

lerek yıldızıl, konveks, spirallike, konvekse yakın vs. gibi 
sınıflar ortaya atılıp, çeşitli yazarlar tarafından incelen­
miş ve Bieberbach adıyla bilinen meşhur lanl~n eşitsizligi 

1985 yılında De Branges tarafından ispatlanmıştır. 

Biz bu çalışmamızda bu fonksiyon sınıfları Uzerine 
yapılan katsayı araştırmalarının genel bir derlemesini yapıp 
en son R.J.libera, Z.Zlotkiewicz tarafından 1987-89 yılların­
da Toeplitz formları kullanılarak yukarıda saydığımız konveks, 
yıldızıl ve spirallike sınıfına ait fonksiyonla~ın, maküs fonk­
siyonlarının katsayılarının üst sınırlarını bulma problemine, 
1989 yılında Wiatrowski tarafından ortayaatılan kompleks mer­
tebeden yıldızıl yalınkat fonksiyon sınıflarının maküs fonk­
siyonlarının ilk altı katsayısı için üst sınırlar bulmaya ça-

L ı st ı k . 

Bu amaç dOğrultusunda; 

I.Böıümde konu ile ilgili ön bilgilerin yani, metrik 
uzay, pozitif reel kısmı haiz fonksiyonlar, yalınkat fonksi­
yonlar, yıldızıl-yalınkat fonksiyon, konveks-yalınkat fonk­
siyon ve ~-spirallike fonksiyon sınıflarının tanımları yapıl­

mıştır. 



II.Böıüm'de, pozitif reel kısmı haiz fonksiyonlar, ya­
lınkat fonksiyonlar, yıldızıl-yalınkat fonksiyonlar;konveks 
fonksiyonlar, a-spirallike fonksiyonlarla ilgili katsayı 
teoremleri ve kuvvet serileri üzerine bazı katsayı teoremle­
ri ile konveks bir fonksiyonun maküs fonksiyonunun ilk kat­
sayıları üzerine Toeplitz formlarını kullanarak bazı eşitsiz­

liklerin elde edilişi incelenmiştir. 

III.Böıüm'de, kompleks mertebeden yıldızıl fonksiyonla­
rın makUs fonksiyonu için Toeplitz formlarını kullanarak ilk 
alit· katsayının üst sınırları hesaplanmıştır. 
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I. BÖLÜM 

1.0. Metrik Uzay: 

X herhangi bir küme olsun. x,yeX için d(x,y)eR, aşa­

ğıdaki aksiyomları gerçeklesin. 

i- Vx,yeX x#y için d(x,y»O ve d(x,y)=d(y,x) 

ii- Vx,yeX ,x=y için d(x,y) = O 

iii- Vx,y,zeX , x#y#z için d(x,z)~d(x,y) + d(y,z) 

Bu takdirde, d: XxX+ R tasviri X kümesi üzerinde bir 
metrik uzay yapısını belirtmiş olur. Burada x,y,Z ... eX 
noktaları ile belirlenen d(x,y) reel sayısına ve x ve y nok­
taları arasındaki uzaklık denir .. 

BaUlantılı Bölge: 

X bir metrik Hzay ve A bu uzayın bir alt kümesi olsun. 
A kümesi baştan farklı, ayrık iki açık alt kümenin birleşi­

mi olarak gösterilemezse, A kümesine bağlantılıdır denir. 
Yani, B,C#0, B,C : açık kümeler; B,CcA ve BOC=0 olmak üzere, 
A=BUC olacak şekilde B ve C kümeleri bulunamıyorsa A kümesi 
bağlantılıdır denir. Boştan farklı, açık, bağlantılı bir 
kümeye "Bölge" denir. Sonsuz noktasının düzleme katılmasıy­
la meydana gelen düzleme "Genişletilmiş Düzlem" denir. 

Bir bÖlgenin tamamlayıcısı, genişletilmiş düzleme naza­
ran bağlantılı ise; bu bölgeye "Basit Bağlantılı Bölgeli denir. 

MARMAFJ-\ \ i' \i Ei~SITESI 
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Analitik Fonksiyon: 

rı basit bağlantılı bölge olsun. f(z) bu bölgede tanım­
lı bir fonksiyon olmak üzere bÖlgede türevi haiz bir fonk­
siyon ise, f(z) fonksiyonuna rı bölgesinde "Analitik Fonksi­
yon" denir. 

1.1. Pozitif Reel Kısmı Haiz Fonksiyonlar Sınıfı 

Tanım 1.1.1. p(z) birim dairede analitik ve P(O)=1, 
ReP(z»O koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon olsun. p(z) 
fonksiyonuna, birim çemberde"pozitif reel kısmı Haiz Fonk­
siyon" denir. Bu tür fonksiyonların oluşturduğu sınıfa "pO_ 
zitif reel kısmı Haiz Fonksiyonlar Sınıfılı denir. P(Q)=1 
koşulundan dolayı bu sınıfa ait fonksiyonların Taylor açılı­
m ı : 

P(z) = 1 + PıZ + P2Z2 + .•.... 

şeklindedir ve bu sınıf genelolarak P harfi ile gösterilir. 
Bu sınıfın iyice anlaşılabilmesi için; 

P * (z)= 1 + z 
1 - z 

fonksiyonunun incelenmesi gerekir. P*(z) fonksiyonu P sını­
fı içerisinde birçok eşitsizlik için extremal fonksiyondur. 

(1) ReP*(z) Re 1+z 1 [1+z + 1 +z ] = ~. 

1-z 2 1-z 1-z 

Z::: X + iy 

= 1 -I Z 12 
= 

1_(X 2 +y2) 

11 - z 12 (1- X)2+y2 

dir. 



(2 ) ImP*(z) 

dir. 

( 1 ) için 
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im 1+z 1 [1+Z _ 1+z] = = 
1-z 2i 1-z 1-z 

Imı 2y 
= = 

'11 - z ı' 2 (1-X)2+y2 

Re 1+z 1 -I Z 12 
= 

1-z 11-z12 

ise 

1-z 

= 1+2z+2z 2 +2z 3 + .... 

00 

= 1 +2 L zn 
n=1 

olur ki, P*(O) = 1 dir. 

Iı Ayrıca P*(z), Dlde analitiktir. Buradan, 

olur. 

P*(z) fonksiyonu ile birim dairenin resmedildiği bölge­
yi bulalım: 

z - düzlemindeki bazı noktaları incelersek; 
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P*(-1) 1 -1 O P*(1 ) 1 + 1 = - = = =00 
""1 + 1 1 -1 

P*(O) 1 +0 1 P * ( i ) 1 + i i P*(-i)= 1 - i - i = = = = = 
1 -o 1 - i 

olur k i , . ~ 
r - z- -w -

~ -1 1 )( p*(z)= 1+z 
1 - ?: 

++++++++++ 

) 1+z P*(z = fonksiyonu birim daireyi W-düzleminde, sağ ya-
1-z 

rım düzleme dönüştürür. Birim çember ise u=O doğrusuna 
_ 1 ) 

dönüşür. Şimdi P* (W fonksiyonunu inceleyelim. 

w = 1+z 
1-z 

ve z = W-1 
1+W 

ise W -1 

W+1 
olur ki, 

bu fonksiyon da W- düzlemindeki sağ yarım düzlemi, z üzerin­
de birim daireye resmeder. 

dir ve 

Yukarıdaki bilgilerin ışığında aşağıdaki teoremi vere­
biliriz. 

Teorem 1.1.1. f(z) pozitif reel kısmı haiz bir fonksi­
yon olsun; g(z), birim çemberde analitik Ig(z)I<1, g(O)=O ko­
i~iiarını gerçekl~y~~ bif" fanksiyon olmak üzere, f(z) fonksi­
yonu 1 + Z fonksiyonuna Sabordine olduğundan f(z)= 1 + g(z) 

1 - z . 1 - g(z) 
veya g(z) = f(z) - 1 bağıntıları yazılabilir. 

1 + fCz)' 



f( z) = + g(z) 

- 9 (z) 
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veya g(z) = f(z) - 1 

f(z) + 1 

yazılabilir. 

Teorem 1.1.2. p(z) P olsun. Bu takdirde, 

Re~(z) = 1 - Ig(z) 12>. O Olup, burada g(z), Schwarz 
11 - g(Z)12 

lemmasının koşullarını gerçekleyen bir fonksiyondur. 

Bu takdirde 

p ( z )= 9 ( z) + 1 
1 - g(z) 

olur ki, 

dir. 

dir. 

dir. 

ReP(z) = 1-lg(z)12 >0 
11-9(z)12 

Lemma 1.1.1. Izl<1 ise 

ve 

Lemma 1.1.2. P(Z)EP ise 

P(O) = 1+9(0) = 
1-9(0) 

1 +z i < 1 + i z i 
1-z :: 1-lz1 

1 -- EP 
P(z) 

Teorem 1.1.3. (P sınıfının distorsiyon teoremi) 

P(zhP ise; 

(i) - IZI~IP(z)I<1 + izi 
f + i z 1- "'1 - i z i 
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(ii) ıpı (z) is 2 
[1-l z IF 

(iii) ıpı (O) 1~2 

Teorem 1.1.4. P(z}f:P olmak üzere 0~t~21T ve izl< r için, 

~(t,r) = tf ReP(reil)dı 
21T o 

şeklinde tanımlanan pozitif, monoton artan ve ~(21T,r)=1, 

~(O,r)=O özelliklerini gerçekleyen bir fonksiyon vardır. Bu 
fonksiy~n için n+oo ve r+1 olmak üzere öyle bir {r n} dizisi 
bulanabilir ki; ~(t,rn) fonksiyonu bütün süreklilik nokta­
ları için,· monoton artan bir ~(t) fonksiyonuna yakınsar. 

1.2. Yalınkat Fonksiyonlar, S ve L Sınıfları: 

Tanım 1.2.1 Bir D bölgesinde tanımlı, sürekli ve anali­
tik olan f(z) fonksiyonu eğe~Vzı~z2 için f(zl)~f(z2) koşulu­

nu gerçeklerse; f(z) ye "Yalınkat fonksiyondur" denir. 

Tanım 1.2.2. D = {zl lzl<1l 

11 = {zl l zl>1} 

aD =al1={zllzl = 1} 

olmak üzere S ve L sınıflarını tanımlayalım. 

s ={f(z) = z + 
00 

Lanznı f(z) : D de yalınkat} 
n=2 

00 

L ={g(z) = z + bo+ L bnz-nı g(z) :11 da yalınkat} 
n=1 
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L sınıfında, bo katsayısına g(z) fonksiyonu ile yapı­
lan tasvirde resim bölgesinin IIKonform MerkeziII adı verilir 
ve 

olarak tanımlanır. Ayrıca önemle belirtmek gerekir ki, 
f(z)€$ ise f(z) = z+a 2 z 2 +a 3 z 3 + .... açılımını haiz Olup 
aı=1 olacak şekilde normalize edilmiştir. 

Teorem 1.2.1. Yalınkat iki fonksiyonun bileşkesi de 
yalınkattır. 

Teorem 1.2.2. _1_ fonksiyonunun yalınkat olması için 
f(z) 

gerek ve yeter koşul f(z) fonksiyonunun yalınkat olmasıdır. 

Lemma 1.2.1 f(z) fonksiyonu bir Q bölgesinde analitik veyalınkat 
olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonu ile yapılan tasvirde; 

dır. 

Alan f(Q) = fflf'(z)IZ dQ 
A 

Sonuç 1.2.1. 

Parseval idantikliği ile Lemma 1.2.1 birleştirilirse, 

bir f(Q) tasvir bÖlgesinin alanı, şu şekilde belirlenebilir: 



dir. 
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Teorem 1.2.3. (Alan teoremi) 

9(Z)EL olsun. Bu takdirde j 

00 

Alan (gL:~)) = 1y{1 - L nl bnr2 ) 

n=1 

ispat g(Z}e:L ise g(z} 

fonksiyonu ~ da yalınkattır. Teorem, L sınıfına ait bir 
g(z) fonksiyonu ile ~ nın resmedildiği bÖlgenin alanını ve­
rir. Sonuç 1.2.1'e göre, analitik bir fonksiyon ile yapı­
lan tasvirde, tasvir bölgesinin alanının: 

1 

21Ti 
f hTWT h'(W) dW 

C(r) 

Olduğu biliniyor. Bu eşitlikte h(W) = W alınırsa, 

hTWT = "ii ve h'(w)dw = dw olur. 

w= g(z) ise "ii = gm ve g'(z)dz = dw = h'(w) dw dır. 

Ayrıca, z = re it kutupsal gösterilimine geçilirsej 

1 Alan H(r) = 
1T 

eşitlikleri bulunur, buradan 

f 
21Ti C(r) 

hTW) h'(W)dW 

= _1 i WdW 
21Ti C(r) 

.:'. 
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1 Alan H(r) = i 9TZT g(z) dz 
n 2ni C(r) 

2n 
1 f re it gı(re it ). g(re it ) dt = 
2n o 

eşitliği elde edilir. 

Burada ; 

00 

g(z) = z + b + o L 
n=1 

fonksiyonunda', bo k-atsayısına rcsiı:n. bplgesinin. konformluk 
merkezi· adı· verilir. 

00 

g(z) = z + i b z-n 
n n=1 

yazılabilir. Buradan, 

g(re it ) = re it + 

ve 

00 

9TZT - i = z + 
n=1 

ise 

g(re it ) = re-it 

olur. Ayrıca 

00 

gı(re it ) dt = i (re it_ L 
n=1 

olur. 

00 

i 
n=1 

b.::" -n n z 

00 

+ L 
n=1 

b r-ne- int 
n 

li r-ne int 
n 
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Böylece, 
00 00 

= i(re it- L nb r-ne-int)(re-it+ L b .r-neint ) 
n=1 n n=1 n 

1 Alan H{r) 
1T 

1 21T 00 l' ( ) 00 l' ( 1 ) t + --... J { i nb r-n+ e-ı n+1 t_ L b r-n+ e ı n+ )dt 
. 27T o n=1 n n=1 n 

elde edilir. 

o 

o 
{ 

21T 

ise 

k = O ise 

olduğuna göre n+1 # O alınacağından, 

f1Tei{n+1)tdt = y1T ei (n+1)t dt =ü 
o o 

dir. Buna göre 

1 Alan H{r) 
1T 

00 

= 21T (r
2

- n~1 nlbnI2r-2n) 
o 

21T 
J dt 



1 Alan H(r) 
:IT 

- 11 -

elde edilir. Bu adımda r+1 alınırsa, 

1 Alan (g(L\)) = 
00 

'IT 

00 

Alan (9(6)) = n(1- L nl bn l 2
) 

n=1 

olduğu görülür. 

00 

Sonuç 1.2.2. g(z)8L ise 

dir. 

Sonuç 1.2.3. 9(Z)8L ise 

dir. Eşitlik yalnızca g(z) = z + bo + e2i~z-1 ekstremal 
fonksiyonu için vardır. 

Teorem 1.2.4. f(z)eS ise la 2 1;;; 2 

dir. 

Not: Bu teorem "f(z)E:S ise lanı;;; niL ifadesiyle verilen 
Bierberbach tahmininin n=2 için özel şeklidir. 

1.3. Yıldızıl Yalınkat Fonksiyonlar Sınıfı 

Tanım 1.3.1. ü;;;t;;;1 olmak üzere; 

00 

w = f(z) =Z+L 
n=2 
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fonksiyonu ile O bölgesinin tasviri f(O) için, Wgf(O)lye 
karşılık; tW8f(D) koşulu gerçeklenirse; f(O) bÖlgesine, baş­

langıç noktasına göre IIYıldızıl Bölgeli denir. Veya değişik 

bir tanımla: W: düzleminde başlangıçtan geçen bir dOğru 
f(D) bÖlgesinin sınırını en fazla bir noktada keserse, f(D) 
IIYıldızıl Bölgeli adını alır. 

00 

Tanım 1.3.2. f(z) = z + L fonksiyonu 
n=2 

O = { z Iı z:/ < 1 } de ya 1 ı n kat ve anal i t i k o i sun . Bu takdirde, 
f(z) fonksiyonunun Dlyi tasvir ettigi bölge, başlangıç nok­
tasına göre yıldızıl ise f(z) fonksiyonuna IIYıldızıl Yalın­

kat F o n k s i yon ii d e n ir. 

00 

Teorem 1.3.1. f(z) =L fonksiyonunun D de yıldı-
n=1 

zıl olması için gerek ve yeter koşul: 

olmasıdır. 

Z fl (z) eP 

f (z) 

00 

Teorem 1.3.2. f(z) = L a zn fonksiyonunun D de yıl-
n=1 n 

dızıl olması için gerek ve yeter koşul : y(t) : y(2n)-y(O)=1 
koşulunu gerçekleyen ve t nin artan bir fonksiyonu olmak ü­
zere 

2n 
f (z) = a z Exp[2 J log dy(t)] 

1 o 1-2eit 

olmasıdır. 
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00 

Teorem 1.3.3. f(z) :: Z + L fonksiyonu D de 
n=2 

yıldızıl ise, lanl~n dir. 

Eşitlik yalnız ve ancak aşağıdaki Extremal fonksiyonlar 
için sağlanır 

f ı (z ) 

1.4. Konveks Yalınkat Fonksiyonlar Sınıfı 

Tanım 1.4.1. Bir n bölgesi gözönüne alındığında, O~t~1 

için, Zı,Z 2 E:n olmak üzere, tz ı +(1-t)z 2 E:n oluyorsa, n bölge­
sine IIKonveks Bölgeli denir. Yani, n bÖlgesinde alınan 
Zı#Z2 noktalarını birleştiren dOğru tamamen n bölgesi için 
kalıyorsa n konveks bir bÖlgedir. 

Tanım 1.4.2. 
00 

f(z) = z + L 
n=2 

fonksiyonu D de ana-

litik ve yalınkat olsun. Eğer birim dairenin f(z) fonksiyo­
nu ile yapılan tasvirde, resim bölgesi konveks ise, f(z) fonk­
siyonuna birim dairede "Konveks Yalınkat Fonksiyon" denir. 

Teorem 1.4.1. f(z) = aız + a2z 2 + ..... analitik fonksiyonu­
nun D de konveks olması için gerek ve yeter koşul 1+2: fll(Z) E:P olmasıdır. 

f i (z) 

Sonuç 1.4.1. f(z) konveks ise Re z f'(z» dir. 
f (z) 2 

Yani her konveks fonksiyon 1.mertebeden yıldızıl fonksiyon-
2 dur. 
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00 

Tanım 1.4.3. f(z) = z + L an zn fonksiyonu, birim dai­
n=2 

rede analitik ve yalınkat olsun. 0~Q~1 olmak üzere, 

R e { 1 + z f ii ( Z ) } >a k o Ş u i u ger ç e k i e n i r s e, f ( z ) 
f i (z) 

ye b i r i m d a i r e d e a . i. :·m ert e b e d e n ii K o n ve k s F O n k s i yon ii d e n ir. 

00 

Teorem 1 .4.2. f(z) = L a zn fonksiyonu konveks i se, 
n=1 n 

Re f(Z)~ 

aız 2 

dir. 

Teorem 1.4. 3. f ( z) f o n k s i yon u n u n D i d e k o n v e k s o i m a s ı i­
çin gerek ve yeter koşul Zf'(Z) fonksiyonunun D'de yıldızıl 
olmasıdır. Bu, Teorem 1.3.1 ve Teorem 1.4.1. bir sonucudur. 

Teorem 1.4.2. 

veks ise 

00 

f(z) = z + L 
n=2 

1.5. a_Spirallike Fonksiyon Sınıfları: 

00 

fonksiyonu D'de kon-

Tanım 1.5.1. f(z) = z + L anz n fonksiyonu D'de ana-
n=2 

litik yalınkat ve f(O)=O, fl (0)=1 koşulları ile normalize 
edilmiş olsun. Eğer i~i<! olmak üzere, 

2 

Re eidz fl(z» O 
f(z) 

koşulu gerçeklenirse, f(z) fonksiyorıuna ct - IISpirallike Fonk­
siyow Ildenir, vefESP(a) şeklinde gösterilir. 
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Teorem 1.5.1 fESP(o:) olması içi.8 g~rek ve yeter koşul 
-1<k<1 ve ZED olmak üzere, 

Re [ k f ( z ) ] e ~o: i 2 c o sa> k + 1 
f(kz) 2 

olmasıdır. 

Re (zf'(Z) » O 
f(z) 

ise 

R e e ia 2 f i ( Z ) > O 

f(z) 

dir. 

Zf'(Z) 
coso: + isi!):): + 

o:ı '. 

L c zn = 
f(z) 

_1 [ 
c o So: 

P ( z ) = 

olmak. üzere, 

Zf' (z) _ isim] = 
f(z) 

(-1 + z ) 
( 1 - z ) 

n = 1 n 

o:ı 

1 + i Pnz n =P(z) 
n = 1 

-ia s = e co sa 

F ( z) = _--'-z_-=­
A_z)2S a - spiral Koebe fonksiyonudur. 

.' , 



i I. BÖLÜM 

2.1. Pozitif Reel Kısmı Haiz Fonksiyon Sınıfları İçin Katsa­
yı Teoremleri : 

Teorem 2.1.1. P(z)e:P olsun. c a=2, c_k=C k (k~1) ol­
mak üzere, 

m m _ 

k~O 
\' \ ' > O 
L Ck-t!\kAıo; 

9,=0 lv 

dır. (m = 1,2, ... ,00) ve (Aı,A2, ... ,A me:C) dir. 

ise 

dir. 

00 
Lemma 2.1.1. P(z) = 1+ i cnzne:P 

n=1 

eşitsizliğini;Al ,1. 2, ... ,Ame:C sayıları gerçeklesin ve Co=O 
C_ k= ek olsun. Bu eşitsizlik, m=1 ,2, ... değerleri için 
varsa P(z)e:P dir. 
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2.2. Yalınkat Fonksiyonlarda Katsayı Teoremleri : 

f(z)eS olsun. Bu fonksiyonun z=o noktasındaki Taylor 
açılımı f(z) = z + a 2 z 2 + a 3 z 3 + •.. + anzn + ..• ise 
Bieberbach tahmini lanl~n dir, ve .1985 yılında De Branges 
tarafından ispatlanmıştır. 

Teorem 2.2.1. f(s)eS olsun. f(z) fonksiyonu ile yapı­
lan tasvirde, sınır noktalarının w=O noktasına olan uzaklık­
ları 1/4 den küçük olamaz. 

sun, 
ispat: c, D bölgesinin dışında herhangi bir nokta 01-

g(z) = cf(z) 
c-f(z) 

fonksiyonunu tanımlayarak g(z)eS olduğunu gösterelim 

( 1 ) 

dır. 

( 2 ) 

ise 

dir. 

( 3 ) 

g(O) = cf(O) = O 
c-f(O) 

gl (z) = Cfl (z) (c-f(z) )-(-fl (z)cf(z)) 
(c -f (z) ) 2 

gl (O) = = 

= 

Cf(Z2) 
= olurki, g(Z1) = g(Z2) dir. 

C-f(Z2) 



- 18 -

(4) f(z)ES ve f(z) fonksiyonu e de~erini almasın, 

yani {(z·r F ·co1sun. Bu .takclir·de 

9 (z) 
= ef(z) = e(z+a~z2+a3z3+ ... ) 

e-f(z) e-z-a zz 2-a 3 z 3- .. . 

. -
fonksiyonu birim çemberde analitik ve yalınkattır, dolayısıyla 

gtz) = z + !(Qa 2+1) Z2+ ..... 
c 

açıl1mını haizdir, buradan 

Bieberbach tahminine .göre; 

11 (ca2.+1)1~2 
c 

ise la 2+ 11~2 
c 

a2-a21~1! + a21+I-a21~2+2 
c 

ise 

Icl>l bulunur. O halde sınırdaki noktaların w- düzlemindeki 
4 

r'e'S'.imlli~r'ii hiç' bjr zarnan1/4 den küçük olamaz. 

2.3. Yıldızıl Yalınkat Fonksiyonlarda Katsayı Teoremleri 

Teorem 2.3.1. 
00 

f(z) = z + L 
k=2 

yıldızıl bir fonksiyon ise her bir n pozitif değeri için 



dir. 

dir. 

olur. 

"_.~-~. __ ._-- --. _ .. ~-_. __ ._._._"_.,_._---_.-._----_._-- ---"---_._-_._ .. ----~--------- --- -------

İspat 

Zf'(Z) = 
f(z) 
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f(z) yıldızıl ise zf'(z)ı::p 
f(z) 

00 

1 + i 
k=1 

9 (z) , 

k = 1,2, ..• için Ibk l::;2 

00 

ı. + i 
k=2 

00 00 

n = 3,4,5 için zn nin katsayıları 

n-2 
nan = an + i an-kb k + bn- 1 k=1 

dir. 

n = 2 için 2aı= aı+ bı ve böylece laıl= bı~2 

g(z) 1+z =- olmak üzere 
1-z 

k = 2,3, .•• ,n-1 

n-1 
::; 2(1+ 1)) = (n-1) n 

k=2 

için 

Buradan lanl::;n elde edilir. 
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2.4. Konveks Fonksiyonlarda Katsayı Teoremleri 

Teorem 2.4.1. 
00 

f(z) = z + L 
k=2 

konveks bir fonksiyon olsun. O halde herbir Bkpozitif de­
ğeri için, 

dir. 

ispat 

yıldızıdır, 

f(z) konveks ise, 

00 

zf i (z) = z + L 
n=2 

n i a n i ~ n (T e o r e m 2. 3.1.) o 1 d u ğ u n d a n i a n i ~ 1 d ir. 

z 
1-z 

= z + Z2 + Z3 + .... oldugu için 

dir. Eğer n=2 için lanl=1 ise zf'(z),Koebe fonksiyonunun 
bir dönüşümüdür. 

2.5. a - Spirallike Fonksiyonlarda Katsayı Teoremleri : 

Teorem 2.5.1. Eğer f(z)cSP(a) ise her bir n~2 için 

n -1 
i a'n i ~ IT 

, k = 1 
i k+2s-11 = _-'-

k (n-1)! 

n-1 2 1/2 
IT ((k-1) + 4k cos 2 a) 

k=1 

eşitsizliği geçerlidir. 
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İspat z f'(z)= 1 + s (p(z)-1) 
f(z) 

P ( z ) 1+b(z) = 
1-b(z) 

veya P(z)-1= 2b(z) 
1-b(z) 

b(z) (zf' (z)+(2s-1 )f(z) )=zf' (z) -f(z) 

b(z) 
00 

= L b zk 
k= 1· k 

ise 

dır. 

veya 

n-1 

(n-1)2IanI2~k~1[lk+2S-112_(k-1)2JlakI2 

veya 

a 1 = 1 i a 2 i ~ 2 c o s o: i a~ i ~ c o s o: ( 1 + 8 c o S 2 o: ) 1 /
2 

dir. 
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2.6, Kuvvet Serileri Üzerine Bazı Katsayı Teoremleri : 

00 

Teorem 2.6.1. f(z) = z + i anz n fonksiyonu birim 
n=2 

dairede analitik olsun ve birim dairede orjindeki değerin­
den hariç diğer noktalarda sıfırları olmasın. Bu takdirde, 

dir. Burada, 

"((k ,m) =(k+1) (2k+1)(3k+1) ... (mk+1) = 
ID 
il 

j = 1 
(jk+1 ) 

"((k,O) = 

olmak üzere, 

00 r rı r 3 rn a ı.a .a ... an+1 2 3 4 (-1)my (k,m-1) ( i i 
m=1 k m am (n) 

olup, (rı' r 2 , r 3 , ••• , r n), nilileri negatif olmayan tamsa­
yılardır. 

denklemleri gerçeklenir. 

Uyguıcımd: n= 2,3, ... ,6 için formülleri hesaplayalım. 

Yukarıdaki formülleri kullanarak, 
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n = m = için rı = 

r 
( - 1 ) y( k ! O ) a· ı 1 

Ck- 1 = ----L- = - iZ a 2 
k r i 

ı . 

n = 2 için r ı +2r 2 =2 
ise 

r ı =O,r 2 =1 r ı +2r 2 =2 
ise 

r ı =2,r 2 =O 

r ı +r 2 =1 rn=1 r ı +r 2 =2 m=2 

2 a 2 

C2 
(-1)Y(k,O)a + ( -1 ) Y ( k , 1 ) __ 2 La + k+1 a2 

k-1 =- =-3 
k2 k 3 2k 2 2 

k 2! 

n=3 için r 3=1 ~ +2r 2+3r 3= 3, S =0 
ise ıse 

r ı =r 2 =0 r ı +r 2 +r 3 =2 r ı =r 2 =1 

ise 

C 3 k _ 1 = l:..1la + ( - 1 ) 2 k + 1 a a + (- 1 ) 3 ( k + 1 ) ( 2 k + 1 ) a 3 
k 4- k2 ı El 6k 3 2 

n=4 i ç i n r ı + 2 r 2 + 3 ra + 4 r it = 4 r = 1 ., m = 2 ... rı = r 3 = 1 
+ it 

veya r 2 =2 

rı+r2+r3+r~==1 m=1 m=3 ... rı =2,r2 =1 

+ 

m=1+ r =1 5 

+ r ı =r lt =1 m=3+ r 2 =2,r ı =1 

m=4 r =4 
ı 

m=4+r =3 
ı 
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n = 6 için rı+2r2+3r3+4r~+5r5+6r6= 6 
-)- r 6= 1, .... 

Teorem 2.6.2. Cnk - 1 katsayıları aynı zamanda, 

( -1 ) n 
Cnk - 1= 

'I kn n. 

k o 
{k+1)a 2 2k 

{k+1 )a s {2k+1 )a 2 

na n+1 {k+n-1 )a n (2k+n-Z) 

şeklinde ifade edilir. Burada, 

[ 
i+{j-1) (k-1) a2+i - j i + 1 ~ j 

A .. = 
ıJ O i+1<j 

dir. 

ise, 

ise 

o 
O 

O 

{n-1 )k 

[ ( n - 1 Xk + 1)] a 2 
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1 00 

İspat o (r;) = -----
Cnk - 1 

nk-1 
~ [f(1/~k)J1/k 

denkleminin türevini alırsak, 

_.1 f'(1/t k) 

k [f(1/~k) J1+1/k 

ve 

olur. 

00 

= 1 + L 
n=1 

(1-nk)C nk _1 

~nk 

B ura d a 1 / ~ k y ı z i i e d eg i Ş tir i r s e k v e a 1 = 1, c _ 1 = 1 
ifadelerini kullanırsak yukarıdaki denklem; 

00 00 

( L anz n)( L (1-nk)C nk _1zn) 
n=1 n=O 

Bu denklemin her iki tarafındaki zn+1 katsayıları, 
n+1 sabiti ile eşitlenirse, 

n 
,L (jk+n-j)an+1_J'CJ'k_1=O' 
J=O 

n=1,2,3 ... 
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C_ 1=1 trivial olduğundan ilk n+1 denklem, 

c _ l' C k _ 1 ' C 2 k _ 1 ' . . ., C n k _ 1 d e ğ i Ş k e n 1 er i n d e 1 i n e e r d ir. Cr a -
mer yöntemi ile, 

n=1 için: 

n=2 için 

aı C _1=0 

ka ı C k _ 1 =0, 

2a =0 3 

}+ 2a 3 +(k+1)a ı +2k=0 
2a3+(k+1)aıCk_1+2kaıC2k_1=0 

n=3 için 

A·· 1 er lJ i sıra, j sütun olmak üzere a =c 1=1 
1 -

Aıı = {[ 1 + ( 1 -1 ) ( k -1 ) ] a 2 + 1 71 1 + 1,1 
+ A ıı = a2 

O 1 + 1 < 1 

A ı ı={[ 1+(2-1) (k-1) Ja 2+1- 2 1 + 1, Z 
+ A = k 1 ı 

O 1+1<2 

A23 ={[ (2+(3-1 )(k-1) a2+2- 3 2+1,3 
+ A = 2k 

ı 3 

O 2+1<3 

2,=1 

2'=2 

3,3 
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a 2 k O O 

2a 3 (k+1 )a:ı. 2k O 

Cnk - 1= 
( -1 ) n 

nlk n 

na n+1 
[(n-1)(k+1)]a2 

dir. 

Teorem 2.6.3. Teorem 2.6.1 ve Teorem 2.6.2 de 

k yerine -K konursa; 
00 

'i' nK+1 
L b nK +1 z 

n=1 

şeklinde bir ifade elde edilir. Burada bnK - 1 katsayıları 

a2 -K O 

2a 3 (1-K)a ı O 

bnK - 1= 
( -1 ) n 
nl(-K)n 

na n+1 [(n-1)(1-K)]a 2 

veya 

n 
( - 1 ) m)' ( - K , m - 1 ) 

r r n 
bnK - 1= m~1 

a 21 J •••• an+1 ( L ) 

(_K)m cr (tl) rı i ... r n i m 
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ile verilir. 

İs~at Teorem 2.G .1 ve Teorem 2.6.2 nin ispatından 

yararlanılarak benzer şekilde elde edilir. 

(-1 )y(K,O) a ~ı 1 n=1 için = bK- 1 = az 
( - K) r ! K 

n=2 için (-1)y(-K,O) a 3 + (-1)2 y (-K,1) a ~ 
( - K) (-K)Z 

1 1-K 
a~ = b2K - 1= - a 3 + 

K 2Kz 

00 

Teorem 2 . 6 .4. f(z) = L a zn birim dairede analitik 
n=1 n 

olsun ve orjinden hariç noktalarda sıfırları olmasın. Bu 
takdirde a#O herhangi bir reel sayı olmak üzere 

[_z_]a/2 
00 

1 + L b zn açılımındaki b katsayıları = n 
f(z) n=1 n 

bn Cnk - 1 k 2 
şeklinde ifade edilebilirler. = = -a 

İs~at f(Z)8S ve .fLU E de sıfırları haiz 01-
z masın, 

1 00 Cnk - 1 0 U:) = 
(f( 1/ç k))1fk 

=ç + L nk-1 n=1 ç 

1 Iç k yerine z yazarsakj 



(f(z)) fTk 
1 =-=-m+ L 

z n= 1 

00 
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C zn-1/k 
nk-1 

herhangi bir a8R için 1/k yerine a/ 2 yazarsak k= 2 
a 

1 

(f(z))a/2 
= _1_ + 

za/2 

00 

L 
n= 1 

b zn-a/2 
n 

za/2 ile her iki tarafı çarparsak; 

h(z) = (flU)-a/2= 
00 

L 
z 

_z_)a/2 = 1 + 
f(z) n=1 

elde edilir. 

00 

Teorem 2.6.5. w=f(z) = z + L 
n=2 

fonksiyonu 

birim dairede analitik ve orjindeki değerinden hariç nokta­
larda sıfır olmasın. Bu fonksiyonun maküs fonksiyonu; 

z = g(w) 

ise bu takdirde, 

bn = . 
nı 

dır. 

İspat 

ve 

olsun. 

00 

w+ L bnw 
n = 

n=2 

dn- 1 
[h(z)]-n 

dz n- 1 z=O 

f(z) = z fonksiyonu birimdairede analitik 
h(z) = f(z)= 1+ a2 z + a 3 z2 + ... = 1 + i a zn-1 

z n=2 n 
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C, z-düzlemi için orjin civarında küçük bir daire, 

r, w-düzleminde"C ' nln f{z) altındaki resmi olsun, 

ro 

F{z) = F(g(w)) = i cnw n 
n=O 

Cauchy formülünden, 

f F (z) dw 
---n+f 

27d r w 

i se, 

r+ C ve w+ z integrali değiştirirsek, 

1 
2'ITi 

f F{z) f'{z) dz 
C (f(z))n+1 

U=F(z) ve dV=(f(z) )-(n+1) f' (z)dz , (n#O) 

C n = _1_ b. c _F...:..,{ z--=-) ___ + _1_ 
2 'IT i -n{f(z))n 2'IT~ 

J:.-F....;' (!...::Z:..!-) -- d z 
C n{f(z))n 

burada ilk terim sıfır olduğundan, 

C = _1_ f F i (z) dz = 
n 2 'IT İ C n(f(z))n 2~i 

Bu denklemin sağ tarafı zn-1 in katsayılarıdır. 

(F 1 (z)/ n{h{z))n için Maclaurin serisinde) 
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Sonuç olarak, 

dır. 

F(z)=z ise f(s) ve g(w) maküs fonksiyonundan, 

b
n 

= d
n

-
1 

(h(z))-n 
nı • dz n- 1 

z=O 

dır. 

Örnek: Eğer w = zeAz ise maküs fonksiyonu için 
Maclaurin serisi bul ve serisinin yakınsaklık yarıçapı? 

00 

z = ı 
n=1 

dir. 

-Az Çöz üm: h (z·) = e 

1 d n-1 
bn = 1 nı' dz n-

olsun. 

= 
n-1 n-1 A . n ve 

nı 

z=O 

Oran testinden yukarıdaki seri 1 wl <1/IAle için 
yakınsaktır. 



Teorem 2.6.6. 
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00 

f(z) = z + i 
n=2 

fonksiyonu birim 

dairede analitik olsun ve birim dairede orjindeki değerin­
den hariç diğer noktalarda sıfırları olmasın. Bu fonksiyo­
nun maküs fonksiyonu; 

00 

z = g(w) =w+ i 
n=2 

ise bu takdirde n~2 için 

n -1 
bn = i (_1)m (n+m-1)! 

m=1 (~ (n-1) n! m 

rı rı r n-1 
_a_2 _. _a3 __ • ._._a...;,.n'---_) 

ri !r2!··· r n- 1! 

dir. 

u y j-U i cı rn d : ( rj ,r 2. , • • • , r n _ 1) i n (n - 1 ) 1 i i e ri, o m ( n - 1 ) d e 
negatif olmayan tamsayılar ve 0m(n-1) bu (n-1) lilerin bir 
cümlesi 

+ (n-1) r n- 1 = n-1 

r ı +r2 + ... + r n- 1 = nı 

olmak üzere, 

n = 2 için rı = 1 , m=1 

( -1 ) (2+1-1)! a 
b2= 2 -a 2 = 

2! 1 ! 

n=3 için 
+ + 



3! 1 ! 
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(-1 )2(3+2-1)! 
3! 

n=4 için r 2 +2r 2+3r 3=3 

b = (-1)(4+1-1)! 
it 

4! 

+ 

(-1) 2(4+2-1)! 
4! 

00 

(-1)3(4+3-1)! 
4! 

Teorem 2.6.7. f(z)=z+ L a zn fonksiyonu birim dai-
n=2 n 

rede analitik olsun ve birim dairede orjindeki değerinden 
hariç diğer noktalarda sıfırları olmasın. Bu takdirde maküs 
fonksiyon; 

ise 

bn = 
(_1)n+1 

n! 

ile belirlenir. 

00 

z = g(w) =(.J+ L bnw n 
n=2 

na 2 O 

2na 3 (n+1)a 2 2 

(n-1 )na n ((n-2)n+1) an-1 

O 

(n-2) 

(2n-2)a 2 



olmak üzere, 
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A .. = {[ (i-j+1 )n+j-1 ]ai-j+2 
1 J 

O 

Aıı "= (1 - 1 + 1 ) n + 1 - 1 ) a 1 - 1 + 2 1 + 1 ~ 1 

A ıı = (1-2+1)n+2-1)a 1_2+2 1+1~2 

b ı = 
( -1 ) 3 

2! 
2a ı =-a ı 

l:..U1t 3aı ı 

b3= = 2aı-a3 
3! 6a 3 4aı 

4a ı O 

b it-= i:.1.l 5 

8a3 5aı 2 
3 

= 5aıa3-5aı-alt 
4! 12alt 9a3 6 a ı\ 

( -1 )6 5a ı O O 
bs = -- 10a 3 6a ı 2 O 5 ! 

i + 1 ~j 

i +1 <j 

=a =1 1 

15a lt 11 a 3 7a ı 3 ı it 2-
= 6aıalt-21aıa3+14aı+3a3-aS 

20a s 16a lt 12a 3 8a ı 

co 

Teorem 2.6.8. f(z) = L bnz n = bız + ....• fonksi-
n=1 

yon u b i r i m d a i r e d e ana 1 i t i k v e \ f ( z) \<.1 k o Ş u 1 u n u ger ç e k 1 e s i n . 
Eğer g(z) = 1 + Y Pnz n fonksiyonu da birim dairede anali­

n=1 
tik ve Re g(z»O koşulunugerçeklerse; teorem L1.1 ' den 

1+f(z) 
co 

( * ) g(z) = = L b zn 
1 -f( z) n=1 n 

yazılabilir veya tersine, 

g(z)-1 
co 

(*)(*) f(z) = = 1 + L P zn 
g(z)+1 n=1 n 

şeklinde ifade edilebilirler. 



ispat 

1+z 
w= 

1-z 
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Mobius transformasyonlarından, 

ve z w-1 =-
w+1 

Izk1'i Rew>O taşırsakve tersine Bo ve P sınıfları (*) ve 
(**) denklemleri ile ilgili olur. Gerçekten; bu denklemle­
rin herbiri için f(z)8B o olması için gerek ve yeter koşul 
g(Z)8P olmasıdır. 

Teorem 2.6.9. Teorem 2.6.8. deki (*) ve (**) katsayı­

ları n~1 için, 

bı 

bı 

b 3 

P =2 n 

bn- 1 
bn 

Ve 

Pı 

pz 

(_1)n+1 P3 
b = n 2n 

dir. 

-1 O 

b ı -1 

bı bı 

bn- 2 bn- 3 
bn- 1 bn- 2 

2 O 

P ı 2 

pz Pı 

Pn- 2 Pn-3 
Pn-1 Pn- 2 

O 

O 
-1 

bn- 4 
bn- 3 

O 
O 
O 

Pı 

pz 

O 

O 

-1 
bı 

O 
O 
O 

2 

Pı 
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2 

P2= 2b 2 +2b ı 
P3 = 2 bı -1 

P ı 
2 4 

Teorem 2.6.10. p(z)=Co+Cız +C 2 Z2 + ..•. Izl<1 anali­
t i k veR e (p ( z ) ) > O , E i ç i n d e i s e n;;: 2 i ç i n ve s;;: 1 i ç i n 

~ 2 ~2 

Bu eşitsizlikler bUtUn n ve s için geçerlidir. 

p(z) = (ReCo) (1+z) + i imC o 
1-z 

ispat: p(z) fonksiyonu, E'de analitik ve Re P(z»O 
ve p(O)=C o olduğundan 

p(z) = (ReCo) 

i f,a d e s i n e h aiz d ir, b ura d a n 

m 
= (ReCo) i 

k=1 
dır. Dolayısiyle 

ve 
m 
i A =1 

k=1 k 
( n;;: 1 ) 

İnıC o 
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C}n-s ReC o m int ReC o m jsnt m 2' ei (n-,s)t k 
= - L 2Ake k - (-) 2 L 2A' e" k L i\k 

C ~ C.o k=1 Co k=1 k k=1 

ReC o 
= 2 I-II 

C o 

R e C o m B i 2 i R e C o i r~ 'k i B k i 
= 2 1- II i Ak k ~ L 1\ 

C k=1 k=1 
o C o 

ReC o m " ( ) 
G- = -- 'i Ak eL n-S tk 

C o k ~ 1 

olmak Uzere ve 

1~k~m 

oldu~unu gösterelim. 

Schwarz eşitsizliğinden; 
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ReC o 
m 

= Re (- i i A e i {n-s)tQI2) 
C o q = 1 q 

ReC o m 
= ( __ )2 

Iq~1Aq 
e i {n-s)t qI2 = i Q 1 2 

i c o i 

m 
\"' A i Bk 12 = 1 + 4 11f1 2 

- 4 i Efi 2 = 1 
k ~ 1 k 

Şimdi ~, de tUrevi haiz bir fonksiyonun tersi için 
·sınır katsayıları ile ilgili bir teorem ispat edelim. 

Teorem 2.6.11. Eğer f(z), türevi poziti~ reel, kıstııa haiz 
bir fonksiyon ise 

v 2 3 f (w) =w +y 2 w +y 3 W + •••••• 

ve 

fo(Z) = -z-21og(1-z) ile verilen fonksiyonun makUsU 
ise, o halde IYkl~IBkl k=2,3,4, ... ve fo(w) verilen eşit-
sizlikte tektir. 

P (zh:p ise 1 -(p 
.R(z) 

ve sonuç olarak 
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f'(z) = 1 ve f(f(w)) = w , 
... 
f' (lı.l) = p( f( w ) ), i w i < p( f) 

P ( z ) 

denklemlerini birleştirirsek 

1 + = 1 + 

k=2 için 

k=3 için 

k=4 için 

1 +4y lt w3=1 +C ı (W+Y2W2+Y3W3+ ••• )+C 2 (W2+y~Wlt+ ••• +2w 3Y2+"') 

+ C 3 (w 3 + Y ~ W 6 +. • .) + C lt (w lt + Y ; W 8 + • • • ) 
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k=5 için 

51'5W~= CıW~1'~+C21'~w~+2C21'3W~+3C31'2W~+C~W~ 
3 

C ı +8C ı C 2 +6C 3 
51'5= C ı ------------

24 

k=6 için 

c ~ .C ~ +2C 2 
+ C2--- + 2C2-------

4 6 

'. 

+21'~W5+ ... +2w31'2+2w~1'3+21'21'3W5+ ... )+C
3 
(3'Y~W5+ ... +31' 3 W5+ ••. ) 
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C4 +22C 2C +42C C +16C2+24C 
LL 2 13 2 4+ 

120 

Teorem 2.6.12. p(z) €p olsun, bu takdirde, 

/ 

eşitliklerinin hepsi iki ile sınırlıdır. 

ispat : C1,C~, ... ,C: katsayıları 1 --=-----
p(z) 1+C ı Z+C 2 Z 2 + ... 

yardımı ile elde edilir. Buradan haraketle 



i 
i 
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i ---------------------
'ı c c 2- C )- C Z~- C t;- C 6- (2 ) (L ) ~ ~ ~ 2 2 } ~ / ıZ+ ıZ + JZ + ~ + ~Z + 6Z +... 1-C I 2+C ı -C ı Z2- C ı +C)-2C ı C ı Z +\Cı+2CıCJ-3CıCıtCrC~Z-
IC • C 2 ı + C C 1 C C ~ C C ~. C C 6 (5 ı ) 2 i !i \ ıZ-· ı Z _ i ıZ! i )Z·1 i ~Z - i 5Z + ... - Cı+3CıC)-4CıC2+3CıCl-2CıC~-2C1C)+C5 Z + 

1('C~ Cı)-t::;(C:'C~-=-c;Y~3'~;(C:C;-Cy)zi;+( Ci~-="C;)ZT+-:'. + (C ~ +4C ~C J -5C ~ Cı +6C ~ C~ -2C~ C~ -6C i C lC )+2C i C ~ -d+2C zC ~ 
1(12. )1...,/3 )3-(C1C c2 )"'-(2 C rC\Z5"- C1C)b lıCJ -C2 Z t\.c.1-CrCı Z + .L 2-:ı Z+ Ct 3-"13) f·" + j- 6 Z .... 
! 1 -------J-·-·;-·--··-i .. ·-··-··-··---·-·-~-.. ----ı-··-·'"· ~ 2. 6 
i( C i + C J - 2 C i C 2 } Z - ( C i C 2 - C 2 + C ;;-C i ~) Z - ( C i C J - C 2 C 3 - C i C ~ + C s ) Z - ( C i C ~ - C 2 C ~ - C i C 5 + C 6) Z •••• 

~C~+C)-2CIC1)Z)±(C:+CıC)-2C:Cz)Z·±(C:Cl+C1CJ-2C1C:)Z5i (C:C3+C~-2CıCıC3)z6 •.•.•• 
L . ± 

h +2C ı CJ -3C; C,tC~ -c~ )L~ + (C :c'
l 
+2C ı ~'~~~:-::-C~C~C~~--Cs 0"~-~-(~i~-:~~-~;c-~:~) -~-i~-~-:c~~-::c i Cs ~~~);6-~~~-: 

j 

;c~ +2C i Cı-3C~ Ci tC; -c~ } z~t( C~+2C~C) -3C ıc ı+C i c~ -c i C~ )Z5+{ c~ Cı t2C i CıC) -3C:C~+C~-C2C~ )Z6 -+ ., .• 
i --.---------.-.. "---.-.-,--..... -..... " ..... -... ,,' '.' ., .. _ ................. "". "-" ,,- . 
1C~+3C~C3-4C~C2t3CIC~-2CIC~-2C1CltCS)Z5-(C~C2+4CIC2C3-3C:C~tC~-2CıC~-C~-ctcJ+C~C~-CIC5+C6) Z6. 

:( c~ +3q c) -4q C ı+3C i C; -2C i C~ -2.C 2 C J t_:~: ± ~~~.:~.:!:.~~~.~.~.~.~.: .. 3C fC ~ -2q C~ -2C i Cı C )+C i C 5) Z 6 ± •••• 

i 
I(C~t4C:CJ-5C:CI.6C:C~-2C:C~-6CIC/CJ+2CıC~-C~+2CıC~+C~-c.lıit ••••• 

I(C~+4C:CJ-5C;C2 .6C;'C~-2C~C~-fıCIC1CJ+2CIC~-C2+2C2C~+C23-(6) Z6 + .... . 
i ----.. ---.. -...... -....... -.... -... " -.. --.... ",,,,,.,,,,. -... -_ ..... - ... " ......... _ ...... ~ ..... -....... _ ...... _- .. -... -.. -

o 

Buna göre, 

C~= IC~-2CıC2+c31 

lde edilir. 
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Tanım 2.6.1.2. TOEPLİTZ FORMLARı 

Üç fonksiyon sınıfını göz önüne alalım. Her bir 
fonksiyon sınıfı için sınıfın her bir fonksiyonu ile Toeplitz 
formu denilen Hermitian karakterinde bir formu birleştirelim. 

a) a o, aı, bı, a 2 , b2 , ••• , an,b n, ... reel katsayılar 

olmak üzere, r,x kutupsal koordinatlarında 

00 

ao+Z L rn(ancosnx + bnsin nx) 
n=1 

harmonik bir fonksiyonun açılımı olsun. 

n=O,1,2, ... ; bo=O 

kompleks sayıları tanımlansın, öyle ki (cv_~)' bir Hermitian 
matris olsun. (~v=O,1,2, .. ,n olmak üzere). 

~,v=O,1, ... ,n 

Hermitian formlarını göz önüne alalım; ve 

00 

ao+ 2 L rn(ancos nx + bnsin nx) harmonik fonksiyonu ile bir­
n=1 

leşimine "Toeplitz Formu" diyelim. 

n n _ 
Tn = i i cv_ u~uv formunu açacak olursak, 

v=O ~=o ~ 
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elde edilir. Buna göre Tn determinantı, 

Co C ı c 2 c n 
C -1 c o C ı cn- 1 

T = n C -2 c -1 Co c n- 2 

C -n c1- n c 2- n ... Co 

ve 

Co cı cı 

T ı = 
C -1 Co Cı 

C -2 C -1 Co 

şeklindedir. Bu Hermitian matrisi, Toeplitz determinantına 

denktir, ve 
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2 c ı C2 Cn 
C -1 2 c ı cn -1 

D = n 
c -n c -n+1 c -n+2 2 

n = 1, 2 , 3 , .. , Co = 2 

determinantı ile gösterilir. Bunun sonucu olarak şu teoremi 
verebiliriz. 

Teorem 2.6.13. p(z) = 1 +CıZ +C 2Z2+ ... 
kuvvet seriıerinin birim dairedeki bir P fonksiyonuna yakın­
saması için gerek ve yeter koşul Toeplitz determinantını ger­
çeklemesidir. 

D = n 

2 

2 

C 
-n+2 

n = 1,2,3, ... 

-
ve c_k = ck negatif değildir. 

P(z)= i PP (e itkz ) 
k = 1 k o 

n<m-1 için ve 

2 
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Teorem 2.6.14. (Harmonik fonksiyonları içeren) 

00 

a o+2 L rn(ancos nx + bnsin nx) serisi, r<1 birim çemberin-
n=1 

de yakınsar ve bir pozitif harmonik fonksiyonu göstermesi 
için gerek ve yeter koşul n nin bütün değerleri için 
Tn = L c u - u ı.t ,v= O , 1 , . . ., n T o e p i i t z for m 1 arı n ı n n ega t i f 

v-ı.t ı.t v 00 

olmamasıdır. (Bu a o+2 L rn(a cosnx+b sinnx) in sıfır olması 
n= 1 n n 

dışında geçerlidir). 

İSPAT : T ( ) \' / / i(ı.t-v)tt -n r, 9- = L C v-U r u -ve' Uu Uv ' 

u,v= 0,1, ... ,n ifadesi r,e kutupsal koordinatların 

bir harmonik fonksiyonu tanımlar öyle ki onun r=1 için nega­
tif olmaması r<1 için aynı özelliği gerçekler. 

00 

ao + 2 L rn(ancosnx+bnsin nx), r<1 için pozitif ve 
n=1 

regular bir f(r,x) harmonik fonksiyonunu göstersin. 

JTI/uo+uıeiX+uıe2ix + ... +une inx / 2f(r,x-~)dx 
2TI -TI 

o ı d u ~ u n d anT n ( r , So) ~ O ve ay n ı zam a n d a T"n ( 1 ,O) = T n ~ O o ı ur. 

Tersine; Tn;.;:O olsun buradan Tn(1 ,&)~O, böylece r<1 
~ keyfi reel sayı olmak üzere Tn(r,&)~O olur. Özellikle 
T n ( r , O ) ~ O o i d u ğ u n u b i i i yar ~ z , T n ~ O d a n c ~ - / c n i 2 ~ O , i c n i ~ Co 

soncu çıkar, öyleki, ao+2 L rn(ancosnx+bnsİnnx), r<1 için 
n=1 

yakınsar ve regüler bir f(r,x) harmonik fonksiyonunu göste-
rir. Şimdi O<p< 1 ve xo, reel değerli keyfi bir sabit ol­
sun. 

T (r &)= _1 JTI/ u +u eixu e2iX+ ... +unenix/2 f(r,x-G)dx n ,. o ı 

2TI -TI 
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gösterilimden 

bulunur. Öyleki n +00 çin 

J'lTI 
(1_ p2)1/2 i 2 f(r,x)dx= _1 L'IT f(r,x)dx~O 

2 'IT 'IT 1- ei(x-xo) 2'1f 'IT 1 - 2 cos (X-~2. 

Eğer p+1-0 ise, bu ifade 

( _1ill,P(o.) 1-r 2 
') ( ) T u ----~------ d~ Poisson integralı f r,x o a 

2'IT 'IT 1-2rcos(x-fr~r2 

yaklaşır öyleki f(r,x), r<1 birimçemberinde negatif degildir. 
Harmonik fonksiyonlardaki extremum prensibine göre bu pozitif 
olmak zorundadır. 

2.7. Konveks Bir Fonkisoyunun Maküs Fonksiyonunun ilk Kat­
sayıları Üzerine Toeplitz Formlarını Kullanarak, Bazı 

Eşitsizliklerin Elde Edilmesi: 

Bu bölümde 1983,1984,1985 yıllarındaRichard.J.libera, 
Eligiusz. J.Zlotkiewicz tarafından yapılan bir çalışmayı 
ele alıyoruz. 

Teorem 2.7.1. K, bütün f(z) fonksiyonlarını içeren 
S nin bir alt sınıfı olmak üzere f(s)€K için hnl~1, n=1,2, 
3,5,4,6,7, ve bu sınırlar degişmez. 

İspat : f(z)=z+a~i+a3z3+ ... fonksiyonu birim daire­
de analitik f(O)=O, f' (0)=1 ve yalınkat olsun. Bu durumda 
f(z) fonksiyonun maküs fonksiyonu en az 1/4 yarıçaplı dai­
rede Maclaurin açılımını haiz nlup bu açılım. 
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şeklindedir. Bu ikisini birleştirirsek, 

f(f(w)) = w bulunur veya 

~ ~ ~ 

w=f(w)+a 2(f(w))2+a 3(f(w))3 + ... 

+ ••• 

+ v +a = O 
12 2 
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Re {P(Z)}> O için /:,. de bütün P(z) regüler fonksiyo­
nunun bir ailesi P olsun. 

f(z)E:K ise 

zf"(z) = f'(Z)[P(z)-1] 

Şimdi ak katsayılarını hesaplayalım. k= 2,3,4,5,6,7. 

n = 2 için 

n = 3 için 

n = 4 için 
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n = 5 için 

n = 6 için 

n = 7 için 

Bulduğumuz ak katsayılarından 

= Cı 

O }-+ 

6a 3 = Ci+ C2 

Y3+2alf2 +a 3= O 

2 
C ı +C 2 

Y -c'l./2 + - = O 
3 1 6 

yh+a (y 2+2 y )+3a y +a = O ., 223 32 't 
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Teorem 2.6.12'yi kullanarak 

;;;4+8+12=24 

+8Ictllc~-cıl + Ic ı I 2 ;;;12+40+64+4=120 



- 52 -

Teorem 2.6.10'kullanırsak IC3-CıC21~2 

Cı>O farzedelim. 

Toeplitz determinantından n=2 için 

2 Cl C2 
Dz= Cl 2 cı = 2 2- - 2 2 

4C+CıC2+CıC2-2c~C2-2Cı-CıC 
-C2 Cı C 

C = 2 için 

Dz= 8+C~(C2+C2) - 4c;-2 Ic 21z 

= 8+2c~Recl-4c~-2 Ic 21z 

= 8+2 Re{c~cıl-4cf-2 IC212 

L 

720 ~61~ 520 + 2 max 114c~+5c~-18c;C21 

-z+z = Rez 
2 

Ixl~1 için 

den 

114c:+5c~-18C~C2 1=114ct+ *[C~+2C~X(4-C~)+X2(4-C~)Z] -

e~+X(4-c: ) 
- 1 8e ~ ( 2 ) = 
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~ Ic~(14 
5 + - 5 ı x2 i -9)+(4-c 2)( - -9)+(4-~)2 

1 4 4 

~ 't 25 + 13 (4-C 2)C 2+ (4-c 2)2 Cı- = ı ı 1 4 2 

c't( e 13 +1) +c~(26-8)+16 = 
ı 4 2 

3 c't+ 18c~+ 16~ 100 = 
4 1 

+ 10lc'tl'tc~+20Ic31Icıc2-c31+6Ic21Ic'tI+28 c~+64cıc2c3-90c:c~­

-7c~1 

Caratheodory's 
lim: 0~cı~2 . 
D3 ,=0 dır. 

2 
-D3 = C 

-c 2 

-c 3 

kriterini kullanarak A~808 olduğunu göstere­
Eğer 0~cı~1 ise A~700 cı=C ve 1~c~2 olsun 

C c2 c 3 

2 c ı c2 ~O 
C ı 2 C 
- -C2 Cı 2 
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Dz determinantını kullanarak, 

Izl~1 için Dz ve D3 kullanarak 

8A~[101c6+128c3(4-cZ)]+ C (4-c 2 )[512-128c 2 -189c 3 ]p+ 

p = Ixl~1 F(p), 3. derece polinom olsun. 

FI(p} ,p da ikinci dereceden FI(O}>O, 

FI(1) = (4-c 2 )(336-1024c +1178c 2»O, 

p2 için bir negatif katsayı ve 

Sonuç olarak F artan ve Max F(p) = F(1) 

G (c) = F(1) = 448+1844c 2 + 3c lt -22c 6 

GL (c) = 2c (1884 + 6c 2 - 64c lt }>0 

G (c)~G(2) 

p = 1, c = 2 üst sınırdır. 

8A~ (101) (64 )+A~808 

bütün cller için geçerli, c k = 2. k = 1,2,3, .. 



III. BÖLÜM 

3.1. Kompleks Mertebeden Yıldızıl Fonksiıonların MakO~ 

Fonksiyonu İçin Toeplitz Formlarını Kullanarak İlk 

Alt ı Kat say ı s ı n ı n Üst S ı n ı r 1 a r'ı-- Tay i n i : 

.~. 

Tanım 3.1. (Kompleks mertebeden yıldızıl fonksiyonlar) b, 
kompleks bir sayı ol~ak üzere b# O koşulunu gerçekle :sin., 
f(z) = z + azz z, + ••••• fonksı'yonu bir dairede analitik ve 
f(z) ~ O olmak üzere, 

z 

(1) Re [1 +. (z fl (z) - 1)J> 0, ZsD 
b f (z) 

koşulunu gerçeklerse, f(z) fonksiyonuna birim dairede komp­
leks mertebeden yıldızıl fonksiyon denir ve bu fonksiyon sı­

nifı S(1-b) ile gösterilir. 

Bu sınıfın önemli 'alt sınıfları, blnin alacağı özel 
değerlerle aşağıdaki şekilde ~ıralanabilir. 

(i) b=1 için S(1-b)= S (0)= S* yıldızıl fonksiyonlar sınıfı­
dır. 

(ii) b= 1-a (0<a<1) için S(a) a.mertebeden yıldızıl fonksiyon­
lar sınıfıd1r. 

( i i i) b = e - il, c o s A (i A"i < ;) i s e 

'A A 
S(1-b) = S(1-e ı 

COSA) = S yıldızıl fonksiyonlar sınıfı-
dır. 
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( i v) b = ,:( 1 - a ) C o s "e - i), i s e 

. " " S(1-b) = S (1-(1-a) e-ı cos,,) = S 
a 

a.IDertebeden yıldızıl fonksiyonlar sınıfıdır. 

(1) yazılışından dolayı, 

(2) 1 + 1 (z fl (z) - 1) = P(z) 
b f (z) 

ifadesini yazabiliriz. Burada P(z), pozitif reel kısmı haiz 
fonksiyo~dur. Yani ,P(z)€P dir. Öte yandan pozitif reel kıs~ 
ma haiz fonksiyonlarla Schwarz lemmasının koşullarını ger­
çekleyen w(z) fonksiyonu arasındaki bağıntının kullanılma­
sıyla, . 

fl"(z) ( 3) z = 
f (z) 

+ (2b - 1 )w(z) 
- w(z) 

yazılışını elde ederiz. (3) eşitliğinden hareketle ilk beş 
katsayısının hesaplanışı 

00 

f(z) = z + L 
n=2 

00 

w (z) = L 
n=1 

.~ 

.z ( 1 + 2 a 2 z + 3 a 3 z 2 + ... ) 

(z+a z2+a Z3+ ... ) 
2 3 

(z+2a 2z 2+3a 3z 3+ ... ) 
= 

(Z+OzZ2+ a3z 3+ ... ) 

= 

.. 
. ' z 

(z+2a zzZ+3a 3z
3+ ... )(1-c ı z-c z z 2 - ... )=(z+a2zz+a 3z3+ ... )(1+2bc ı z+2bc z z ~ ... 

.... c z-czz z- .... ) 
1 

(z-c Z2-C Z3_C Z4-C ZS-C s z6- ... )+(2a2zZ-2a2cız3-2aıczz4-2a2C3z5-2aıC4z6 ... )+ 1 ı 3 4 
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a2=2bCı 

-

3a~=2bc3+2bc2.2bcı+2bcı (bC2+2b2C~+bc~)+C2.2bcı+2cı (bC2+2b2C~+bC~) 

.' 
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4as=2bc4+4b2CıC3+ 2b2C~+4b3CiCl2bıCIC2+ ~ c ı c 3 +4b 3 dCı+ ~'td+4b3Ci+ 
3 3 

+2bc 3) 
ı 
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+2bc~+6bc~C2+2bcıC3+2bci)+C4,2bcı+2c3(bc2+2b2C~+bc~)+ 1 c2(2bc3+6bzCıCZ+ 
3 

+4b 3c 3+6bc 3 +4bc C +2bc 3 )+ i C (2bc + ~ b2 c C +2b 2 c 2+8b 3c 2 C + 44 b2c 2C + l' 1 1 2 1 4 1 tı 3 1 2 " 2 1 2 3 1 2 

+ ~ b4C~+8b3C1+ ~2C{+2bC~+6bC~Cz+2bCıC3+2b C~), 
3 3 

5a 6 = 2bc5+4bzcıc4+2bzC2C3+4b3C~C3+2b2C~C3+ ~2C2CJ+4b3Cıci+ ~4C~C2+ 
3 3 

+4 b3c 3C + ~2C c2+ ~2C3C +b2C~C + ~3C2C +b 3c c~+4b4C3C + ~3C3C + lZ
3 

1Z
3 

IZ 1!ı 3 1212 IZ 3 2 

+2bcfC3+2bc2C3+6b2CıC~+4b3Cic2+6b2C~C2+4bcıC~+2bciC2+2bc 1 c tı + ~2cicz+ 
3 

2b 2c c2+8b 3c 3C + ~2C3C + f2ttı c 5+8b 3 c 5 + ~2C5+2bc c2+6bc 3c +2bc 2c + 12 12 12 1 1 1 12 12 1 3 

333 

+2bci 

.' 
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ı6 ~_ b~- ~- b3 44 b~- 8 b" b3 ' 22 b~ 4 
4 ?b b +2 +8 + +- "c"+8 C .. +- -c + a

5 
= ~ c4 +- CıC3 Cz CLC:! -3 cıcz .... i i.... i 

3 j j 

+2bc~ + 6bc~cz + 2bcı cJ + 2bct 

3a4 = 2bc
3 

+ 6b z cıcz + 4b3ci + 6bzci + 4bc1cz + 2bci 

2a3 = 2bcz + 4bzc~ + 2bc~ 

az = 2bcı 

II Bölümün 6. ve 7. kısımlarındaki eşitsizlikleri kullanarak J 

lazl ~ 21bl.2 ickl ~ 2 k = ı,2,3, ... 

lazl ~ 41bl 

la 31 ~ 21bl + 8\b
Z

\ + 41bl 

la 31 ~ 8\b
z
\ + 61bl 

la 4 1 ~ ı21bl + 241b zl + 3
3
2\b

3
\ 

la 51 ~ 2SIbl + 66\b
Z

\ +48\b3\+ 3: \b
4
\ 

la 6 1 ~ 2~61bl + 2~~2\bZ\ + ı68\b 3 \ + 7ıOs4\b 4 \ + ı:s8\b 5 \ 
elde edilir. 
Teorem 2.6.12 ve Teorem 2.7.1 kullanılarak; 

a3 = bcz + 2b2C~ + bC~} _ 6bz z _ b _ b z Y 3 - Cı Cz Cı 

Y 3 + 2az Y z + a3 = ° 
IY 31 ~ 24\b

2
1 + 61bl 

3a4 = 2bc: + 6b z cı cz + 4b
3
ci + 6b

z
c: + 4bc ı cz + 2bCi} 

Y4 +a Z (Y2 +2Y3)+3a3Y2 +a4 = ° 
3y 4 = 24b z cıC2 + 24bzc: - 64b3ci - 2bc3 - 4bcı cz - 2bci 

31y 41 ~ S 12\b
3
\ + 288\b

2
\ + 361bl 



- 61 -

31y 51 ~ 4000lb41 + 3 1681b31 + 890lb21 + 751bl 

? 4 3 3 3 3 3 ? 3 ~ 332 3:ı 8 b3 2 b:ı +_36b Cı C:ı - 40b Cı C3 - 156b Cı C:ı - _2b CıC~ -15 b Cı C3 - 15 Cı C:ı + 6 CıC-ı + 

147 2 2 113 2 3 124 2 :2 :2 3:ı 3 16 ., :2 :2 2 3 4 . 
--b cıc, +-b CıC' +-b Cı C 3 +2b C'C3 --b Cı --b CıC' +-bcıc, --bcı c4 + 

15 - 5 - 15, - 5 15 - 5 - 5 

1 4, 6 , 
--bc,c --bc-c --bc C; 5 _3 5 ı3 5 ı_ 

eşitsizlikleri elde edilir. Böylece kompleks mertebeden yıldızıl fonksiyonların 
maküs fonksiyonunun ilk altı katsayısı için üst sınırlar bulunmuş olur. 
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