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OZET

TRANSFORMATOR KACAK AKI DAGILIMININ
BILGISAYAR DESTEKLI ANALIiZi

Bu cahgmamn amaci transformatbrlerde kacak aki dagiimmin analizini
bilgisayar destekli olarak ger¢eklestirmektir. Bunun i¢in Oncelikle gerilim
transformator Srnekleri ele almip iki boyutlu ve ii¢ boyutlu modelleme yapimgtir.
Iki boyutlu modelleme igin sonlu elemanlar ydntemini kullanan Gemini isimli paket
program kullamlmigtir. Gemini'de iki boyutln modelleme ig¢in su asamalar
gerceklestirilmistir.

1. Transformatdriin geometrisini olugturma,
2. TransformatSr geometrisi {izerinde malzeme tanitma,
3. Transformatoriin elektriksel devre modelini olugturma,

4, Transformator ¢evresinde kontur tanitma,

5. Coziimleme.

Gemini ile yapilan analiz sonucunda tamimlanan kontur boyunca  aki
yogunlugunun bélgesel ve noktasal dagilm ve grafikler elde edilmistir. Elde edilen
grafikten kontur uzunlugunun herhangi bir noktasi igin aki yoZunligunu goérmek
miimkiin oldugu gibi o noktanmn transformatér niivesi iizerinde denk geldigi bolgede

ki kagak ak: da belirlenebilmektedir. KURULL
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U¢ boyutln modelleme igin sonlu elemanlar yontemini kullanan Slim paket
program kullamlﬁnstlr. Slim ile ii¢ boyutlu modelleme ii¢ temel asamadan
olugsmaktadir

1 Ag Olusturma,

2. Veri Tanitma,

3. Sonuglan Alma.

Birinci asama olan ag olusturma da transformatoriin iki boyutlu geometrisini
olusturma, sonlu elemanlara ayirma, kontur olusturma ve tii¢ boyutlu geometrisini
olusturmak icin dilimleme (Slicing) iglemleri gergeklestirilmigtir. Ikinci asama olan
veri tantma da bolgeleri kategorilere aywma, smr degerleri girme, malzeme
ozelliklerini girme ve analizi yapilacak biiyiikliikleri belirleme iglemleri yapilmugtir.
Son asama olan sonu¢ alma da ise lig boyutta bélgesel, vektorel sonug alma, iki
boyutta grafiksel, noktasal, bolgesel ve vektérel sonug¢ alma islemleri
gerceklegtirilmigtir.

Sonugta Ornek olarak ele alman gerilim transformatdrlerinin simiilasyonu
iizerinde kacgak aki dagilim Gemini de iki boyutlu olarak bdlgesel ve noktasal, Slim
de ise aym Orneklerin {i¢ boyutlu olarak boigesel, noktasal, vektorel dagihmu elde
edilerek analizi gergeklestirilmigtir. Tammlanan kontur boyunca her iki paket
programda da aym yOntem ile kontura gore aki yogunlugu grafigi elde edilmistir.
Boylece geleneksel hesapla tespit edilememis, hava aralifindaki kagak aki egrileri
goriilebilmistir. Sonuglar boliimiinde agiklanan nedenleri de g6z Oniine alirsak sonlu
elemanlar yonteminin tasarimeilara bityiik avantajlar sagladif anlagitnmstar.

Haziran, 2002 Hudir Selguk, Nogay



ABSTRACT

COMPUTER AIDED ANALYSIS OF LEAKAGE FLUX
DISTRIBUTION IN TRANSFORMERS

Aim of this study, achieve analysis of leakage flux distribution by computer in
transformers. So firstly for voltage transformer models has been done simulations in
two dimensional and three dimensional. Finite elements analysis program named
Gemini has been used in two dimensional simulation. The following major steps
have been achieved in two dimensional simulation in Gemini.

Setting up the geometric model of transformer,
Naming region on the geometric model,

Defining coils and electrical circuits of transformer,
Defining the contour around the transformer,

Solving.

A o A

As a result of analysis which has been done by Gemini, contour defined along
flux density, regional, nodal distribution and graphs hava been achieved. From graph
achieved for whicever node of contour length to see flux density is possible and
region which this node match upon transformer core.

Finite elements analysis program named Slim has been used in the three
dimensional simulation. The following three major steps have been achieved in three
dimensional simulation in Slim.



1. Mesh generation,
2. Solution control,

3. Post processing.

On the fist step; generation of two dimensional geometry of transformer, mesh
generation, definition contour and for generation three dimensional geometry of
transformer slicing processes have been achieved. On the second step; categorising
the mesh regions, specifing boundary conditions, specifing material properties,
specifing nodal and elemental output processes have been obtained. On the final step,
elemental and vectoral post proccessing in three dimensional, nodal, elemental,
graphical and vectoral post processing in two dimensional processes have been
achieved.

In conclusion, for voltage transformer models have been done leakage flux
distribution analysis as nodal and elemental in two dimensional in Gemini. For the
same models has been done leakage flux distribution analysis as nodal, elemental and
vectoral in three dimensional in Slim have been achieved. Along the defined contour
for each programs (Gemini or Slim) by using same method flux densty graph
according to contour has been achieved. Thus, leakage flux in air gap which couldn’t
determine using by conventional method has been seen. Considering the reosans
which explains in conclussions section it was understood that finite element method

has been brought major advantage for designer.

June, 2002 Hudir Selguk, Nogay



YENILIiK BEYANI

Transformatorlerde kagak alan dagimmmn bilinmesi endiiktanslarin, sargilara
uygulanan kuvvetlerin, sargilarda ve demir kisimlarda olusan ek kayiplarm
hesaplanabilmesi icin gerekmektedir. Artan enerji tilketimi ve biiyliyen generatdr
gliclerinin gerektirdigi biiylik giicli transformatérlerin  bir yandan kullamlan
malzeme, dier yandan tagmabilme tarafindan boyutlara ve agwhpa konan
smrlamalara ragmen gerceklestirilebilmesi, kagak akimin hesaplanmasinda saglanan
ilerlemeler sayesinde miimkiin olmaktadir.

Bu caligmada ornek alnan gerilim transformatdrlerinin iki boyutlu ve iig
boyutlu modellemesi yapilarak kagak aki analizi gergeklestirilmistir. Soniu elemaniar
yonteminin kullanildig1 paket program olan Gemini 1.0 ile transformatériin noktasal,
bolgesel, vektorel ve grafiksel olarak iki boyutlu kagak aki analizi gergeklestirilmig
ve bagska bir program olan Slim 3.4.1 kullamlarak degisik bir yaklagimla aym
Smeklerin ¢ boyutlu modellemeleri gergeklestirilmistir. Kagak akiyr Slgmek igin
transformatdrden belli uzakhkta kontur tammlanmugtir. Higbir magnetik 6zelligi
olmayan bu kontur iki boyutlu analizde eksen li¢ boyutlu analizde levha olarak
tanitilmugtir.  Kontur boyunca kagak aki grafigi, kontur iizerinde bdlgesel aki
yogunlugu ve noktasal aki yogunlugu elde edilerek sonuglar degerlendirilmistir.

25.05.2002 Yrd. Dog. Dr. Caner Akiiner Hidir Selguk Nogay



SEMBOL LiSTESI

“ o 4 W9 o

: Nabla vektdrii ( V=~—qfx +—Q—fy +—1,
ox - oy

: Elektrik alan giddeti (V/m)

: Manyetik alan giddeti (A/m)

: Elektriksel aki yogunlugu (C/m?)
: Manyetik aki yoguniugu (Wb/m®)
: Zaman (s)

: Elektriksel yitk yogunlugu (C/m®)
: Akim yogunhugu (A/m?)

: Dig akim yogunhigu (A/m®)

0 :
0z

: Dielektrik katsayisi (permitivite)(F/m)

: Manyetik gecirgenlik (permeabilite)(H/m)
: Elektriksel iletkenlik (S/m veya 1/Qm)

: Remenans(kahc1) endiiksiyon (Wb/m?)

: Elektriksel potansiyel (V)

: Potansiyeli bilinen diigtimiin potansiyeli

: Potansiyeli bilinmeyen diigiimiin potansiyeli olmak iizere

: Kontura normal aki yogunlugu bileseni(T)

: Kontura tanjant aki yogunlugu bileseni(T)

: Miknatislanma reaktans: Ohm/m

: Ortak inditktans H/m
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BOLUM 1

GIRIS VE AMAC

Transformat6riin kagak alamnm bilinmesi kisa devre kuvvetleri, Foucault ve
histerisiz kayiplar1 ile sarg: reaktanslarmmn belirlenmesi igin gereklidir. Bu nedenle
tasarimei kacak alan dagihmim ¢ok iyi sekilde hesap etmelidir. Alan dagilmm
bulmak i¢in yapilan ilk arasgtirmalar alanin homojen ve tek yonlii (simetrisiz) oldugu
varsaymmlarina dayandinlmistir. Esas olarak bu hesap yontemleri i¢ ige silindirik
sargilarda, Foucault akimi kayiplan ve reaktanslarin belirlenmesinde oldukga iyi
sonu¢ vermektedir. Fakat akmin radyal bileseninin neden oldugu eksenel kuvvetlerle,
Foucault akim kayiplarmin hesabi igin kullamgh degildir.

Elektromanyetik alan incelemelerinde farkh sayisal yontemlerden yararlanihr.
Bunlardan bazilari; Sonlu Farklar Yéntemi, Sonlu Elemaniar Yéntemi, Monte Carlo
Yontemi, Smir Elemanlar Yontemi ve Yiikk Benzetim Y6ntemidir. Bu yontemlerden
hangisi ile ¢ahsmanmn uygun olacagmna karar vermede, yontemlerin temel 6zellikleri
biliniyor kabul edilirse, s6z konusu problem i¢in en kisa siirede en dogru sonucu
verecek, kolay programlanabilir ve kolay kullanilabilir y6ntemin segilmesine dikkat
edilir. Son yillarda elektromanyetik alan problemlerinin incelenmesinde yaygm
olarak kullanilan yontem “Sonlu Elemanlar Yontemi” dir.

Sonlu elemanlar, diferansiyel denklemler veya esdegeri durumlar ile
gosterilebilen, genellikle siirekli karakterli fiziksel ve matematiksel problemlerin
¢oziimii icin kullamlan bir yoéntemdir. Yontemin esasi, karmagik smir kosullar
nedeniyle tiim ¢dziim bolgesi i¢in bir potansiyel fonksiyonu bulmanin miimkiin
olmadifi durumlarda, parga par¢a bir yaklagim ile ¢6ziimii tammlanan sonlu kiigiik

1



elemanlar icinde aranmasma dayanir. Yaklagik bir ¢oziim olusturmak {izere, siurlar
icinde kalan bblge, elemanlarm geometrik yapist aym kalmak iizere sonlu kiigiik
elemanlara béliintir. Her diigiim i¢in sonlu fark denklemleri kullamlarak elde edilen
denklem sisteminin iteratif yada dogrudan yoOntemlerle ¢Oziilmesiyle diigiim
potansiyelleri bulunur. Eksenel simetrinin bulundugu baz: problemlerde iki boyutlu
bir inceleme yeterli olacagindan, elemanlar daha ¢ok liggen, dortgen v.b. ylizeysel
sekillerdedir. Bununla birlikte, genelde tamamen geligiglizel ve diizensiz bir sekilde
dagilmig iiggenleri eleman olarak kullanmamn bazi Ustiinlikleri vardr. Boyle
elemanlar s ylizeyler iizerine kolayca uyum saglarlar. Ug boyulu problemlerde
tamimlanan elemanlar ise hacimsel elemanlar olmaldir.
Yontemin 6zellikleri su sekilde dzetlenebilir.

1. Homojen olmayan sistemlere de uygulanabilir. (Ornegin farkh
dielektrik sabitli ortamlara veya anizotropik sistemlere)

2. Elemanlarm sekil ve biiyiikliikleri, smurlara uygun keyfi olarak
secilebili. Agm  biylkligli potansiyel dagihmma kolayca
uydurulabilir. (Ornegin potansiyelin yikksek oldugu bdlgelere daha
kiigiik elemanlar yerlegtirilebilir)

3. Dogruluk, smr kosullarnm zorlastrmadan daha yiiksek dereceli
terimler kullamlarak arttirilabilir.

Sonlu elemanlar ySnteminin tek sakincali yam, ulaglabilecek dogrulugun
smirh ve onceden bilinemiyor olmasidir. Iki boyutlu problemlerle yeterli dogrulugu
elde etmek igin ¢ok sayida sonlu elemana ihtiyag vardur.

1.1 CALISMADA KULLANILAN YONTEM VE AMAC

Bu c¢alismadaki ana amag¢, transformatdriin istedigimiz bdlgesindeki kagak aki
dagihnum sayisal ve grafiksel olarak elde etmektir. Bunun i¢in bir transformator
Omegi ele abmp modellenmis iki boyutta ve iic boyutta elektromanyetik alan
dagihmimin  analizi gerceklestirilmistir. Gemini 1.0 ve Slim 3.4.1 adh sonlu
clemanlar yontemini kullanan efitim ve tasarim amagh analiz programlan
kullamlmaktadir.

Caligmada; izlenen yol agagidaki sekilde olacaktir:

1. Oncelikle 6rnek alnan transformadriin ideal sekonder sargi akimmda
yada yiik akimindaki ¢aligmasi simiile edilecektir,



. Bu ¢ahgmalar esnasindaki kacak aki dagibmu iki boyutta istedigimiz
uzakhk icin Gemini ile grafiksel ve sayisal sonuglar olarak elde
edilecektir.

. Aym modelin ii¢ boyuttaki elektromanyetik alan dagilimmmn analizi
Slim kullamlarak gergeklestirilecektir.

. Sonug da elde edilen sayisal sonuglar ve grafikler degerlendirilecektir.



BOLUM 11

MANYETIK ALAN TEORISi

Herbangi bir elektromanyetik problemin matematiksel modeli Maxwell
denklemlerinden yararlanilarak yazilabilir. Genellikle problemlere iligkin ortaya
¢ikan kismi tiirevli denklemlerin analitik ¢oziimii , ¢ok 6zel durumlar diginda zor,
zaman alict ve hatta olanaksiz olabilir. Bu gibi durumlarda sayisal yOntemlere
¢alismak ka¢milmaz olur.

Sayisal elektromanyetik alan incelemelerinde farkh sayisal yOntemlerden
yararlaniir. Bunlardan bazilari; Sonlu Farklar Yontemi, Sonlu Elemanlar Yontemi ,
Monte Carlo Yontemi, Sinr Elemanlar1 Yontemi, Yiik Benzetim YOntemidir. Bu
yontemlerden hangisi ile ¢aligmanin uygun olacagina karar vermede, ydntemlerin
temel ozellikleri biliniyor kabul edilirse, s6z konusu problem igin en kisa siirede en
dogru sonucu verecek, kolay programlanabilir ve kolay kullanlabilir ydntemin
secilmesine dikkat edilmelidir.

Sayisal elektromanyetik alan incelemelerinde kullamlacak temel kavramiar
asagidaki gibi 6zetlenebilir:

Bir say: ile tammlanabilen ve degeri bir koordinat sistemine bagh olmayan
fiziksel bityilkliiklere skaler biiyiiklilkk denir ( potansiyel, sicaklik, yoguniuk...). Baza
fiziksel biiyiiklitkklerin sadece sayi ile belirtilmesi tanimlanmas: igin yeterli olmaz. Bu
bityiikliiklerin biyilkliigiiniin, dogrultusunun ve yoniiniin de belirtilmesi gerekir. Bu
tiir biiyiiklikklere de vektorel bilyliklik denir (alan giddeti, iz, kuvvet, ivme, ...)



Alan sozciigl, fiziksel bir biiyiikligiin belirli bir bdlgede siirekli dagims
olmasm belirtir. Eger stz konusu bilyiikliik skaler bir biiytiklikk ise incelenen alan
skaler alan, eger vektorse incelenen alan vektorel alan olusturur. Ornegin potansiyel
dagihm, basing, nem dafihm, skaler alan; elektrik alan dagilum, manyetik alan
dagilim vektérel alan 6rnekleridir.

Zamanla degismeyen, zamandan bafmsiz alanlara statik alan, zamanla
degigsen alanlara da dinamik alan adi verilir. Higbir fiziksel biiyiikligiin zamanla
sabit kalmayacag: bilindigine gore statik alanlan ¢ok kiiglik zaman araliklarinda
zamandan bagimsiz olduklarmt diisiinmek gerekir. Efer zamanla degismeler biiylik
fakat yavas ise bu tiir alanlara da kuasistatik alan ad1 verilir [12].

1.1 MAXWELL DENKLEMLERI

Modern elektromanyetik alan kuramm Maxwell denklemlerine dayanr.
Maxwell denklemlerinin diferansiyel bicimde yazihmlar::

OB

VxE=rot E= s (Faraday yasast) (L1
VxH=roH=J +%—?— ( Maxwell - Amper yasast ) aL2)
VxD=divD=p ( Gauss yasas1 ) (11.3)
VxB=divB=0 (Manyetik Gauss yasast) (11.4)



Maxwell denklemlerinin integral bigiminde yazihmlar: ise:

Faraday endiiksiyon kanununa gore bir iletken gevre ile zincirlenen ¢ akis: zamania
degisirse bu gevrede “e” emk’s1 endiiklenir.

oB
gE.dl = ~§[—(,; .dS

Ampere kanununa gore zamanla degigen elektrik alam bir magnetik alamn meydana
gelmesine sebep olmaktadr.

4H-dl=j[.l+§2]'ds
2 L

Elektrik alam iginde kapah bir yiizeyden gecen deplasman akisi bu yiizey igindeki
yiiklerin cebirsel toplamina esittir.

{D-ds= [p-av
h 14

Magnetik alan i¢inde kapali bir yiizeyden gegen magnetik aki sifira egittir.

dB-ds =0
s
Bu denklemler yapisal bagmtilarla tamamlamr.
OCRETIM 4
1WASY ON

D=¢-E (IL5)

B=u-H+B, (IL6)



J=c-E+1J, aL7)

Genel olarak, anizotrop (yonser) ortamlar igin €, p ve o katsayllan tansorel
biiytikliiklerdir. Yani her koordinat dizgesinde belirli bilesenleri olan biiyiikliiklerdir.
fzotropik (yonsemez) ortamlar igin bu biyiiklitkler skaler olarak ahnabilir. Ayrica bu
bityiikliikler, homojen olmayan ortamlar i¢in konumun islevi iken, homojen ortamlar
icin konumdan bagimsizdirlar.

Diger bir temel denklem, elektriksel yiik sakmmm veya siireklilik denklemidir.

v.7+ 20 11.8)

Bu bagmtilardaki biiyiikliikler:

E: elektrik alan siddeti (V/m)

H: manyetik alan siddeti (A/m)

D: elektriksel aki yogunlugu (C/m®)
B: manyetik aki yogunlugu (Wb/m?)
t: zaman ()

p: elektriksel yiik yogunlugu (C/m’)
J: akim yogunlugu (A/m’)

Ji: dis akim yogunlugu (A/m’)

V: nabla vektorii ( V ==—(?~17x +—a—l7y +_§—;z )
o oy oz

¢: dielektrik katsayis1 (permitivite)(F/m)

p: manyetik gecirgenlik (permeabilite)(H/m)

o: elektriksel iletkenlik (S/m veya 1/Qm)

B.: remenans(kalici) endiiksiyon (Wb/m?)

(I1.4) esitliginden yararlanarak, vektorel manyetik potansiyel A (T.m)

B=VxA=rotA (11.9)

olarak tammlanir. (I.1) esitliginden de

oA
E=-VV-— 1.10
P (IL.10)



elde edilir. Burada V elektriksel potansiyeldir. Potansiyelin kuramsal olarak
sonsuzda sifir olacafmi gdz Oniine alarak

V-A=0 (Coulomb Yasast) (I.11)
ve dalga problemlerinde kullamlan

oV
V-A=- ,ug—ét-— (Lorentz Yasasi) (11.12)
bagintilar: yazilabilir[2].

Maxwell denklemleri ¢ok genel denklemlerdir. Bu genel denklemler
uygulandi®y problem tiiriine gbre degisir ve basitlesir. Bu durum gz 6niine alinarak
problemler dort ana baghk altinda toplanabilir.

1. Elektrokinetik problemler

2. Elektrostatik problemler

3. Magnetostatik problemler

4. Magnetodinamik problemler
Elektrik makinalarmm alan dagihmlari, magnetostatik veya magnetodinamik alan
¢oziimleri ile bulunabilir[1].

1.2 MAGNETOSTATIK PROBLEMLER

Yiikleri gozlem noktasma goére sabit hizla hareket eden yani kaynaf dogru
akim olan alanlara statik manyetik alan denir. Magnetostatik problemlerde, girdap
akimlarmn ihmal edildigi, zamana bafimihn géz Oniine alnmadipy diigiik sikhikh
olaylar incelenir.

B; = 0 durumunu g6z 6niine alarak temel denklemler

VxH=1J, (IL.13)

V-B=0 (11.14)



B=uH (IL15)

B=VxA (IL.16)

Bu egsitliklerden (I11.13) esitligi, (11.15) ve (I1.16) kullamlarak

Vx(—l—-VxA)=JF (17
H
veya
Vi
~VxV><A+yJF=(VxA)x-—— (11.18)
H

olur. Coulomb yasasma uygun olarak

VIA+ul, = (VxA)x £ (IL.19)
H

veya

ViA+u'r =0 (11.20)

. Vu

Ir=pd, -(VxA)x {1.21)
Kol

Lineer ortamiar igin bu bagmt:

VA=—ud, (11.22)



bigimini alir. Ancak ferromanyetik malzemelerin ¢ogu dogrusal karakteristife sahip
degildir. Yine de doymaya ulagplana kadar gegirgenlk u sabit olarak kabul
edilebilir.

fki farkh manyetik ortamm ara kesitinde

H,=H, (11.23)

wH, = mH,,

bagmtilar1 gegerlidir(1].

I1.3 MAGNETODINAMIK PROBLEMLER

Yiikleri zamanla degisen (ivmeli hareket eden) alanlara dinamik manyetik alan
denir. Bu durum magnetostatik duruma benzer. Fark, girdap akimlant veya
endiiklenen akmmlar gibi zamana bagh olaylarin géz Oniine ahnmasidir. Deplasman
akmmmn digerlerine gore hala ¢ok kiigiik oldugu kabul edilir. Bu durum birgok
elektromekanik problem igin gegerlidir. Transformatdrler, elektrik makinalan gibi
zamanla manyetik alam degigen problemler bunlara rnektir.

Bu tiir problemlerin incelenmesinde kullanilacak denklemler:

VxH=J C (1129)

VxE=_B (11.25)
or

V.B=0 (11.26)

B=uH 127

J=cE+J, (11.28)
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B =V x A oldugundan elektrik alani

__yy_0A (11.29)
ot

olarak elde edilebilir. Buradan

vx(leA):—avv—a-‘?éup (I1.30)

y7; ot

veya

-—VxVxA-—o;uVV—-ay%‘?—+;dF=(VxA)x—V——'L-£ (1L.31)
H

olur. Coulomb yasasindan yararlanarak
va—ayVV-ay%?—+ ¥, =(VxA)xY—’i (11.32)
H

elde edilir. ouVV terimi, elektriksel yiikk dagilmmm ve dis elektromotor kuvvetini
belirten bir terimdir. Genellikle ii¢ boyutlu problemlerde bu terim bilinmeyen bir
terimdir ve elektrik alam ile ilgili skaler denklem bu terimi igeren son denklem ile
birlikte ¢oziilmelidir. Iki boyutlu problemlerde oldugu gibi akimin yonii dnceden
biliniyorsa, bu terim dig akimlar1 belirten terim ile birlestirilebilir. Bu durumda

VZA—O';(%?-+ 3, =(Vx A)xY£ (IL33)
yr

olur. Magnetostatik durumda oldugu gibi son terim lineer malzeme durumunda yok
olur. Arakesit kogullar1 magnetostatik durumdaki ile aymdur{1].

11



H,=H, (11.34)

uH,, = u,H,,

I1.4 ALAN PROBLEMLERINDE SINIR KOSULLARI

Bir fiziksel problemi tanmmlayan diferansiyel denklem veya denklemler belli
bir bolge i¢in belli kogullarla verilirler. Bu bolge bir, iki veya li¢ boyutlu olabilir.
Bolgenin durumuna gore bolgenin siurlari Gizerindeki kosullarm bilinmesi gerekir.
Ornegin kartezyen koordinatlarda iki boyutlu Laplace denklemi

2 2
gx 4 +%}§- =0 (IL35)

dir. Burada V elektriksel potansiyeldir. Laplasyen igleci

)
v?= -5;-2- + -5;-2— (11.36)

bigiminde tammlamrsa Laplace denklemi kisaca
V¥ =0

seklinde yazlabilir. Bu denklem bir bolge igin gecerli olup, bolgenin smirlarinda
gegerli degildir. Laplace denklemi gibi eliptik tiirden diferansiyel denklemlerle
verilen problemlerde iig tiir smir kosulundan s6z edilebilir:

a) Birinci tlir (Dirichlet tirli) smur kosulu: Bu kosulda, V’nin yani potansiyelin

siirlar iizerindeki degerleri verilir. Kisaca smirlarda V= biliniyor veya genel
olarak ¢ = ¢, dr.

12



b) ikinci tiir (Neumann tiirti) smr kosulu: Bu kogulda P’nin smurlar {izerindeki
tirev degerleri verilir. Kisaca smmlarda V/dh = belli veya genel olarak
Aén = bilininor. HN/ch bolgenin smirmda digan dogru normal tiirevini
gostermektedir.

¢) Karma tiir (Robbins tiirii) smir kosulu: Bu kosulda sinirlar tizerindeki hem V hem
de V/oh degerleri verilmigtir. Bu kosul, aV + b(éV/dh) = ¢ demektir. Burada g,
b ve c, x ve y’nin iglevi olabilen katsayilardir.

Parabolik denklemlerle tammlanan problemlerde, Dirichlet, Neumann ve
karma smir kosullarmin kullanilabilirligi yaninda bélge fizerinde gegerli bir baglangic
kogulundan da yararlamlabilir.

Hiperbolik denklemlerle tammlanan problemlerde is Cauchy sinr kosulu
olarak adlandimian ve smirda bir islevin ve tiirevi in baglangig degerleri ile verildigi
ve degiskenin zamanin iglevi olarak bulundugu kosuldan yararlanilir[1,3].

FKOCRETIM KURULA
1&“%”“‘ \NTASYON MERKEZA
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BOLUM III

SONLU ELEMANLAR YONTEMi

Sonlu elemanlar yOntemi, fiziksel matematigin smir deger problemlerine
yaklagik ¢dziimler elde etmek i¢in kullanilan bir sayisal yontemdir. Yontem yaklagik
elli yillik bir gegmige sahiptir. Yontem ilk olarak 1940°h yillarda Onerilmis, 1950’k
yillarda ugak tasanimmnda kullanilmaya baglanmstir. Bundan sonra, yontem siirekli
gelistirilmis ve basta yap: analizi ile ilgili problemler olmak iizere pek ¢ok alandaki
problemlere uyarlannugtir. Giinlimiizde, sonlu elemanlar yontemi mihendislik ve
matematik problemlerinin ¢6ziimiinde genis uygulama alanmna sahip genel bir
yontem olarak tanmmaktadir,

Sonlu elemanlar yontemi, biitiin denklem sistemlerinde oldugu gibi sistemdeki
sonlu sayidaki bilinmeyen biiylikliiklerin bilinenler cinsinden yazilmasma dayanr.
Elektrik ve manyetik alan teorisinin geligtigi ilk giinden beri, baglangi¢ ve siur deger
problemlerinin ¢6ziimii temel ama¢ olmustur. Bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle
beraber, sonlu farklar, sonlu elemanlar gibi sayisal ¢oztiim yontemleri hizla analitik
¢bziim yOntemlerinin yerini almigtir. Sonlu elemanlar yontemi smr deger
problemleri ve onlara ait kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziilmesinde biiylik

kolaylik saglamaktadir.

II1.1 SINIR DEGER PROBLEMLERI

Fiziksel sistemlerin matematiksel modellenmesinde ortaya ¢ikan smir deger
problemleri ve bunlarm ¢oztimii, fiziksel matematigin O6neml bir bolimiini
kapsamaktadir. Tipik bir smir deger problemi, bir Q bolgesinde, bolgeyi kusatan S

sinir1 {izerindeki sinir kogullari ile birlikte

14



Lv (IL1)

i
~,

dir ve temel diferansiyel esitligi ile tanmlanabilir. Bu esitlikte L bir diferansiyel
operatdr, f kaynak islevi ve v ise bilinmeyen biiyiikliktiir. Elektromanyetikte, b6yle
bir diferansiyel esitlik, basit bir Laplace veya Poisson esitligi veya daha da karmagik
vektdrel dalga esitliklerinden biri olabilir. Bunun yaninda simr kosullari da, basit
Dirichlet ve Neumann kosullarmdan karmagik empedans ve radyasyon kosullarma
hatta daha karmagik yiiksek dereceden kosullara kadar degisebilir.

Smir deger problemlerinin miimkiin oldugu kadar analitik yoldan ¢oziilmesi
arzu edilir. Bununla beraber, genellikle analitik ¢oziim yapmak g¢ogu durumda
miimkiin olabilmektedir. Elektromanyetikte bu tiir problemler arasmda &rnegin,
sonsuz geni§ paralel diizlemsel elektrodlar arasindaki alamin hesabi; dikdortgen,
dairesel ve elips seklindeki dalga kilavuzlarinda dalgalarn yayimasi; dikdértgen
silindirik ve kiiresel bosluklardaki bosluk rezonanslar1 ve sonsuz diizlemler, kamalar,
dairesel silindirler ve kiirelerden dalga saginim problemleri bulunur. Miihendislik
alannda, uygulama bakmnindan Oneme sahip diger bir ¢ok problemin analitik
¢bzilmii zordur veya yoktur. Bu tip problemlere ¢oziim getirebilmek igin cesitli
yontemler gelistirilmistir.(Rayleigh-Ritz Yontemi, Galerkin Yontemi)[1].

I11.1.1 Ritz Yontemi

Rayleigh-Ritz yontemi olarak bilinen Ritz yontemi, verilen smir kosullari
altinda temel diferansiyel denklemi minimum yapan, sinir deger probleminin islevsel
olarak adlandinlan varyasyonel bir bagint: ile verildigi bir yontemdir.

IL.1.1.1 Varyasyonel Ilkesi

Verilen smir kosullart altnda (III.1) denklemi ile verilen diferansiyel
denklemin varyasyonel ilkesine gore ¢Oziimii, islevsel olarak adlandirilan
varyasyonel bir bagintmin en kiigiik degere indirgenmesi ile elde edilir. Yontemi
gelistirmek icin dnce, agisal parantezle gosterilen i¢ ¢arpim tanimm verelim:

(vu)= [vu'dQ (111.2)
Q
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Burada u,v ile aym smir kogullarma uyan herhangi iki keyfi fonksiyonu, yildiz
isareti de kompleks eslenik islemi gostermektedir. Bu tamimla eger (II.1)’deki L
operatorii 6zdes ise;

(Lv,u) =(v, Lu) d1L3)
oldugu ve pozitif tammbh ise
Y0 v#0
= L4
(Lv,v) {z() v=0 (r4)

oldugu gosterilebilir.(I11.1) denkleminin ¢6ziimii, fonksiyonelin v ile gdsterilen
yaklagim fonksiyonuna gére en kii¢iik degere indirgenmesi ile elde edilir;

F(v)=—;—<Lv,v>-%<v,f>—-;—<f,v> (IIL5)

Burada (II1.5) ‘in ispati: ve elektromanyetikteki genel durumlarla ilgili uygulamalan
verilmemistir,

Varyasyonel yonteme gore Oncelikle fonksiyonel bulunur, ¢6ziim agafida
agiklanan yolla elde edilebilir. Basitlestirmek igin, problemin gergel (reel) degerli bir
problem oldugunu kabul edelim. Kompleks degerli problemler igcin formiilasyon
ayrica ¢ikarilabilir. Ayrica (1I1.5)’teki v igin asagidaki gibi bir yaklagim bagntisinin
bulundugunu varsayalim.

v= znjk v, =kl V=Yl | (1IL6)

J=t

Burada ¥; Dbiitiin bolgede tanmmlanmug segilen acihm operatorleri ve klerde
belirlenecek sabit katsayilardir. [ |simgesi siitun matrisi (vektord), T iist simgesi de
stitun matrisinin transpozesini gostermektedir.(1I1.6), (II1.5)te yerine koyularak
agagidaki bagmnti elde edilir.
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FO)=2 kT [VRVY dolil- I fiv)e @7

F(v)’yi minimize etmek igin onun k/’lere gdre kismi tiirevleri almip sifira esitlenir.
Bu islemlerle bir lineer cebirsel denklem takim elde edilir.

oF _
x jVL[V]Tdn k]’ ﬂV]LV dQ - jV fdQ (1IL8)
1 n
_.Z_;k, J(I«',.LV,. +V}LV,.)dQ-—‘!V, fdQ=0 )
i=123,...,n
Bu bagnt1 agagidaki gibi matrisel bigimde yazilabilir;
[x]iv}=18] (11L10)
Burada [K| matrisinin terimleri,
-;- ! VLV, +V,LV,)dQ (L11)
ve [B]matrisinin terimleri ise
b, = jv; £dQ (IL.12)
Q

seklinde verilir. [K] matrisi simetrik bir matristir. L operatdriiniin 8zeslenik olmasi
durumunda k; terimleri agagidaki gibi yazilabilir;

= LV, d (111.13)
Q
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111.1.2 Galerkin Ydéntemi

Galerkin yontemi agwrhkh kalan (fark) yontemleri ailesindendir. Bu ySntemin
ilkesi bir diferansiyel denklemin ¢oziimilnde ger¢ek ¢dziim yerine gergek ¢6ziime
¢ok yakm bir yaklagik ¢dziimiin bulunmasma dayanr. Yéntemin uygulanmasinda
once soz konusu diferansiyel denklem igin bir yaklagik ¢6ziim Ongoriiliir. Bu ¢6ziim
diferansiyel denklemde yerine kondufunda yaklagmn dogrulufuna bagh olarak
diferansiyel denklemi belli bir farkla saglayacaktir. Aradaki bu fark yani kalan en
kiigiikken yaklagik ¢6ziim, gercek c¢Oziime g¢ok yaklagmms demektir. Galerkin
yonteminde islem tersine yapilarak kalan en kiigiik olacak gekilde yaklagik ¢dziim
aramir. Ornegin (I11.1) esitliginin gercek ¢6ziimii igin kalan (r)

7 =Lv-—f=0 (11114)
dir. ¥’nin (III.1) esitliginin yaklagik ¢6ziimii oldufunu varsayarsak, (III.1) ‘de

gergek v yerine v yerlestirildiginde yapilan yaklagiklik nedeniyle sifirdan farkh bir
kalan (fark) ortaya ¢ikacaktir.

r=Lv-f=0 (II1.15)

v igin en iyi yaklagim, Q bolgesindeki her noktada r kalanmm (farkinin) en kiigiik
degerde olmasim saglayan yaklagmmdir. Agirhkh kalan yontemleri, w, segilen agirhk
islevini, R; de agwlikli kalan integralini gdstermek lizere

R = J'wirdQ=0 (11L.16)
Q

kosulunu saglamaktadir.

Galerkin yOnteminde, agirhk fonksiyonu, yaklagik ¢6ziim icin kullamlan
interpolasyon fonksiyonuna benzer olarak se¢ilir. Bu se¢im genellikle en dogru
¢bziime gotiiriir ve bu nedenle, sonlu elemanlar esitliklerinin ¢Sziimiinde en yaygin
kullanllan yaklagimdir. Yontemi daha agik olarak anlatmak igin, ¢Sziimiin
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(I11.6)’daki gibi gosterildigini varsayalim. Bu durumda agwhk islevleri agagidaki gibi
secilir.

w, =V, i=123,...n (IIL.17)

i ¥

Buna gore (I11.15) esitligi

R = [WIlT k]-V, fla@=0 5 i=123,..n (1L 18)

Q

Bu islemlerle yeniden (1I1.10yda verilen matrisel denklem elde edilir. Galerkin
yontemi de Ritz yontemindeki ile aym denklem takumm verir. Ancak bu durumda
[K ] matrisi, L operatdrii dzeglenik olmadik¢a simetrik olmak zorunda degildir[1-4].

II1.2 LAPLACE VE POISSON DENKLEMLERI

Bolgesel yontemlerde, temel bagntilarm yazilmasinda varyasyonel
yaklagimdan faydalamlir. Varyasyonel yaklapima gore, yontem igin gegerli
fonksiyonel bir bagmtimn tammlanmasi gerekir. Varyasyonlar: arastwan hesap
yontemleri; fonksiyonlarm maksimum veya minimumlarmin bulunmasim saglar.
Fizigin birgok uygulamasinda, sz konusu problemi kesin bir fonksiyon haline
getirmek igin, verilen islemde maksimum veya minimum degerlere ulagmak
zorunludur. Elektrik miibendisligine iliskin sonlu elemanlar yonteminde kullamlan
fonksiyonel enerji bagmtisidir. Problemin ¢6ziimil enerji bagmtistm minimize edecek
sekilde olmahdr.

Poisson denklemi, diizgiin, dogrusal ve izotropik malzemeler i¢in (III.18),
(I11.19), (111.20) ile verilen temel elektromanyetik bagmtilar kullanlarak elde
edilebilir.

V-D=p (111.19)

o
il
&y

(111.20)
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E=-VV @121

Maxwell denklemlerinin yardim: ile Poisson denklemi

vy =-£ (111.22)
&£

seklinde bulunur. Yiksiiz ortamda yilk yoguniugu 0 oldugundan dolay: (I11.20)
bagmtis1 Poisson denkleminin 6zel bir durumu olan

V¥ =0 (111.23)

Laplace denklemine dontigiir.

Elektrik miihendislifinde problemlerin bitylikk bir ¢ogunlugu iki boyutlu
Laplace denkleminin ¢6ziimiinii gerektirir. Bu tip problemler i¢in iki ¢esit sir sart:
vardwr: Birincisi, iletken metal ylizey boyunca sabit potansivel degerleri ile
tammlanan Dirichlet smir sartlandir. Ikincisi ise, simetrik yiizeyler boyunca normale
gore ahnan tiirevlerin sifira egit oldugu Neumann smur sartlars.

Alan problemlerinin ¢dziimiinde iki tip yaklagim vardw. Bunlardan birincisi
Laplace ve Poisson denklemlerinin degiskenlere aymlarak ¢6zilmesidir. fkinci
yaklagim ise basit fonksiyonlarn bilegimi olarak verilen ve katsayilart heniiz belli
olmayan bir ¥(x,y) potansiyelinin oldugu varsayum ile depo edilen enerji W(¥) i¢in
olusturulabilir. Iki boyutlu bir alan igin bélgede biriktirilen statik elektrik enerjisi

W(V):—;— ffivv)*-as (111.24)

seklinde verilebilir. W(V) bagmtisiu minimum yapan potansiyeller bulunur, Ciinki,
enerji bagmtisiu  minimym yapan potansiyeller, Laplace denklemini de
saglayacaktir[1,5].
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I11.3 SONLU ELEMANLAR YONTEMININ ADIMLARI

Herhangi bir problemin sonlu elemanlar yontemi ile ¢dzlimii temelde dort
adimdan olugur:

1. Ayrklastirma denilen ¢8ziim bélgesinin sonlu elemaniara bdliinmesi,

2. Bir elemana ait temel denklemlerin yazilmast,

3. Tiim elemanlarm birlestirilmesi,

4. Elde edilen denklem sisteminin ¢dziilmesi.

I11.3.1 Ayriklagtirma

Sonlu elemanlar yontemi, kapah bolgelere veya yapay olarak kapanmg
bolgelere uygulanabilir. Coziim bolgesinde kullamlan elemanlar iggen veya dortgen
olabilir, Genellikle smirlara uyum saglamasmdan dolayr ticgen elemanlar tercih
edilir. Ele ahnan problemin Ozelligine gore ¢6ziim bolgesi farkh biiyiliklikteki
elemanlara aynlabilir. Istefe gore bélge icindeki eleman yogunlufu arttmlarak
¢Oziimiin hassasiyeti arttinlabilir. Sekil I1I.1°de dugiim noktalan belirlenmiy xy
diizleminde tipik bir iiggensel sonlu eleman goriilmektedir. Sekil I1.2°de ise
herhangi bir bolgenin ilicgensel elemanlara ait bblgelere ayrilmas: gosterilmigtir.

¥

- X

Sekil 1111 x-y dilzleminde tipik bir figgensel sonlu eleman
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Yaklastk 3

sinir

Gergek
sinir

Sekil 111.2 Bir bjlgenin sonlu elemanlara ayrilmasi

Sekil I11.2 de goriildiigii gibi, smir {izerinde segilen diigtimlerin siklagtmlmasi
halinde yaklagik smir, gergek smira yakinsayacak ve bdylece smurlar daha dogru
belirlenecektir. C6ziim bolgesini sonlu elemanlara bolerek ag olugturma, bilgisayarda
bu amagla hazirlannms otomatik ag iiretme programlan ile yapilmaktadir[1].

I11.3.2 Bir Elemana Ait Temel Denklemlerin Yazilmasi

Eleman igindeki V potansiyelinin degisimi i¢in bir yaklagm islevi
tanimlanmahdr. Karmagik durumlarm tammlanmasi i¢in V potansiyeli polinom
seklinde tammlanir. Bir boyutlu genel bir polinom

V=a, +xa, +x*a, +...+x"a, (111.25)

seklindedir. Burada a;...a, polinomun katsayilarim, x’de koordinat elemanlarm
gostermektedir. Iki boyutlu bir figgen eleman igin birinci dereceden yaklagim iglevi

Ve(x,y)=a+bx+cy (111.26)
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ile gosterilebilir. Derece arttikga tiggen elemanlar tzerindeki diigiim sayis: artar. V°,
e. elemanmn potansiyeli eleman iginde sifirdan farkl, elemann diginda  sifir
degerindedir. Uggen eleman i¢inde potansiyelin dogrusal degistifi ve alan
dagihmmin diizgiin oldugu varsayir. Sekil III.3 ‘ de {iggen eleman ve iiggen
elemana ait diigiim koordinatlar: g&sterilmistir.

Y1 \/ Vi/ (&)
Y2 S V2
\L

X1 X3 X2

Sekil IT1L3 Bir iicgen elemana ait diifiim koordinatlan ve potansiyelleri

Her diigiime ait potansiyel
Vi =a+bx, +cy, (111.27)
V,=a+bx,+cy, (111.28)
V, =a+bx, +cy, {11.29)

seklinde yazilip matris sekline doniistiiriiliirse g, b, ¢ katsayilarna ait bagmtilar elde
edilebilir.
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4
V=1 x, », (b (111.30)
v, 1 x5 yj¢

(I11.29) denkleminden a, b, ¢ degerleri

-1

al |1 x »n|ih
bi={1 x, »,| |V, (11L.31)
cl {1 x; ¥} |V;

bulunabilir. 4 figgen elemann alam olmak iizere

1 x ¥
24=1 x, y, =(x2y3 ‘xs.V2)“(xxJ73 “st’1)+(x1Y2 ‘sz’l) (111.32)
1 x;

Cramer yontemi kullanilarak a, b, ¢ katsayilar: hesaplanirsa g katsayisi iin;

Vi x n
V, %, ¥,

vV, «x 1
- 13 > 2“[1/1(x2y3 "xsyz)"Vz(xlys ‘x3y1)+VS(xly2 *xlyl)] (I1.33)
X »n| 24

1 x, »
1 x, y

A =Xy Y3 — X3,
a, = '"(xlya - x3yl)= X3 — X1 Vs (111.34)

a3 =XV, — %)
Genel bir ifade ile
i#j#k ve ij k=1 2 3 olmak kosulu ile
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a, =X Vi — XYy
a= “‘L(aiVl +a,V, +aV,)
24

b katsays: igin;

i n
Vo »
i ¥
B4}
X, Y
X3 V3

w

-_~_.2..11_4.~[V'1(y3 -—yz)“V2(y3 —y1)+V3(J’z "yl)]

[ AR N Sy vuia Y [ TWor S WA i g
Ry

b=y;-»,
b, ="(.ys “y:)= =Y,
b3 =Y, ~ W

Genel bir ifade ile
izj#k ve ij k=1 2 3 olmak kosulu ile

b, =Y; =W
1
=L o, 07

¢ katsayzsi igin;
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(I11.38)

(111.39)
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1L x W
1 x, V,
€= L5 N =‘!‘[1/1(3‘73 —x2)~ Vs (xs -—xl)+V3(x3 ‘"xl)] (I1L.41)
1 x, y| 24
1 x, »
1 x5
€ =X~ X,
¢, =—(x, —x)=x, ~x, (I1L.42)
C; =X, ~ X,
Genel bir ifade ile

i#zj#k ve i j, k=1, 2,3 olmak kogulu ile

C, =X, —X; (111.43)

c= —1——(011’l +c,V, +¢.V,) (I11.44)
24

olmaktadir.

Bu bagintilar yardimyla tiggen elemanmin yaklagim islevi:

1 (x2y3 fx3Y2) (xSyl _x1y3) (xl)"2 ‘xzyl)
V(x,y)= [1 x y]ﬂ (()’2 ‘ys)) (()’3 ‘"Y1)) ((yl “J@; (111.45)

seklinde olacaktr. Koselerindeki potansiyel degerleri bilinen iiggensel bir elemamn
icindeki herhangi bir (x,) noktasmdaki potansiyel (II1.45) bagmtsi ile bulunur.
V(x,y) bagintisi yeni bir fonksiyon olarak tek bir indis altinda birlestirilirse ;
TW’\‘ASYON
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3
Vxy)=aV +a,V, +al, =Y al, (LIL46)

i=t

a; sekil fonksiyonlarna bagh (111.46) bagmntis: elde edilir. Sekil fonksiyonlarmmn en
belirgin ozelligi, bir elemana ait gekil fonksiyonlarmn toplamlarimn daima bir
olmasidir. Uggen eleman igin

i a,(x,y)=1 (111.47)

i=1

olacaktir. Bir tiggen eleman igindeki enerji ise

we = % MEP ds = % fefvr® ? ds (I11.48)

seklindedir. (I11.48) bagmus: ile verilen V¥ nin agik ifadesi (II1.47) bagntisma

yerlestirilirse, enerji bagntist
3
v =Y Ve, (111.49)
i=1
(e) 1 3 3
we = -z-eZZV,.‘ [Vava,asy, (111.50)
i=l j=1

haline doniigiir. (II1.50) bagmtismda parantez igindeki terim, eleman Kkatsayilar
matrisinin terimlerini olusturacaktir.

K9 = [VaVa,ds LS

olarak katsayldar matrisi belirtilirse, (I11.50) bagmtims matrisel olarak

o =2l of kO] (1.52)
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seklinde yazilabilir. 7' {ist indisi matrisin transpozesini g6stermektedir.

pel=|r® (1IL.53)

Ku(e) Klz(Z) KB(E)
[K (e)]= sz(e) K 22(e) K 23(8) (111.54)
Ksl(e) K32 {e) K33 (o)

olarak gosterilen katsayilar matrisinin K;® elemam i ve j diigtimleri arasinda bir
baglant1 oldugunu gosterir. Sekil fonksiyonlarmdan ve alan bagmtismdan bu
katsayilar elde edilebilir. Ornegin;

5 1

K = [0, =3, + (6, -, )] (IIL55)
5 1

KO =:‘-§(b,2 +c?) (I1L.56)

KD = [Va,Va,ds
. 1
K = [()’2 ".V3X)’3 ‘M)""(xs =X, Xx, “‘xs)”ds ({iL.57)

44

K3 = “L[(}'z 2 2 ”3’1)+(x3 "‘xzxxl -x3)]

2 a4

e 1
Ky = Zz(blbz +6,6,) (IIL.58)
benzer sekilde
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Kl(;) = z_%[(yz "'ysx.V1 "J’2)+(x3 _xzxxz "xl)]
. 1
K =‘Z'/“1‘(b1b3 """1"3)

. 1
ng) =ZZ 2 "'.}’3)2 +(x, __x3)2]

K =63 +c))

K3 ="“1“[(ya ‘"J’l)()’x —y2)+(x, _xsxxz "xl)]

44
K5 =—~1—(b b, +¢,c;)
WA

3 1
K?fa) = 1“‘J’2)2 "'(xz —xl)Z]

K = (b} +83)

Ayrica katsayilar matrisinin simetrik olmasmdan dolay

sz(e) = Kzl(e)
sz(e) = K31(e)
Kzs(e) = Kzz(e)

Genel olarak ifade edilirse:
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(111.60)

(d1L.61)

(11L.62)

(111.63)

(I11.64)

(11L.65)

(11L.66)

(111.67)



1
K, = .a(b,.b +ee;) (111.68)

¥

I11.3.3 Coziim Bolgesindeki Elemanlarin Birlestirilmesi

Elemanlara ait bagmtilarm yazilmasmmn ardnda gelecek adim, ¢6ziim
bolgesindeki tiim elemanlarn birlestirilmesidir. N eleman sayisy, n digim saysi, K/
ise bolgenin eleman katsayilar matrisi olmak iizere, toplam enerji biitiin elemanlarin
enerjilerinin toplamina egittir. Toplam enerji denklemi

i

W = ﬁ:we = —z—g[V]T x1v] (111.69)

seklinde elde edilir.

Bolgenin genel katsayilar matrisini elde etmek igin tek tek elemanlarin
katsayilar matrisinin birlestirilmesi gerekir. Bu birlestirme $ekil 1I1.4’de verilen

ornek eleman iizerinde agiklanacaktirf1,10-12].

ST

a

Sekil 1IL4 3. Bitisik ficgen elemanlarimn elektriksel olarak ayr: varsayiidifn duram
b. Ayrik iicgen elemaniarin diifiimlerinin birlestikten sonraki yeni durumu

Heniiz elemanlarin birlestirilmedigi durum i¢in potansiyeller
vi=h v» » v, v, vl (11L.70)

30



bélgenin enerjisi ise

W=l T.[KLIL

(1L.71)

seklindedir. [K L elemanlar ayrik blgenin katsayilar matrisi olmak {izere

(K} K, Ky 0 0 0]
Ky, Ky, Ky 0 0 0
[k,]-| %% K» Kx 0 0 0

0 0 0 K2 KL KL
0 0 0 K% KL K&
0 0 0 KX KX KX

(11.72)

olarak yazilabilit. (1) ve (2) elemanlar: birlestirildiginde, V; = V5 ve V3 = V4
olacaktwr. a indisi, ayrik durumdaki potansiyelleri, b indisi, birlesmis durumdaki
potansiyelleri ve [B] ’de baglant1 matrisini gostermektedir. Yeni durumda potansiyel

ifadesi

7] [t 0 0 0
v, 010 ofy,
v, 001 0}V
v, T{o 0 1 ofy,
v, 000 1{V]
Vel |1 0 0 0]

[Va ] = [BIVb]

Bolgedeki toplam enerji degismeyeceginden

W=V IKLPL =< E KLV,
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(I11.74)
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(1IL75)



yazilabilir, Bolgenin elemanlarinm birlesmis durumdaki katsayilar matrisi
[x}, =[8] [xL.[B] (I11.76)

bagmtisindan bulunabilir. Sekil 1114 ‘de tiggen elemanlarin igindeki sayiar yerel
digliim numaralarii, digindaki sayilar ise genel diifiim numaralarm gostermektedir.
Buna gore iki elemanh problem i¢in yeni katsayilar matrisi

K\ +K; K, Ky+K5 K3
1 1 1
[K ]b = 1K12 2 KZ;Z 1K23 2 02
Ks;+K; K;, Ky+K; K
K3 0 K5 K3

(I1L.77)

haline gelecektir. Katsayilar matrisinin bazi elemanlarmda diiffimlerin ortak
kullammlari nedeniyle kesismeler olacaktw. Kj; =0 ifadesi i ve j digiimleri arasinda
bagmnt1 olmadiZim gosterir. Katsayilar matrisi simetrik ve tekil bir matristir[1,10-12])

111.3.4 Elde Edilen Denklemlerin Coziimii

Sonlu elemanlar yonteminin son adim denklem sisteminin ¢6ziimiidiir. Sonlu
elemanlar yonteminde denklem sistemi ya Yinelemeli (iteratify Yontem ile yada
Band Matris Yontemi ile ¢oziilebilmektedir.

I11.3.4.1 Yinelemeli Yontem Ile Coziim

GG6z6ntine alman problemin ¢bziimii enerji baglantisii  minimuma
indirgeyecek sekilde olmalidir. Toplam enerji minimum oldugunda Laplace (ya da
Poisson) denklemi saglanmaktadir. Enerjinin her bir diigiim noktasndaki kismi
tiirevi sifir olmaldur.

Ornegin Sekil 1114 ‘de fi¢ digiimli bir ¢6ziim bolgesi goz Oniine almrsa
(111.68)’deki bagmntiyr kullanarak
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l Kl] K12 K13 I/1
W= 53[11 v, V,1K,, K, KylV, (I11.78)
K31 K32 K33 I/3
1
W= 53[(K11V1 + KV, + KV W, + (KW, + KV, + KV W, (1IL.79)
+K W+ Kyl + K33V3)V3]
elde edilir. Enerjinin minimum oldugu diigiim potansiyellerini bulmak i¢in
ow _ow oW -0 (I11.80)

ov, ov, = oV,

Ornegin %Z-:o olmas: i¢in sonlu elemanlar grubunun katsayilar matrisini
1

(I11.76) bagintisiu kullanarak W ‘nin ¥, ye gore tiirevi almmahdir. Bu durumda

%W—- =e(V,Ky, +V,K,, +V,K;;) =0 (11L.81)

1

olmahdir. Genel olarak g—g:— =0 ve n gruptaki eleman sayis1 olmak iizere

k

v, =-—Ig—-ZV,. K,, i#j (111.82)

g =t
olur. Burada j diiglimiin potansiyeli bilinmeyen diigiim oldugu kabul edilir.
Potansiyeli bilinen diigiimlerdeki potansiyel degerleri sabit alinarak, potansiyeli

bilinmeyen (serbest) diigiimlerdeki potansiyel degerleri de baslangicta drnegin sifira

(Vi +Viia )f2°ye esit almarak, (IIL78) esitligi ile yinelemeli olarak bitiin serbest
diigtimlerdeki potansiyel degerleri bulunur[1].
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I11.3.4.2 Band Matris Yontemi fle Coziim

Band Matris Yonteminde dnce serbest (potansiyeli bilinmeyen) diigiimler sonra

potansiyeli bilinen diigtimler olmak tizere bitiin diigtimler numaralandinilr. Digtim
numaralama islemi yapildiktan sonra (I11.68) esitligini kullanarak

K, K,V
w=idy, v "ol (IIL83)
2 Ky, KyulVs
LY (WAVRA RN AT NA A s4)
1 2 2
W= -i—a(K&,Vs + 2K, VW, + KyV2) (111.85)
elde edilir. 5 indisi serbest (potansiyeli bilinmeyen); b indisi de potansiyeli bilinen
diigiim biiyiikliiklerini belirtmektedir. W nin V'ye gore tfirevi ahnarak minimum
degeri bulunmak istenirse
L
v,

0=6K.V,+K,V,) veya

k. W.]=-1k. W] (ITL.86)

elde edilir ve [4]V]=[B] seklinde goz oniine ahnwrsa,

4)=Ix.} Wl= W.] ve [Bl=-K.IV.] yerlerine konarak matris ters

alma veya Gauss indirgeme yontemi gibi ydntemlerle [V] degerleri belirlenebilir.
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II1.4 SONLU ELEMANLAR YONTEMI iLE PROBLEM
COZUMUNE BiR ORNEK

Sekil II1.5°de gosterilen ii¢ elemank bir agda Sonlu elemanlar ySntemini
kullanarak idglincii ve besinci diigiimlerdeki potansiyeller hesaplanacaktir. Ayrica
¢bziimiin bulunacagi matrisel denklem sistemide elde edilecektir. Sonra Slim
kullanarak grafiksel olarak elde edilen sonug karsilagtmrilacaktir.

511.3) > 5 ! 3(7.3)
\"""\-_\_\

10.0) &t 271, o

Vi=0v vzg'u{;

Sekil 1115 Ug elemanh drnek problem

Genel diigiim numaralan 1, 2, 5 ve yerel diifiim numaralan 1, 2, 3 olarak
verilen birinci eleman igin b;, by, by ve c¢i, ¢, c; katsayilan (I11.38) ve (I111.42)
bagintilarm kullanarak agagidaki gibi elde edilir.

b =y -y’ =1-3=-2

BY =y -y =3-1=2
BY = 0~y =1-1=0
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¢V =x) —x{"=1-7=-6
e =xP —xP =1-1=0

D =x® 50 =7-1=6

Birinci elemanin yiizey alant:
1 1
SO = —[pPe ~ PP 26-00)=—=6
Lpoep -500]-L26-00)-

48® = 4.6=24

bulunur. Birinci elemana ait katsayilar matrisinin elemanlart (II1.68) bagmtisimu
kullanarak agagidaki gibi elde edilir.

K = [(b“))2 ’>)’] [(—2)2+( 6)2]=—-—-1667

1 4

K9 = 250 [b“)b“’ +cP¢ "’} [(—- 2)2+(-6)0}= < 0,167
1

KD = = [b“’ b 4O 03(1)] {(.. 2)0+(~6)6]=-==~15

KO = KO =-0167

1 1
KQ =60 50 + Pe0 )= 2.0+ 06)=0
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KY =K =15

K =KY =0

KY = L Joiy + ] o+67)=22-15

Birinci elemana ait katsayilar matrisi elde edilir.

1667 -0167 -15
[k®]=|-0167 0167 0
-5 0 15

Genel diigiim numaralart 2, 3, 5 ve yerel diigiim numaralar1 1, 2, 3 olarak
verilen ikinci eleman icin by, by, b; ve ¢, ¢, ¢; katsayilar1 ayni sekilde (I11.38) ve
(111.42) bagmntilanim kullanarak agagidaki gibi elde edilir.

b = y® —y® =3-3=0
B = y® —y® =3-1=2
b = 32 - 3P =1-3=2

P =xP-xP=1-7=-6
P =xP-xP=7-1=6
P =xP-xP=7-7=0
Ikinci elemanm yiizey alam:

s» .1 [b(z) b @ D)= 5 [2 0-(- 2)6]~ 2.6

48P =4.6=24
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elde edilir. Ikinci elemana ait katsayilar matrisinin elemanlari (I11.68) bagmtismdan
agagidaki gibi elde edilir.

KD = Lk} + 6@ J= oo+ o7)= 22 15

1 36
@ _ ) D 4 D D =_._,_. i = =
K = L _pop® 40 2] (o 2+(~6)6) =1
1

K@ =L _[p@s® o0 0] 1 73 062)+(-6)0)=0

45®

2 2
K%l) =K} =-15

K§§>—4S(2)[(b<2>)2 2’)’] 5727 +6)= —3-2—4667

K@ =1 _[p@ 5@ 42 c2]= -232(2.(_- 2)+6.0)= -—% =067

KQ =KP =-0167

Ky =;§‘;-,-,-[(b§”)2 +(c§2’)2]=—i%((~ 2y +0)=%= 0.167

Ikinci elemanm katsayilar matrisi elde edilir.

5 15 0
[k®]=|-15 1667 -0167
0 -0167 0167
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Genel digiim numaralart 3, 4, 5 ve yerel diigiim numaralan 1, 2, 3 olarak
verilen ligiincii eleman igin by, by, b; ve ¢y, ¢, ¢3 katsayilar: tekrar (111.38) ve (111.42)
bagintilarim kullanarak agagidaki gibi elde edilir.

b =y —y? =5-3=2
b(3)__y(3)_y(3)__3__3__,0
bO = y® — y® =3-5=-2

0(3) ._x(3) - (3) =1-3=-2
c(3) = x(ﬂ) (3) =7-1=6
c§3) ==x§3) __xl(s) =3-T7=-4

Uglincil elemanm yiizey alan::
59 = b0 57 -8 402 (0(-4)-(-2)6)= 7 =

459 = 4.6 =24

elde edilir. Ugiincii elemana ait katsayilar matrisinin elemanlari (111.68) bagmntisindan
ayn sekilde agagidaki gibi elde edilir.

K9 =—— e kb(a))z (3))2] (22 (- 2)2)“'22“0333

bS5 + P ]= 1 2@0+(- 2)6)— —= =05

3)
KIZ 4S(3) [

1 4
K9 =Ll 30+ a9 |- L (a2 (2 ) —0a67
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Gy g

kY —-45(3) [(b@)2 (o ] = —(0+6?)= 22 =15

KD = b0 80 + o) 06D+ 6 4) =22 =1

4S(3)
KD =K =0167

EO Iy g €) R
Ky =Ky =-1

[(b‘”)2 (c® } (( 2% +(- 4)2) = 0,833

Q) .
K33 4 S(3)

Uglincii elemanm katsayilar matrisi elde edilir.

0333 -05 0167
[k®]=|-05 15 -1
0167 -1 0833

Genel katsayilar matrisi,

K, K, K, K, K;
K, Ky K, K, K,
[K ] =1K; K, Ky Ky K
Ky Ky Ky Ky K
K, K, K Ky Ky 3xs

i¢ elemanh bu problem i¢in genel katsayilar matrisi (I11.76) bagmtisin: kullanarak ;
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K KD Ky 0 0 |
KQ KQ+KP  KQ+KD kP 0
[K]=| kD KO +KP KP+K@+KD K@ +KQ KP (I11.87)
0 K KP+KD  KP+KQ KD
| 0 0 K Ky K

elde edilir. Band Matris yontemi ile ¢oziime ulagmak icin [K[V]=[B] denklem
sisteminin elde edilmesi gerekmektedir.

Vy: potansiyeli bilinen diiiimiin potansiyeli
V. potansiyeli bilinmeyen diigiimiin potansiyeli olmak tizere

K. W.]=-K, 1] dir.

£ V.
AN A [Vskm
5
V4
K, K. |V, K, K, K h
13 35 3 31 32 34 1wt - oy 0
=— V. Bu esitligi su sekilde yazabiliriz:
[Kss KssZ][Vs] [KSI Ksz Kﬂ]VZ
4
10 0o o0 ofw] [ 1 0 0
01 0 0 0|V 0 1 0 [
0 0 K;; 0 K|V, |=]|-K, Ky -Kyult,
00 0 1 01V, 0 0 v {7,
_0 0 K53 0 Kssd__Vs_ _"Ksl "Ksz “Ks«s_

[K] Matrisinin elemanlar (I11.87) esitligi yardimyla agagidaki gibi elde edilir.
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K, = Kg) + Kl(f) =1,667 +0,333=2
Ky = Kg) + Kg') =-0,167+0,167 =0
Ky =Ky =0

Ky =K®+K@ + KD =15+0,167+0833=25

[B]Matrisinin elemanlar: (I11.87) esitliginden yararlanarak aym: sekilde elde edilir.

K, =0

Ky = Kl(zz) =-15

Ky =K =-05

K, =K3 =-15

K,=K@+K =0+0=0

K, =K =-1

Elde edilen degerler yerine konuldugunda,

1
]
i
]
1
]

1 o000 ofv,] [t 0o of 0
0100 OJ¥V,] |0 1 0ofo0oTo
0020 O0fV|={0 L5 05( 0|50
0001 OfV,f |0 0 1]100)100
0 0 0 0 250V | (L5 0 1| 100 |
elde edilir.
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v 0

v, 0

V,1=| 25 V, =25 Volt ve ¥, =40 Volt olarak bulunur.
V,| {100

V5] 140

Bu 6rnek Slim paket program ile ¢Sziildiigiinde ¢ok daha kisa zamanda aym
sonug elde edilmektedir. Coziimii grafiksel olarak elde etmek i¢in 5. digtim ile 3.
diigiim arasmda mesafe (kontur) tanumlanir. $ekil I11.6°da grafikten anlagilacag: gibi
sonug hatasiz olarak elde edilmigtir[1].

407Vs
o 35
G
t !
E‘ 25 v3— —————————————————————————
-E 20
15
Q
10
5
by
Kontur mesafesi (m)(x10~)

Sekil 1.6 Ugiincii ve besinci diifiimler arasi potansiyel grafigi
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BOLUM IV

GEMINI 1.0 iLE iKi BOYUTLU MODELLEME
VE TRANSFORMATORDE KACAK AKI
ANALIZi

IV.1 GEMINI iLE MODELLEME

Gemini bir kigisel  Dbilgisayar {izerinde elektromanyetik aygitlarm
modellenmesinde yeni bir yaklagim sunmaktadir. Kullaniciin manyetik malzeme ve
sargilardan modeller olusturabilecegi sanal bir laboratuvar ortamm hazirlanmakta,
alan ¢izimleri ve grafiklerden goriintiiler olusturmakta ve inditktans ve kuvvet gibi
sayisal degerler vermektedir.

Gemini iki boyutlu problemlerin ¢6ziimii igin tasarmmlanmustir. Yani pratik
aygtlarm oldukca genis araligim kapsayan bir smflandirmayr igerir.
Elektromanyetik aygitlarm dretiminde kullandan yaygm metodlar iki boyutlu
modeller ile ¢ok iyi temsil edilebilen aygitlar olugturur. Disiik frekansh AC
aygitlarin ¢ogu , AC alanlarm istenilmeyen etkilerini azaltmak i¢in tasarmmlanir.
Omegin transformatdr niiveleri eddy akmmlarnn azaltilmas: igin pargah saglardan
yapilr. Cogu durumlarda manyetik sartlar alamin degisim oram ile ¢ok az
etkilendiginden statik bir ¢oziim mitkemmel bir sonug verecektir. Sargida verilen bir
akim seti icin alan belirlendikten sonra halka akisi veya indiiktans degerlerinden
indiiklenen gerilimler rahathkla hesaplanabilir.
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Gemininin dikkat c¢ekici bir o6zellii kuvvet ve tork gibi bilylikliklerin
hesaplanmasi ve alan egitliklerinin ¢dziimiiniin en son metoduna dayanan basit ve
sezgisel yaklagmudir. Bu metodlar giivenilir sonuglar almak icin kullamcimm bilgisi
ve ustahgma bagh degildir. Gemini matematiksel metodlarm temelini anlamaksizin
glivenilir sekilde kullamlabilecek bir yazihm olarak hazirlanmugtur|3].

IV.2 iKi BOYUTLU MODELLEME

Gemini elektromanyetik aygitlarm iki boyutlu modellenmesini gergeklesririr.
Aygit geometrisinin yaygm iki tipi olup ¢ boyutlu aygitlarm iki boyutta
modellenmesine izin verir:

e Cevrimsel (translational) geometri

¢ Dbnel (rotational) geometri

Cevrimsel geometride cisim sabit bir kesit alanma sahiptir. Cevrim bu sabit
kesit almnin sabit bir yonde hareketi ile gerceklegtirilir. Sekil IV.1a da bu yolla
bigimlendirilmis bir C niive goriilmektedir. Cevrimsel geometri ile eksene dik her
dilim aym bi¢ime sahiptir. Doner elektrik makinalari, transformatdr ve aktlatorler
gibi copu diger aygitlar bu sekilde temsil edilebilir. Kagmilmaz olarak bu 2D
yaklagim {ic boyuttaki sacaklama ve kagak alanlart ihmal eder; bundan dolay:
modelin dikkatlice kullamlmas: gerekmektedir.

Donel geometri bir torna tezgahindaki gibi cismin ekseni etrafinda
dondirilmesi ile olusturulur, Sekil IV.1b de sekil IV.la’daki aym temel C
bi¢iminden bu yolla bigimlendirilen bir cisim g6riilmektedir.

KURURA:

YORSER S von
1~§‘o MAS
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Sekil IV.1 a. Cevrimsel geometr i b. Dénel geometri

Doénel geometrili cisimler donils ekseni olarak z ekseni ile silindirik kutupsal
koordinatlarda tanmmlanabilir. Déndiirtilmils cisim bu durumda r-z diizleminde
tammlanr ki 3D x ekseni ile 0 agis1 yapmaktadwr. Bu geometri ¢evrimsel
geometriden iki 5nemli noktadan farkhlik gostermektedir:

* Bu gergek ii¢ boyutlu cismin gergek bir temsili oldugundan dogru ¢dziimler

miimkiindiir.

e Kuvvet ve indiiktans gibi biiylikliiklerin hesaplanmas: i¢in gereken farkh

metotlar ve ¢oziilecek farkh esitlikler vardir.

Gemini goriintli ekramnda ¢evrimsel geometrinin x-y diizlemi igin ve donel
geometrinin -z diizlemi i¢in dikey eksen swasiyla y ve z’yi temsil edecek sekilde
aym koordinat eksenlerini kullanr.

Gemini ile tasanim basit bir prensibe dayanr; sayet aygit1 yapabiliyorsamz bu
gemini ile modellenebilir. Bunun tersi de Snemlidir; sayet aygiti yapamiyorsaniz bu
durumda Gemini’den bunu modellemesini bekleyemezsinizz. Bu prensibe gore
sonsuza uzanan bir manyetik alan i¢ine daldirilmmg bir cisim modellenemez. Ciinkii
bdyle bir alanin laboratuvarda olugturulmas: miimkiin degildir. Aym nedenden dolay
akim tagtyan yahtimus uzun bir iletken veya pozitif ve negatif akimlann toplammmn
stfir olmadig bir iletken sistemi modellenemez.

Cevrimsel geometrili 6rnek modellemelerde ¢elik sag malzemesi kullanilr,
Sekil IV.2’de transformator i¢in kullamian celik sac malzemesinin B-H egrisi
goriilmektedir.
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Sekil IV.2 Celik Transfornatir Saci icin B-H efirisi [6]

Herhangi bir sayisal metotla milkkemmel dogruluga ulagilamaz. Hatta en ytiksek
hassasiyet seviyesinde bile Gemini ile yapilan ¢6ziim hatalar icerecektir. Cogu
durumlarda bu hatalar Onemsiz olacak ve iiretim toleranslar1 ve manyetik
malzemelerin manyetik Ozelliklerindeki degisimlerin neden oldugu hatalardan
muhtemelen diigiik olacaktir.

Kuvvet ve torklarm hesaplanmug degerleri 6zellikle alan ¢oziimiindeki hatalara
duyarh olacak boylece bu degerler hassasiyet seviyesi artiwiirken muhtemelen
Onemli oranda artacaktir. Sayet bunlar aygitta ilgi noktas: biytiklikler ise bu
durumda degerler bir noktada birlesinceye kadar hassasiyetin artiriimasi mantikhdir.
Sayet bazi tork degerleri veya kuvvet bilesenlerinin stfir olmas: gerektigi biliniyorsa
bunlarin kullamgh degerlere kiyasla kiigiik oluncaya kadar devam edilmesi gerekir.
Benzer gekilde biiyiikkliglin genlik olarak esit olmas: gerektigi yerde aradaki fark
ortalama degerin kiigiik bir fraksiyonu olmahdir[3,6].
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IV.3 CEVRIMSEL GEOMETRILI ORNEK
MODELLEME VE GEMINININ KULLANIMI

IV.3.1 Transformatér modellemesi

Elektromanyatik aygit sekil IV.3’de goriildiigii gibi 6rnek transformator olup
her niive arasmda 1 mm hava arah: oldugu varsayimaktadir. Amag transformatdriin
manyatik aki yogunlugunu istedifimiz mesafedeki belirledigimiz bir eksen icin
incelemek ve aki dagihmin bdlgesel olarak elde etmektir.

bobin
niive

nlive

Sekil IV.3 Transformatdriin izometrik goriiniiyit

Transformatér 79 mm niive uzunlugu ve 1 mm bava arahgi ile bereber 80 mm
niive uzunlugu ve 20 mm niive kalinhgida eklenirse 100 mm’lik eksenel uzunluk i¢in
tasarlanmugtr. Birim olarak milimetre kullamlacagindan sayisal sonuglardaki enerji,
kuvvet ve indiiktans milimetre bagma hesaplanarak verilir. Iki boyutha bir modelleme
oldugu i¢in bulunan her deger kesitin 1 mm oldufu g6z Oniine almarak
hesaplandigmdan gercek degerlere yaklagsmak icin elde edilen degerlerin
transformatdriin gergek kesiti ile carpilmas: gerekmektedir.

48



IV.3.1.1 Modelin Kurulmasi

Gemini ‘de ilk dnce ana pencere agilir. Sekil IV.3 ‘de goriildiigi gibi ana
pencere sekiz ayn pencereyi igerir. Bunlar : Numerical Results, Circuits, Flux Plot,
Graph of [B/, Graph of Bn, Graph of B , ve Editor “diir.

Transformatoriin geometrisini olugturmak i¢in  Editor penceresi agilir. Edit
meniisinden Geometry segilir ve Translational segilerek geometrinin hangi tipte
yapilacag1 belirlenmis olur. Edit meniisinden Units ve Milimeter segilerek gizime
baglanabilir.

Options meniisinden Set Grid... segilerek x ve y eksenleri igin gizimimize
yardmer olacak 1zgara degerleri tamsayr olarak girilebilit. View ve Snap
meniilerinden sirasiyla Grid segilir. Boylelikle eger x ve y eksenleri igin 10 girersek
10 mm arahkh bir 1zgara iizerine istedifimiz aygitn geometrisini basit bir sekilde
olusturmamiz miimkiindiir. Dikey arag qubupundaki Zoom Out ve Zoom In butonlari
ile 1zgarayr istedigimiz yakinhkta ayarlayabiliriz. Dikey arag cubugundan Line
butonunu segerek transformatériin ¢izimi istenilen dlgiilerde yaplabilir. Sekil IV.5
‘de Transformatdriin Editor penceresinde gizilmis taslagi goriilmektedir.

Sekil IV.4 Ana pencere
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Sekil IV.5 Editor penceresinde transformatir taslag

Taslak olusturulduktan sonra bélgelerin isimlendirilmesi iglemine gegilir.
Transformatoriin  bolgeleri:  niive, primer ve sekonder sargilarin olustugu
bobinlerdir. Dikey ara¢ cubugundan Selecfor butonu ile transformatér taslag:
iizerindeki transformatdr niivesi segilir. Edit meniisinden Name Region(s)... segilip
core yazilarak niive isimlendirilir. Aym islem , diger niiveler iginde yapilarak her
bolge isimlendirilir. Bu iglemden sonra her bélge i¢in materyal atama iglemine
gecilir.

Hava diger tiim materyallar atanana kadar otomatik olarak her yerde oldugu
varsayilir. Bakir ise otomatik olarak bobinlere atanan materyaldir.

Transformator iizerinde core bolgesi segilir ve yatay arag ¢ubugu iizerinde
bulunan materyal listesinden Laminated Steel segilir. Sonra transformatériin esdeger
devresi ve bobinlerinin tanimlanmasi iglemine gegilir.

Yatay ara¢ cubugu iizerindeki Number of Turns kismma 650 girilerek ik
bobinin sipir sayisi belirlenir. Drag and Drop butonu ile bobin iizerinde soldan saga
fareyi siiriikleyerek 650 sipirlik sarim uygulanmig olur. Aym islem transformatériin
ikinci sargisi igin 300 sipir olacak sekilde gergeklestirilir. Transformatoriin esdeger
devresini olusturmak i¢in Editor penceresi minimize edilir ve Circuits penceresi

agilir. Circuits penceresinde New Circuit butonu segildiginde temel devre olugur.
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Drag and Drop Coil butunu ile temel devreye 650 sipirlik bobin de eklenerek
transformatoriin birinci sargisiin elektriksel devresi modellenir. Aym iglem ikinci
sargi igin 300 sipir olarak gergeklestirilir. Transformatoriin esdeger devre modelinde
akim degeri olarak birinci sarg1 i¢in 0.05 Amper , ikinci sarg igin ise 2 Amper girilir.
Akam trafosu ile isaretli bolge fare ile segildiginde devreye akim uygulanabilir. Sekil
IV.6’ da goriildiigii gibi transformatoriin devre modelinde akim degeri ile birlikte
akimm yonii de belirlenebilir. Bu islemden sonra Circuits penceresi minimize
edilir[6].

L4 #|
| Specify the first comer of the zoom rectangle | Transtational ~ Milimeter | 15159999, 10.4
et | 5P > | G |0 Gomird v1.07 - Cobu. oot - Point | DL E w3

Sekil IV.6 Transformatoriin esdeger devre modeli

1V.3.1.2 Céziim

Modelin kurulmas: isleminden sonra ¢oziime gegilebilir. C6ziimiin hassasiyet
seviyesini ayarlamak i¢in Editor penceresi agilir. Ana ara¢ gubugundaki Ser Solving
Parameters  butonu segilir ve hassasiyet seviyesi 1’e ayarlanr. Ana arag
cubugundaki Solve butonu segilirek transformatdr modeli igin ¢oziim baslatilir.
(6ziim iglemi tamamlandiktan sonra kaydedilir[6].
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1V.3.1.3 Ak Cizimi ve Sayisal Sonuglar

Cbziim tamamlandiktan sonra Flux Plot ve Numarical Results pencereleri
otomatik olarak agilir ve sekil IV.7 deki gibi aki dagihm ve sayisal sonuglar elde

Gemini v1.01 - £\

12213635 e
o e

T emx T oW soix@ el
‘Specify the point where you want fo zoom out . j | Translational | Milimeter | 141.74201, -2.18907
Mmaat] | @ <13 B || CdGemini | omind v1.01 - C:ha.| $]eade-Pant | Eimee S e

Sekil IV.7 Ak dagilim ve sayisal sonuglar

Flux Plot penceresinden aki degerlerini sayisal olarak gorebilmemiz
miimkiindlir. Flux Plot penceresinden Selector butonu segilir. Transformatoriin aki
dagihmmn oldugu herhangi bir noktay: segerek bagka bir noktaya siiriiklenir. Bu iki
nokta arasm Gemini otomatik olarak bir ¢izgi gibi algilar ve bu ¢izgiyi kesen kuvvet
¢izgilerinin olugturdufu manyetik akiyr  saywsal olarak Numarical Resulis
penceresinde gosterir. Bu ¢izgi devam ettirilebilir, transformatdriin gevresindeki aki
bu ¢izgi mesafesi boyunca sayisal olarak bulunabilir.

Aka cizimine ek olarak, aki yogunlugunun miktari renklerle gosteren bolgesel
aki yopunlugu dafihmu Region Plot penceresinden gosterilir. Region Plot
penceresinde istedigimiz noktamn aki yogunlugu degerini saywsal olarak elde
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edebilmemiz miimkiindiir. Sekil IV.8’de bolgesel aki yogunlugu dagihmi igin Region
Plot penceresi goriilmektedir.

smmwmmmu@ = : (rmm Y_W_““
Moesa] | & 3 > IL_&J___.__JI Gomini 1. {jadea-Pin_ | ISR 0000

Sekil IV.8 Bolgesel ak: yopunlugu dagiim

Sayisal sonuglar Imm eksenel uzunluk igin hesaplanmus olup 1 hassasiyet
seviyesi i¢in asagidaki gibi olmalidir.

Depolananenerji  :  0.0015529 J/mm

Koenerji 5 0.0015529  J/mm

Niivenin sol kenari i¢in kuvvet :  (-0.2438, 0.33731) N/mm

Niivenin sag kenan i¢in kuvvet : (0.28767, -0.252454) N/mm

Niivenin iist kenar1 igin kuvvet  :  (0.255764, 0.239443) N/mm

Niivenin alt kenar1 igin kuvvet : (-0.299476, -0.324301) N/mm

Birinci sargimin sag kenarindaki kuvvet :  (2.396804e-4, 4.031852¢-6) N/mm
ikinci sargimin sag kenarindaki kuvvet : (0.00191567, 1.580703¢-4) N/mm
Tkinci sargimm sol kenarmdaki kuvvet : (-0.00243768, 0.00125533) N/mm
Birinci sargimin sol kenarindaki kuvvet :  (-2.156055e-4, 3.058536e-5) N/mm
Niivenin sol kenari i¢in tork : 0.0079092 N-m/mm
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Niivenin sag kenari igin tork : -1.820077e-4 N-m/mm
Niivenin iist kenari igin tork . 0.0249334 N-m/mm
Niivenin alt kenart igin tork : -0.032664 N-m/mm
Birinci sargmnin sag kenarmdaki tork :  1.221369e-5 N-m/mm
ikinci sargimin sag kenarindaki tork : 1.069201e-4 N-m/mm
ikinci sargmnin sol kenarmndaki tork  : 1.543175e-5 N-m/mm
Birinci sargmmn sol kenarmdaki tork : -7.025481e-6 N-m/mm

Birinci sargimn halka akist : 0.00307542 Wb/mm

ikinci sarginm halka akist : 0.00147602 Wb/mm

Bn grafiginin integrali 7 -2.180396e-4 Wb/mm

Bn gergek degeri . -87.21584e-4 Wb/mm®

Bt grafiginin integrali : 1.446537e-4 Wb/mm

Bt gergek deperi : 57.86148e-4 Wb/mm’

(-22, 9) ve (107, 9) noktalan arasindaki kagak aki  : -1.941093e-7 Wb/mm

(-22, 9) ve (107, 9) noktalar arast gergek aki degeri : -77.64372¢-7 Wh/mm?

1V.3.1.4 Ak Yogunlugu Grafikleri

Transformatoriin  herhangi bir kismindaki mesafeye bagh aki yogunlugu
grafiklerini g6rmek mimkiindir. Fakat bunun igin Oncelikle bir gizginin
tammlanmas: gerekir. Bu ¢izgi basindan sonuna kadar boylamasma bir mesafe i¢in
aki yogunlugu degerlerinin belirlendigi bir ¢izgidir ve kontur (contour) adu verilir.

Konturun tammlanmas: i¢in Editor penceresi agilir. Dikey ara¢ ¢ubugundaki
Line Contour butonu secilir. Ana ara¢ gubugundan Keyboard butonu segilir. x ve y
baglangig koordinatlan girilip Apply segilir. Sonra tekrar x ve y koordinatlar
girilerek konturun son noktasi belirlenir ve OK segilir. Kontur gizgisinin
transformatdriin alt kismuna gizilmis sekli sekil IV.9°da gosterildigi gibidir.
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Sekil IV.9 Transformatoriin Editor penceresinden iki boyutlu kesit goriiniigii ve kontur cizgisi
Ug farkh aki yogunlugu grafigi elde edilebilir:
e |B| :Ak:iyogunlugunun genligi
e B, : Kontura normal aki yogunlugu bilegeni
e B, : Kontura tanjant aki yogunlugu bileseni

Kontur boyunca aki yogunlugu grafikleri sekil V.10, sekil IV.11 ve sekil
V.12 ‘de gosterilmistir.
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Sekil IV.10 [B| grafigi

|B| grafigindeki tepe degeri transformatdriin niivesinin sol kenar ile alt kenar
arasindaki 1 mm’lik hava arahma karsik gelir. Graph of /B/ penceresini kapatip
Graph of B, ‘yi agtigimizda sekil IV.11 “deki egriyi gorebiliriz.
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Sekil IV.11 B, grafigi

Bir yonde hava araligim gegen aki hatlari kabaca kontur ¢izgisine dik agidadir.
Bu ylizden B, aki yogunlugunun normal bileseninin |B| genligi ile benzer oldugu
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beklenebilir ve B, tanjant bileseni gok kiigiiktiir. Kontur boyunca B, nin integrali
grafigin alt kisminda verilmigtir. Bu deger modelin simetriliginden dolay: sifira yakin
olmalidir. B¢nin degeri kiigiik ve alanin hava araligmda kontur gizgisine tam olarak
dik agilarda oldugu noktalarda sifirdan gegmektedir. Kontur boyunca By'nin integrali
de modelin simetriliginden dolay: sifira yakin olmahdir[6]
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Sekil IV.12 B, grafigi
Sonugta elde edilen tiim biyiklikler 1mm’lik eksenel uzunluk igin
hesaplanmistir. Bundan dolay: sayisal sonuglarin istenilen sonucu bulmak igin gergek
kesit olan 40 (mm) degeri ile garpilmasi gerekir. 1ki kuvvet degeri sirasiyla x ve y

bilesen degerleridir. Niive kisimlar1 ¢ok yogun doyum altinda oldugundan depolanan
enerji ve koenerji degerleri ok farkhidir.
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IV.4 TRANSFORMATOR ORNEGINiN GEMINi
iLE MODELLEMESi VE KACAK AKI ANALIZI

Sekil 1V.13°de editér penceresinde ¢izilmis gekirdek tipi bir gerilim
transformatorii goriilmektedir. Primer sarg: sipir sayist 9513 sipir ve sekonder sargi
sipir says1 151 sipir olan ve pirimer akim 0.0165 A ve sekonder akim 1.04 A olan
gergek bir tranformatériin iki boyutlu simiilasyonu yapilmistir. Amag transformator
nominal yiik akim gektiginde kagak aki yogunlufunu istedigimiz kontur igin
grafiksel ve sayisal olarak elde etmektir.
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Sekil IV.13 Transformatériin editr penceresinden goriiniisii ve milimetre olarak dlgiileri

Transformatoriin ~ Slgiilerinin - milimetre olarak secilmesi dolayisiyla da
transformatdr derinliginin 1 milimetre olarak kabul edilerek ¢bziime gidildigi
unutulmamalidir. Bunun igin elde edilen sayisal degerlerin gergek degerlere daha
yakm olmasi igin transformatdriin gercek derinligi ile garpilmasi gerekmektedir.
Transformatériin derinligi 56 milimetre olarak Slgtilmistiir.

Sekil 1V.13’de gosterilen gekirdek tipi transformatoriin gevresindeki kagak aki
hesaplanacak olursa transformatér gevresine ¢izilmis toplam 8 adet konturun her biri
igin ayn ayr ¢bziime gidilmesi gerekecektir. Bunun igin sekil IV.14 * de
transaformator gevresine ¢izilmis 8 adet kontur goriilmektedir.
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Sekil 1V.14 Transformatdr ¢evresinde tammlanoug konturlar

Coziime gitmek igin transformatdriin primer ve sekonder devresi simiile
edilirse sekil IV.15 elde edilir.

®_O

1 00165 A 9513 sipir

RO

104 A 151 sipir

Sekil IV.15 Transformatoriin elektriksel devre modeli
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Transformatoriin 1.04 A’lik yik akiminda ve primer sargi akim 0.0165 A
uygulandifinda ¢6ziim kontur 1 i¢in sonuglandinlirsa gekil IV.16°daki aki dagilim
elde edilir.
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Sekil IV.16 Transformatiriin aki dagilimi

Transformatdr nominal yitk akimnda galismakta iken kontur 1 icin sayisal
sonuglar:

Depolanan enerji  0,00140472 J/mm

Koenerji 0,00140472 J/mm

Niivenin sol kenarindaki kuvvet : (0,628361 , 0,428545) N/mm

Niivenin alt kenarindaki kuvvet : (-0,625207 , 0,629501) N/mm

Niivenin sag kenarindaki kuvvet : (-0,627173 , -0,621097) N/mm
Niivenin tist kenarndaki kuvvet : (0,624154 , 0,436808) N/mm

2. sargmnin sag kenarindaki kuvvet : (-1,059911e-4 , -6,735801e-6) N/mm
2. sargmmn sol kenarmdaki kuvvet : (1,874917¢-4 , -4,508816e-5) N/mm
1. sarginin sag kenarindaki kuvvet : (-9,122529¢-6 , -2,322165¢-5) N/mm
1. sargmm sol kenarmdaki kuvvet : (6,035276e-5 , -6,924655¢-5) N/mm
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