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OZET

Doniisiimsel Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim Yonteminde Konik
Déniisiimlerin Temel Ozellikleri

Yiiksek Boyutlu Model Gésterilim (YBMG), bir ¢ok degigkenli iglevi, kendinden
daha az degiskene sahip ve daha basit yapili iglevler tiiriinden yazabilme mantigina
dayamir. Bu mantik islerken ilgilenilen fonksiyonun yapisi énem kazamr. Ilgilenilen
¢ok degigkenli iglevin yapisina gore, bircok YBMG yontemi geligtirilmigtir. Bunlar-
dan biri de Déniisiimsel YBMG yéntemidir. Daha énceden sunulmus olan Irem Ya-
man’in doktora tezinde afin doniigiim kullanilmistir. Bu tez calismasinda ise bir igleve
konik doniigiim uygulanip, bu doéniisiim altinda elde edilen yeni islevin YBMG etkin-
ligi incelenmistir. Bu doniisiim uygulanirken eniyilenmis parametreleri bulup gercek
igleve en iyi yaklagtiran iglev elde edilmeye calisilmigtir. Daha sonra elde edilen yak-
lagtirim yapisinin Hermite-Padé yaklagtirim yapisina benzedigi goézlemlenmis ve iki
yontem arasinda karsilagtirmalar ve uygulamalar gerceklestirilmistir.

Aralik 2011 Zeynep Giindogar
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ABSTRACT

BASIC FEATURES OF CONIC TRANSFORMATIONAL HIGH

DIMENSIONAL MODEL REPRESENTATION

High Dimensional Model Representation (HDMR) is a method that enables to ex-
press a multivariate function in terms of the functions which are less complicated and
having less independent variables. HDMR has many different types according to the
multivariate function under interest. Transformational High Dimensional Model Repre-
sentation (THDMR)is one of them. The basic philosophy behind the Transformational
High Dimensional Model Representation is to transform a multivariate function to
another multivariate function such that the High Dimensional Model Representation
(HDMR) truncations of the new function is much more efficient. A previous work using
affine transformation forms milestone to this work where a conic (affine plus quadratic)
transformation is considered with an attempt to optimize its coefficients. Fundamental
formulation has been completely based on that work although the derived formulae and
the corresponding approximants in literature (Hermite-Padé) are completely different
because of the branch points. Thus what we try to develop here is competitor not for
Padé but Hermite-Padé approximants with capabilities superior to the ones in both of
them.

December 2011 Zeynep Giindogar



KISALTMALAR

YBMG : Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim

HDMR : High Dimensional Model Representation

CYBMG : Carpimsal Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim
MYBMG : Melez Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim

HHDMR : Hybrid High Dimensional Model Representation
LYBMG : Logaritmik Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim
LHDMR : Logarithmic High Dimensional Model Representation
DYBMG : Doniigiimsel Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim
THDMR : Transformational High Dimensional Model Representation
GYBMG : Genellestirilmis Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim
GHDMR : Generalized High Dimensional Model Representation
CYCG : Qokdegiskenliligi Yiikseltilmig Carpimsal Gosterilim

EMPR : Enhanced Multivariance Product Representation
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I GIRIS VE AMAC

Cok degiskenli iglevler araciligiyla dogadaki bir¢ok problem tanimlanabilir. Ancak
cok degigkenli igleve bagh bir problemi ¢6zmek, hesaplamasi zor bir ugras olmanin
yanisira oldukca maliyetli bir ugrastir. Bunun sebebi degisken sayis1 arttikca problemi
¢ozmenin zorlagsmasi ve degiskenlerin birbirleri ile etkilesimleri de go6zoniine alinirsa
problem yapisindaki karmagikligin artmasidir. Bu yilizden bilimsel ¢alismalarda daha
az degigskenle bir problemi ¢6zmek ve sonug liretmek esastir.

Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim(YBMG) yontemi ¢ok degiskenli bir islevi,
kendinden daha az degiskenli iglevler cinsinden yazmaya dayanir. Bu dogrultuda atilan
ilk adim 1957 yilinda A.N. Kolmogorov tarafindan yazilan " On The Representation of
Continuous Functions of Many Variables by Superposition of Continuos of One Variable
and Addition"[1] adli makaledir. Bu makalesinde Kolmogorov siirekli ¢ok degigkenli bir
islevi tek degiskenli iglevlerin toplami olarak ifade edilebilecegini kanitlamigtir. YBMG
yontemi 1993 yilinda Rus matematikci Sobol tarafindan "Sensitivity Estimates for
Nonlinear Mathematical Models" adli makalesinde|2| ilk olarak ortaya atilmigtir. Sobol
ilk olarak bu yontemi istatistiksel calismalarda kullanmugtir. Istatistiksel gereksinimler
nedeniyle YBMG bilegenlerin belirlenmesinde kullanilan sifirlanma kogullar1 [0,1] ara-
liginda, agirlik 1 almarak kullanilmigtir. Daha sonra Rabitz makalelerinde[3-6,16,17]
bu aralik ve agirligi genel kullanip yontemin uygulama alanini genigletmigtir. Demi-
ralp|7,8,21] ise YBMG bilegenlerinin diklik kogulunu kanitlamig ve bu kosul sayesinde
bir takim 6lg¢enler tanimlayip hata terimlerini ortaya koymustur.

YBMG yéntemi bir ¢ok alanda uygulamaya girmistir. Bunlardan bazilar1 goyledir:
e Kimyasal tepkimelerin modellenmesinde

e CMOS (Complementary Metal Oxide Semiconductor) teknolojisinde ¢ipler ii-

zerindeki mantik kapilarinin gecikme siirelerinin incelenmesinde

1



e Mekaniksel sistemlerin bilesen giivenilirligi tahmini ve bu tiir sistemlerin ariza

olasiliginin tahmin edilmesi konularinda
o Istatistikte giivenilirlik analizlerinde
e Veri boliintiilendirilmesi ve simiflandirilmasinda
e Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oztimlerinin bulunmasinda

e Karmagik diizlemde Kortex iizerinde EEG isaretlerinin faz gegisi dinamiklerinin

belirlenmesinde

ve daha bir¢ok kimya ve fizik problemlerinde kullanilmigtir. Ayrica yontem cesitli
miihendislik problemlerinde yeni ¢6ziim oOnerileri getiren matematik tabanh giiclii al-
goritmalar olarak da bilimsel yazina girmistir.

YBMG, ¢ok degiskenli bir iglevin birbirine dik ve bagimsiz degisken sayis1 giderek
artan iglevler tiirtinden acilimidir. Bu yontem bol ve yonet diiglincesi ile ¢aligir. Bu
yontem gelistirilirken islevin yapist énem kazanmistir. Ciinkii islevin yapisi degisip
karmagiklastik¢a yeni yontemler ortaya cikmigtir. Tezin II. Boliimiinde YBMG yon-
teminin temel tanim ve teoremleri verilmigtir. YBMG bilegenlerinin hesaplanmasi gos-
terilmigtir. Devaminda iglevin yapisi degistikce geligen yontemler olan YBMG gesit-
leri hakkinda bilgiler verilmistir. Islevin yapisi, toplamsal yapida ise YBMG, carpimsal
yapida ise Carpimsal YBMG|7,9,13], hem ¢arpimsal hem de toplamsal yapida ise Melez
YBMG](10,14,18,23] konularina deginilmigtir. Bununla birlikte Déniigiimsel YBMG’nin
temelini olugturan Logaritmik YBMGJ[15,20] ve diger YBMG|11,16,17,19,24,25,32-35]
gesitleri verilmistir.

III. Béliimde ise tezin kaynagini olugturan Déniigtimsel YBMG[19,31,33] yontemi
incelenmigtir. Bu béliimde doniisiim ikinci dereceden bir ¢ok terimli kullanilarak yeni
bir YBMG yéntemi olan Konik DYBMG yontemi|28,29| geligtirilmigtir. Bu yontem

geligtirilirken Yaman’in doktora tezinden|33] faydalamlmigtir. IV. Béliimde ise bilimsel

2



yazinda ¢ok bilinen bir yontem olan Hermite-Padé yaklagtirim yontemi|26,27] ince-
lenmig olup 6zgiin bir anlatim ile yeniden verilmistir. Bunun sebebi tezde elde edilen
yontemin yaklagtirim yapisi ile Hermite-Padé yaklagtirim yapisinin benzerligidir. V.
Boliimde ise yontemin etkinligini tartigsabilmek amaciyla Mathematica programi kul-
lanilarak elde edilen uygulamalar verilmigtir. Konik DYBMG y6ntemi ile Afin DYBMG

ve Hermite-Padé yontemi ile karsilagtirilmalar verilmigtir.



II GENEL BILGILER

I1.1 YUKSEK BOYUTLU MODEL GOSTERILIM

YONTEMLERI
I1.1.1 Yalin YBMG (Plain HDMR)

Yalin YBMG|2-17,32,34], YBMG yontemi ile ilgili temel tammlarin, 6zelliklerin
ve YBMG terimlerinin verildigi yontemdir. Bu nedenle bilimsel yazinda Yalin YBMG
yerine genellikle yalnizca YBMG kullanilir. Bu yontem bilgisayar teknolojilerinde gok
degiskenli bir iglev ile caligmanin hesaplama zorlugundan dolay1 ortaya ¢ikmigtir. Bu
nedenle islevin yapisimi yalinlagtirmak ve daha hizli is yapabilmek amaci ile islevin
ayrigtirimi giindeme gelir. Bir ayrigtirim ve yaklagtirim teknigi olan bu yontem bol ve
yonet temel diigiincesine uygun olarak ¢aligir.

Matematiksel olarak YBMG nedir? sorusuna en genel olarak su yanit verilebilir.
YBMG yontemi ¢ok degiskenli bir iglevin kendisinden daha az degisken igeren iglevlerin
sonlu toplami olarak ayrigtirilmasidir. Bu tanima dayanarak YBMG agilimi agagidaki
gibi verilir.

N N
flaan) = fot Y ful@a) + D fui(@i,2) +- -+ fro (@1, o) (IL1)

i1=1 11
Bu agilimda da goriildiigii gibi bu sonlu toplam fj ile gosterilen bir degigmez(ing:constant)
terim; fi1(z1), fo(xa), ..., fn(xy) ile gosterilen tek degiskenli(univariate) N sayida terim;
fro(z1,x2), ..., fin(x1, on), fas(xe, 23) ..., fon (T2, 2N), . .., fvoiv(Zn_1, zy) ile gOs-

) w saylda terim ve diger bilesenlerin de benzer

terilen iki degigkenli(ing:bivariate
bicimde, gittikce artan sayida degisken igeren islevlerin sonlu toplami oldugu goriiliir.

Bu toplamin yapisi incelendiginde terimlerin binom katsayisi seklinde arttig1 ve toplamda

2N tane terim oldugu acik bir sekilde goriiliir. N sayis1 arttikca hesaplama zorlugu



artacagl icin bu yonteme kesme uygulayarak yaklagtirim yapilir. Bu da bize YBMG
yonteminin ashnda bir yaklagtirim teknigi olarak galigtigimi gosterir. (I1.1) denkle-
mindeki igleve sag yandan istenilen derecede kesme uygulanarak yaklastirim yapmak
olanakli olacaktir.Ancak bilimsel yazinda en fazla 2. kerteden kesme uygulanmigtir.
Eger (II.1) denkleminin sag yaninda sadece f; ile yani YBMG agilimina degismez
terim ile yaklagtirim yapilirsa yaklastirim 0. kerteden yaklastirim olur. Islevin yapisi
degismez oldugunda sifirinci kerteden yaklagtirim uygulamanin kesin sonucu verecegi
aciktir. Benzer mantikla sag yanda iki ve ikiden fazla tiim islevler kesme yapilarak
atilirsa elde edilen yaklagtirim birinci kerteden yaklagtirim olacaktir.Bu olgu benzer
sekilde siirdiiriilerek daha yiiksek kerteden yaklastirimlar elde edilebilir. Kacginci kert-
eden yaklastirim yapildiginda kesin sonuca ulasabilecegimiz konusu giindeme geldigi
zaman islevin yapisinin bize ipucu verebilecegi sdylenebilir. Islevin yapisi degistikee iyi
sonuclar elde edebilmek amac ile yaklastirimin mertebesi arttirilabilir ya da YBMG
yonteminin ileride sozedilecek olan diger cesitlerine bagvurulabilir.

Yaklastirimin gerceklestirilebilmesini bagka bir deyisle yontemin ¢aligmasini saglaya-
bilmek i¢cin YBMG bilegenlerinin her birinin belirlenmesi gerekir. YBMG bilegenleri
kesme sonucunda elde kalan terimlerdir. Bu bilegenlerin belirlenmesi i¢in bazi tanim ve
kosullarin verilmesi gerekir. Bu tanim ve kosgullar agagida verilmistir.

Normalizasyon(Birim Timlevleme) kosulu: Vz; € [a;,b;], i = 1,2,..,N
olmak iizere tek degigkenli agirlik islevlerinin ilgili aralik iizerinde ve ilgili bagimsiz
degigken altindaki tiimlevi 1 olarak ongoriiliir.

b;
/ dryw;(z;) =1 (I1.2)
Bu kosula dayanarak agirlik iglevi her bir ilgili aralik iizerinde normalizasyon

kosulunu saglayan agirliklarin ¢arpimi olarak asagidaki gibi tanimlanir:



W(xy,...,an) = Hwi(x,-) (IL.3)

Sobol'un 6nermis oldugu bu yontemde [0, 1] arahg ve agirhk olarak da birim agirlik
kullanilmig, daha sonra aralik ve agirlik Rabitz tarafindan yukaridaki gibi genellegti-
rilmistir.

Sifirlanma kogulu: Sobol tarafindan ortaya atilan bu kogsul YBMG bilegen-
lerinden degigsmez terim digindakilerden herhangi birinin, bagimsiz degigkenlerden biri
tizerinde ve agirlik altinda ilgili aralikta tiimlevinin sifir olmasi gerektigini sdyler ve

asagidaki gibi verilir:

b;
/ wz(mz)lezgzk (l’il,lEiQ, Ce ,ink) d.fl?z = O, 1€ {il, Zé, c. 7Zk} (II4)

Bu kosula "integral altinda sifirlanma kosulu " denir. Bu kosul YBMG bilegenlerinin
egsiz olarak belirlenebilmesi i¢in yeter koguldur.

Diklik kosulu: Sifirlanma kogulu kullanilarak YBMG bilegenlerinin birbirine dik
oldugu gosterilebilir. Prof. Dr. Metin Demiralp ve Prof. Dr. Herschel Rabitz tarafindan
ortaya ¢ikarilan diklik kosulu, 1 < iy < iy < ... < i < N, 1< n<p<...<

k< Nvel<k<l<N,olmak iizere

by N
/ Hwk T fluz Ak (lea Ligs - - xlk)fJIJQ ]l(x]N Loy - - x]z)dx =0 (H 5)

N =1
bi¢giminde verilir. Buradan da anlagilacagi gibi YBMG bilegenlerinin birbirine dik oldugu

sOylenebilir ve diklik kosulu ayni zamanda i¢carpim tanimini da getirir. Bu i¢ ¢arpim

N

b1 by
(fum Ak f]l 3J25m00s Al / / xk f1112 Ak (:L‘Zl’ Ligy - 7xik)

AN k=1
ij1j2~~jz ($j1,$j27 cee 7sz)dx (H‘G)

olarak verilir. Verilen tiim bu kogullar altinda YBMG bilegenlerini belirlemek oldukca



kolaylasir ve asagidaki gibi tanimlanir:

fo= /Gfl.../abNﬁwk(xk)dx

N k=1
b1 bi—1  pbit1 by N '
fz(xz):/ / / / Hwk(xk)f(xl,...,x]v)dxz—fo
a1 a;—1 Jajt1 AN k=1
ki
by bi—1  pbita bj—1  rbjt1 v N
a1 ai—1 Jai+1 aj—1 Jaji+1 AN k=1
k#i,j
X f([L’l, Ce ,.’L‘N)dl’ij — f(] — fz(xz) — fj([Ej) (II7>

Burada kullanilan sonsuz kiigiik degigim(diferansiyel) alma iglecleri,

dr =dx,...dzy
dl’i = dl‘l e dxi—ldxi—i—l e dl’N

dz" = dl’l e dlEZ‘_leEi_;,_l Ce d$j_1dl'j+1 . dZEN

bi¢imindedir. Yukaridaki islecler incelendiginde dx’in tiim bagimsiz degiskenlere gore,
dz"’nin z; digindaki tiim degiskenlere gore ve dz*’nin z; ve z; disindaki tiim degigken-
lere gore sonsuz kii¢lik degisim alma islecleri olarak tanimlandigi agiktir.

Daha 6nce de sozedildigi gibi YBMG yontemi belirli kertelerden yapilan kesmelere
dayanan yaklastirim teknigidir. YBMG bilesenlerinin hesaplanmasindan sonra eger
degismezterimden sonra kesme yapilirsa bu yaklagtirimin adina "Degismez Yaklagtirim"
denir ve s ile gosterilir. Sabit ve birli terimlerden sonra kesme yapilirsa "1. Kerteden

Yaklagtirim" denir ve s; olarak gosterilir. Benzer bi¢cimde istenilen kerteden yaklagtirim



istenilen kerteden kesmeler yapilarak elde edilir. Bu yaklagtirimlar,

Sozfo

N
s1=s0+ Y filw:)

N

Skg = Sk—1 + Z filig...ik (xiu xi27 ] ,.Tik) (]:18)

i1 igyeyif=1
i1 <ig<...<ip

bi¢imindeki matematiksel anlatim ile verilir.

Yapilan yaklagtirimin ne kadar iyi oldugunu 6lgebilmek icin bir takim olgen-
lere gereksinim vardir. Bu dlgenleri tanimlayabilmek i¢in boy(ing:norm) tanimlamamiz
gerekir. Boy tanimi iggarpim tanimi ile verilir. f(z1,...,xy) karesi tiimlevlenebilir bir

islev olsun. Bu islevin normu:

[ firizoii I = (firisenins Firinnin) (I1.9)

olarak tanimlanir. Bu tanimi kullanarak (II.1) ile verilen YBMG denkleminin her iki
yanini ilgili araliklar tizerinde ve ilgili agirhiklar altinda tiim degiskenlere gore tiimlevi

alimirsa diklik kogsulundan gelen sifirlanmalar sonucu

A7 = 1 foll” +Z||fz|| +Z||fu|| +ot izl (IL.10)

i,7=1
i<j

elde edilir.Buradan iglevin boyunun karesinin, bilegenlerinin ayri ayri boylarinin karelerinin

toplami olarak tammlandigr goriiliir. Yukaridaki denklemin her iki yani || f]|* ile boliiniirse,

= il + HfH

+ .11
”fH i1 H ”fH2||f12 NH ( )

1<g

oldugu goriiliir ve istenilen kerteden kesmeler uygulanarak ol¢enler bulunur. Bu olgen-



lere "Toplamsallik Olgenleri" denir.

1 foll*

0p =

T
7= anzz”ﬁH oo

Burada "0. Kerteden Toplamsallik Olceni" olan oy’a "Degismezlik Olceni", o,’e ise
"linci Kerteden Toplamsallik 6lgeni" denir. En genel yapisi ile o’ya ise "k. Kerteden
Toplamsallik 6lgeni" denir. Bu oOlgenlerin iyi sirali olarak 0’dan 1’e dogru artan sonlu

bir dizi olusturdugu agiktir.
0<o;<0y,<...<ony=1 (I1.13)

Olgenlerin bu bicimde sirali olmasi ne diizeyde yiiksek kerteden yaklastirim yapilirsa

islevin o diizeyde iyi anlatilabilecegini gosterir.

I1.1.2 Carpimsal YBMG (Factorized HDMR)

Incelenen cok degiskenli islevin yapisi degistikce kullanilan YBMG yéntemi de
gelismistir. Islevin yapis: toplamsal iken yalin YBMG yoéntemi iyi cahgmaktadir. Islevin
yapisi ¢arpimsal oldugu durumlarda yaklagtirimin iyi olmasi i¢in yiiksek kerteden yak-
lagtirim yapmak gerekecek ve yalin YBMG ile sonug almak giiclesecektir. Bu nedenden

dolay1 geligtirilen Carpimsal YBMG yontemi|7,9,13] su bigimde verilir:

f(.Tl, . =To

N N
H 1+ 7y ] H (1 +7ij(xi, xj)) | ¥
=1 j=1

X oo X (1 + 7'12”.]\[(5171, e ,iL'N)) (1114)



Simdi Yalin YBMG’deki benzer diigiinceyle bu a¢ilimin bilegenlerini elde etmeye ¢aligalim.

Oncelikle islevin yapisini tek degiskenli islevlerin carpimi olarak éngdrelim.
N
flay,. . an) = [ Jusiz)) (IL.15)
j=1
Bu bi¢imde anlatilan iglevin YBMG bilegenleri
b;

olmak tizere bu terimler agagidaki gibi tanimlanir.

U;
fii(wi5) = fo {M - 11 {M - 11 (I1.17)
U; Uy
Bu denklemlerden k. degiskenli YBMG bileseni genellegtirildiginde
1
firin (@i, 2yy) = Ffil(mil) o i () (IT.18)
0

olacaktir. Bu anlatimlar Carpimsal YBMG denkleminde yerine yazilip diizenlenirse

N N
f(l'h---,ll?N):fo-i-Zfi(iUi)-i- Z fivio(@iy, Tiy) + -+ + fro.n(z1,...,2N)
i=1

i17i2,:1
11 <9
N
fz T fz Ty f z f xz
:f0+2fz($$ Z 1 1)J 12 2) S 1( 1) N_lN( N)
i=1 i1,i9=1 fO
i1 <ig

= fo 1+Zfz i Z fi(z %) fi(z1) - fn(zn)

i1,i2=1 fON
i1 <ig
1 ‘/‘UZ
_fOH( L il )> (I1.19)
paley Jo
anlatimi yazilir. Burada bilegenler
o = fo
ri(z;) = —fl(xz) (I1.20)
Jo
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olarak tanimlanirsa Carpimsal YBMG denklemi agagidaki gibi yazilir.

f(z1,...,zx5) =10 H (14 7ri(2;)) (I1.21)

Simdi YBMG'nin temel diigilincesi ile ilerleyecek olursak istenilen kerteden kesmeler
yapilarak istenilen kerteden yaklagtirimlar elde edilir. Burada Carpimsal YBMG yak-

lagtirimlar:

Po=To
N N
pP1="To H (14 ri(z:)) = po H (14 ri(z:))
i=1 1=1
N
pr=pe1 | [ Q7 (m,....2)) (11.22)
L I

ile verilir. Yine benzer diisiinceyle dlgenler tanimlanir ve bunlara "Carpimsallik Olgen-

leri" denir.

s —M' k=1 N I1.23

Bu olgenler toplamsallik Olgenleri gibi iyi sirali degildir. Bunun nedeni yaklagtirimin
kertesi arttik¢a acilima yeni islevlerin ¢arpan olarak katilmasidir. CYBMG’nin uygula-
madaki gii¢liigii, yontemin yaygin kullanilabilirligini azaltmigtir.

Yukarida Yalin YBMG'nin toplamsal yapidaki islevler icin, CYBMG’nin ise garpim-
sal yapidaki iglevler i¢inn iyi calhigtigini soyledik. Ancak iglev hem carpimsal hem de
toplamsal yapiy1 birarada barindirabilir. Bu tip islevler melez iglevler olarak adlandirilir
ve bu tip islevler i¢in "Melez Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim Yontemi" (MYBMG)

geligtirilmigtir.

I1.1.3 Melez YBMG (Hybrid HDMR)

Islevin yapisi ne biitiiniiyle toplamsal ne de biitiiniiyle carpimsal ise kullanilmasi

onerilen yeni YBMG yontemi "Melez Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim" (MYBMG)
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yontemidir[10,14,18,23] ve Prof. Dr. Metin Demiralp tarafindan geligtirilmigtir. Bu yon-
temin temel amaci iglevi bir o parametresi ile ikiye ayirip, ayrilan iglevin bir pargasina

YBMG ve diger parcasina CYBMG yontemini uygulamaya dayanir. Bu amagla,

f(xr,oan) =af(zy,..on) + (L—a) f(21, ... 2N) (11.24)
bi¢iminde yazilir. Bu denklem YBMG yaklagtirimi kullanilarak asagidaki bigimde ve-
rilir.

N N
f(xh'" 7$N):Oé f0+Zfi1(xi1)+ Z fi1i2<xi17xi2)+"'

11=1 i1,i9=1
i1 <ig

+(1—a) |r [H(Hri(%))] I @+ ryana)| - | (11.25)

=1 4,j=1

i<
Buradaki « parametresine melezlik parametresi denir ve genellikle [0, 1] arasinda
deger alir. Burada o degerleri degistik¢e melezliklerde degisen sonuclara neden olacak-
tir. Bagka bir deyigle o parametresinin se¢imi YBMG ve CYBMG’nin sonuca katkisini
belirler. a 0 degerini alirsa MYBMG, CYBMG yontemine doniisiir. Diger taraftan o 1
degerini alirsa MYBMG, YBMG yo6ntemine doniisiir.

YBMG yaklagtirmm s; ve CYBMG yaklagtirimi i¢in p; anlatimi kullanarak

flxy...on) = hjg(z1,...,2n;a) = asj(zy, ..., on) + (1 — @)pp(z1, ..., zn)  (11.26)

olarak yazilir. Bu anlatim YBMG'nin j. kerteden ve CYBMG'nin k. kerteden katkisini
ifade eder. Burada dlcenler "Melezlik Olgenleri" olarak adlandirihr ve agagidaki gibi

tamimlanir:
2
=l
jk = 2
1]l

Burada o6lgenlerin igerisinde CYBMG barindirdigindan dolay: iyi sirali olmasi bek-

, jk=1,...,n (11.27)

lenemez. Yukaridaki denklemden anlasilacagi gibi melezlik Glgenleri sifira yaklastikca

yaklastirim iyilesir.
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I1.1.4 Logaritmik YBMG (Logarithmic HDMR)

CYBMG yonteminde yaklagtirimin kertesi arttik¢a agilima katilan ¢arpan sayisinin
fazlalagmasi bilegenlerin belirlenmesinde zorluklara neden olur. Bu da yontemin yaygin
kullanilabilirligini azaltir. Dolayisiyla hem CYBMG yonteminin kullanilabilirligini art-
tirmak hem de YBMG ile ¢alisacak bir algoritma olugturmak daha akile1 bir ¢éziim
olacaktir. Bu amagcla Demiralp ve grubu tarafindan yeni bir YBMG tiirii olan Loga-
ritmik YBMG](15,20| geligtirilmigtir.

Carpimsal yapidaki bir iglevin toplamsal bir yapiya nasil doniistiiriilebilecegi sorusu
sonucu ortaya gikarilan Logaritmik Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim(LYBMG) yon-
temi eksi olmayan c¢ok degiskenli bir iglevin kendisinin yerine dogal logaritmasinin
YBMG'ye acilmasi diisiincesine dayanmaktadir. LYBMG denklemi agagidaki gibi ver-
ilebilir.

N N
ln[f(xlv"'?xN>_¢(x17"'>xN)] :QOO—FZQOi(ZUi)"‘ Z Qoilig(xinxb)_'_“' (1129)

Burada ¢(xy,...,zy), timlev araliginda her zaman f(z;,...,zy)’e esit veya daha
kiigiik olan iglevdir. Bu igleve alttan sinirlayici iglev (ing:minorant function) denir ve bu-
radaki gorevi asil iglevin pozitif olmasin saglamaktir.Bu nedenden dolay1 ¢(x1, ..., 2y ) nin
secimi iglevin yapisina gore degigir. Eger iglevin ilgili tiimlev araliginda tekilligi yoksa
¢(x1,...,xy) iglevi degismez olarak alinir. Esas iglevin tiimlev araliginda art1 tanim-
lilig1 giivence altindaysa ve tekilligi yoksa ¢(x1,...,zy) iglevi sifir olarak alinabilir.
Burada 6zen gosterilmesi gereken konu agirlik isglevinin se¢imine bagl olarak tiimlev
araliginda tekilligin olusup olusmadigidir. Bu da yontemde agirlik se¢iminin ne kadar

onemli oldugunu vurgulamaktadir.

LYBMG bilegenleri, YBMG’deki benzer mantik ile bulunabilir. Burada da bilegen-
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ler birbirine diktir. LYBMG acilimi agagidaki gibi verilir.

flxy,...,xn) = ¢(x1,...,xN) + €70

N N
H 6%(“1)] H 6%112(%1’%2) cee (IISO)

i1=1 i1,12=1

i1 <ig
Bu gosterilim ¢ok degiskenli bir 6teleme iglevine bagh carpimsal bir yapi tanmimlar ve

bu yapimin LYBMG yaklagtirimlarin1 tanimlayacak olursak,

lo=o(x1,...,2n) + €7

N
ll = ¢(m17"'7xN) +6¥’0 H egoz(a:ll)

—_

L11=

N N
ly = ¢(z1,...,2N) + €70 | | e¥i(@iy) | | ePivig (Tiy Tiy)
Lir=1 1 | irig=1
i1 <ig

(IL.31)

bi¢iminde elde edilir. Logaritma iglevi yardimi ile ¢arpimsal yapidaki iglev toplamsal
yapiya doniigtiiriildiigii icin YBMG yontemindeki Olgenlere benzer olgenler ile yak-
lagtirimin niteligi olgiilebilir. Bu 6lgenlere "Nitelik Olgenleri" denir. Bu 6lcenlerin

acik anlatimlari,

2
S Y
I (f = )|l
V1:V0+§:M (II32>
5 .
i1=1 ||1n (f - SO)H
Vo = Uy + - HspilizHQ
2
i1,i9=1 ||1Il (f - SO)H
i1 <ig
C= e (I1.33)
bi¢imindedir ve bu 6lgenler diizgiin siralidir.
0<wy<yr <---<wy=1 (11.34)
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Burada deginilmesi gereken konu CYBMG’deki diizgiin sirali olmayan Olgenlerin
LYBMG ile diizgiin sirali duruma doniismiis olmasidir. Bu agidan LYBMG y6ntemi
CYBMG yonteminden daha iyidir denilebilir. Ayrica MYBMG’de kullanilan yapidaki
CYBMG yerine LYBMG yontemi kullanilarak ikinci bir benzer MYBMG yonteminin

kullanilabilecegini vurgulamak gerekir.

I1.1.5 Doniisiimsel YBMG (Transformational HDMR)

Doéntigiimsel Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim(DYBMG) yontemi|19,31,33], carpim-
salliktan toplamsalliga doniigiim diiglincesine dayanan LYBMG yonteminin bir genellegti-
rilmesi olarak ortaya ¢ikmigtir. LYBMG de kullanilan logaritma doniigiimii yerine farklh
doniigtimler kullanilabilecegi diigiincesi bu yontemin gelismesine olanak saglamigtir.
DYBMG yontemi, nasil bir doniigiim kullanilarak déniigiim altinda elde edilecek yeni
islevin YBMG etkinliginin ne diizeyde arttirilabilecegi sorusu ile ilgilenir. Dolayisiyla
yontemde doniistimiin nasil segilecegi sorusu onem kazanir.

Simdi en genel durumu ile ¢ok degigkenli bir f (z1, x9, ..., xy) islevinin T ile goste-
rilen bir déniigiim altindaki goriintiisii olan yeni gok degiskenli iglevin ¢ (z1, x9, ..., Tx)

oldugunu diigtinelim.

Tf (371,.’1}2,...,33]\7) E(p(xl,xg,...,xN) <1135)

Ilgilenilen iglev, artik islevin kendisi degil déniisiim altindaki goriintiisii olacaktir. Elde

edilen bu yeni iglevin YBMG agilimi,

N
¢ (71,22, .., TN) = Py + Z%‘ (@) + -+ @1 v (@1, 2N) (11.36)
i=1

olarak elde edilir. Burada YBMG yonteminin temel diisiincesi ile DYBMG bilegenleri
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asagidaki gibi elde edilir.

(poz/dVW(a:l,xQ,...,a:N)go(:zzl,q:z,...,:cN)
.
Pi (xz) = /< ) dV(i)W(l’l,ZE27 ...,$N>§0<I'1,ZL‘2, "‘7xN) — %o
V'L
%j($iaxj) = /(__) VW (@1, Z25 s TN) @ (T1, T2, o, TN) — g — (@) — Soj(xj)
V(s

(11.37)

Burada V = [ag,b1] X [ag,bs] X ... X [ayn,by], YBMG’nin ilgili bolgesi olan bir
askingokytzlidiir(ing:hyperprism). dV ise herbir ilgili araliktaki dzidz;...dxy sonsuz
kiiciik degisimlerin carpimi olarak tamimlanir. V® = [ay, by]x... X [a;_1, bi_1] X [@is1, bis1] X
. X [ay,by] ve Ay = dzxy...dx;_1dx;yq...dry biciminde tanimlanmigtir. Diger bilegen-
ler de aym yolla hesaplanabilir.

Simdi bu yeni iglevin toplamsallik 6lgenleri agagidaki gibi verilir.

o () Lol
o) = o
Y el
o1 () = o0 (p) + 3 120l
Z gl
N

I

02 () = a1 (p)+ Y H%mz
i el

i1 <ig

(11.39)

Bu yeni 6lgenlerin f i¢in elde edilen toplamsallik 6lgenlerinden farkli olacag agiktir. Bu
farklilik segilen doniigtimiin yapisina bagli olarak degigecektir. Ayrica DYBMG yo6ntemi-
nin yapisindaki déniigiimiin kendisine ait parametreleri oldugundan dolay1 yaklagtirimi
iyilegtirme esnekligi olarak YBMG yonteminden {istiindiir. Fakat buradaki asil soru
bu doniigiimiin nasil secilmesi gerektigidir. Doniigiim segilirken iki konuyu vurgulamak
gerekir. Ilk olarak doniisiimiin tersinin almabilir olmasi, ikinci olarak da déniisiimiin

eniyileme yapabilecek parametrelere sahip olmasi gerekir.
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Daha once yapilan ¢aligmalarda logaritma, trigonometrik, ters trigonometrik, hiper-
bolik ve ters hiperbolik iglevler gibi dontigiimlerin secildigi goriiliir. Bu doniigiimlerden
farkl olarak en son, Irem Yaman doktora tezinde doniisiim olarak 1.dereceden déniisiim
kullanmigtir. Bu tez ¢caligmasinda ise bir iglevin 2. dereceden doniigiim altindaki goriin-

tiisiine YBMG uygulanmig ve YBMG etkinligi incelenmigtir.

11.1.6 Diger YBMG Tiirleri

Yukarida verilen YBMG tiirleri tezin temel kaynaklarini olusturmaktadir. Ancak
yukarida sézedilmeyen YBMG tiirleri de bulunmaktadir. Bunlara bu béliimde kisaca
deginilecektir. Bu YBMG tiirleri daha ¢ok verilerin ayrigtirilmasi konusunda etkin olan

yontemlerdir. YBMG tiirleri maddeler halinde agagida siralanmigtir.
e Genellestirilmiy YBMG(GYBMG) (Generalized HDMR)
e Kesme YBMG (Cut HDMR)
e Coklu Kesme YBMG (Multicut HDMR)
e Seckisiz Orneklemeli YBMG (Random Sampling HDMR)

e (Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimsal Gosteriim(CYCG) (Enhanced Multi-

variate Product Representation-EMPR)

Genellegtirilmis YBMG yontemi, diger YBMG tiirlerindeki tek degiskenli iglev-
lerin ¢arpimi bi¢ciminde tanimlanan ¢arpimsal yapidaki agirlik iglevi yerine daha genel
olan ¢ok degiskenli bir agirlik iglevi kullanmaya yonelik bir yontemdir. Bu yéntemin
¢ikig noktasi verilerin ¢oziimlemesi ve modellemesi yapilirken tamamen ¢arpimsal yapi-
daki bir agirlik iglevinin kullanilmasinin ilgili probleme nitelikli bir yaklagim sunma-
yacagl diisiincesidir. Bu amacla ¢ok degiskenli bir agirlik iglevi alinarak bu agirlik iglevi

YBMG'ye agilmig ve yontem genellegtirilmigtir. Bu yontem M. Demiralp ve M.A. Tunga

17



tarafindan "Data Partition Via Generalized High Dimensional Model Representation
and Multivariate Interpolative Applications" adli yazida[11] verilerin ayrigtirilmasinda
kullanilmisgtir.

Diger bir YBMG tiirii Kesme YBMG(Cut HDMR) yontemidir. Temel bilim
ve miithendisliklerde ortaya cikan problemler girdi sayis1 yiiksek olan problemlerdir.
YBMG bu tiir girdi-gikt1 sistemlerinin ¢oziimlemesi i¢in de kullanilan bir yéntemdir.
Bu gibi sistemlerde ¢ikt1 tek degiskene baglh olsa da girdi genelde pek ¢ok degiskene
baghdir. Yani girdi her zaman c¢ikt1 {izerinde etkili olmayabilir. Bu yontemde sis-
temin c¢iktis;, N tane girdi degiskeni tiiriinden diisiiniilerek YBMG agilimi ile ver-
ilir. Kesme YBMG girdi degisken uzaymin diizgiin bir gekilde dagildigi veya girdi
tizerine etki edilebilinen modelleri ¢ézmek i¢in uygun bir yontemdir. Bu yontemde
YBMG bilegenleri, ilgilenilen uzayda kesim merkezi (ing:cut center) adi verilen bir
T = (T1,To,...,2y) baglangigkonumuna bagh girdi-gikt1 tepkisi incelenerek belirlenir.
Kesme YBMG agihmi f(z) islevinin kesim merkezinden gegen dogrular, diizlemler
ve agkindiizlemlerdeki degerlerinin dogrusal birlegimidir. Bu yontem baglangi¢c konumu
dolaylarinda iyi sonuglar verir. Kesme YBMG yontemi ile ilgili "Efficient Input-Output
Model Representation" adli yazida[4] érnekler verilmektedir.

Baz1 problemlerin tanim kiimesi, tek bir kesim noktasi ile ifade edilemediginden
dolay1 Coklu Kesme YBMG(Multicut HDMR) yontemi, Kesme YBMG yontemine al-
ternatif olarak gelistirilmistir. Bu yontemde de Kesme YBMG’de oldugu gibi verilerin
diizgiin sacilmig olmasi gerekir. Coklu Kesme yonteminde tanim kiimesi tizerinde bir-
den cok basglangi¢ konumu alimarak iglem yapildigi i¢in tiim tanim bolgesi iizerinde iyi
sonug verir. Bu tiir problemler i¢in tanim kiimesi, tek bir baglangi¢ konumunu icerecek
bicimde alt bolgelere ayrilarak Kesme YBMG yontemi de kullanilabilir. Bu konu ile
ilgili "Multicut HDMR with an Application to an Ionospheric Model" adli yazida[17|

Iyonosferik problem , hem Kesme YBMG ile hem de Coklu Kesme YBMG yontemi le

18



¢oOziilmiigtiir.

Diger bir YBMG yoéntemi olan Seckisiz Orneklemeli YBMG(Random Sampling
HDMR)[16] girdilerinin érneklem uzayinin diizgiin olmasi gerekmediginden dolay1 Kesme
YBMG’ye gore daha genel bir yapidadir. Bu nedenden dolay1 Kesme ve Coklu Kesme
YBMG yonteminde kullanilan bagintilandirimlar burada kullanilamaz. Bu yontemdeki
bilegenlerin belirlenebilmesi diigiim noktalarindaki girdi gikt1 degerleri tarafindan YBMG
aciliminin saglanmas: gerekliligine dayanir.

Yukarida sozedilen GYBMG, Kesme YBMG, Coklu Kesme YBMG, Seckisiz Ornek-
lemeli YBMG yontemlerinin ortak ozellikleri veri ¢oziimlemesi konusunda geligen yon-
temler olmasidir. Bu yontemler tezde kullanilmayacagi i¢in kisaca anlatilmakla yetinil-
mistir.

Son olarak bu dort yontemin yanisira YBMG yontemine alternatif olarak geligtir-
ilen Cokdegigkenliligi Yiikseltilmig Carpimsal Gosterilim(CYCG) (Enhanced Multivari-
ate Product Representation-EMPR)[24,25,35] yonteminden kisaca bahsedelim. Bu y6n-
tem destek iglevleri kullanilarak olugturulan YBMG yontemidir. Bu yontem YBMG’in
giicsiiz kaldig1 bircok durumda YBMG yonteminden daha iyi calismaktadir. Ozellikle
carpimsal yapidaki iglevler i¢in simdiye kadar gelistirilmis olan tiim yontemlerden daha
iyi calismaktadir. Bu yontemde destek islevi 6zel olarak 1 degerini alirsa yontem Yalin

YBMG yontemine doniisiir.
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I1.2 HERMITE-PADE YAKLASTIRIMI

Bu boliimde bilimsel yazinda ¢ok bilinen yontem olan Hermite-Padé yontemine
yer verilmitir. Burada yontemin ¢ikarimlari 6zgiin bir sekilde derlenip yeniden ele alin-
mugtir. Bilimsel yazinda bilindigi gibi Hermite-Padé yaklagtirimi[26,27] Taylor agihmina
dayanan bir yaklagtirim teknigidir. Bu nedenle bu yaklastirim tekniginin noktasal
oldugu soylenebilir ve Taylor serisine agildigi nokta civarinda yaklagtirimin iyi sonuclar
vermesi beklenir.

Bir f(x) islevi alalim. Bu iglevi 2 = 0’da Taylor serisine agalim.

f@)=2_f' (I1.40)

filer acilimdaki katsayilardir ve iglevin ¢. tiirevinin x = 0’daki degerinin 4! ile boliimii
olarak tanimlanir.
Taylor agilimi verilen islev i¢in Hermite-Padé yaklagtirimi agagidaki konik yapi olus-

turularak elde edilir.

Pr (2) + Qu () f (x) + Ry (2) f ()" = 0 (IL.41)

Burada P, Q ve R sirasiyla m., n. ve p. dereceden c¢okterimliler olarak tanimlanir.
Hermite-Padé yaklastirimi, iglevin m + n + p. dereceden Taylor acilimi alinarak elde
edilir.

f (@) = Hynnp) (7) (I1.42)

f yerine m + n + p. dereceden Taylor acilimi Hy,, ,, ) () yazildiginda,
Py (2) 4+ Qn (%) fHpnnp) (2) + Ry (2) Hypny) (2)° = 0 (IV.43)

elde edilir.Denklemden Hy,, ;) cekildiginde,

Hipo) ;g: ((j)) - \/ Onle) _ Pu (x; (I1.44)

yaklastirimi elde edilmig olur.
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Simdi yaklagtirim denklemindeki P, Q ve R c¢okterimlerinin belirlenmesi ile il-

gilenecegiz. Bunun i¢in bu ¢okterimlileri agagidaki gibi tanimlayabiliriz.

m o
Pm(x):Zaja:j:Zajxj; a;=0,7>m
=0 =0

Qn(x):Zbkxk:Zbkxk; b, =0,k >n
k=0 k=0

p oo
R, (z) = Z cor’ = Z cox; c=0,7>p (I1.45)
=0 =0

P, Q ve R ¢ok terimlilerinin dereceleri sirasiyla m, n ve p den biiyiik oldugu durumlarda
katsayilar1 6zdes olarak sifir olmak kosulu altinda sonsuz toplam olarak yazilmasinda
bir sakinca yoktur. Bu sekilde yazimin nedeni Cauchy ¢arpimindan yararlanabilmektir.
Cokterimlilerin yukaridaki tanimlamalarini Hermite-Padé yaklagtirimi i¢in yazdigimiz

konik yapida yerine yazarsak,

iajxj + (i bkxk> <i fi$i> + (i nge> (i fixi> =0 (I1.46)

bagintisi elde edilir. Buradaki ¢carpimlar diizenlendiginde

(Z bkxk> (Z fx) =3 bpfir't (I1.47)

k=0 =0

olup bu toplamda i yerine i — k yazip Cauchy carpimi kullamildiginda,

bifipt' = (Z be fi_k> ! (I1.48)
k=0 i=k =0 k=0

elde edilir.Benzer bigimde,
o) e 2 e 7 00 0o s
(Z cexe> (Z fle> = Z (Z Cgfig> ! Z fsx® = Z Zdifs,ixs (I1.49)
=0 i=0 i=0 \ /(=0 s=0 s=0 i=0

bi¢iminde yazilabilir. Buradan
di = Z Ceffi-e (I1.50)
=0

ve

Z difs—i = Z Z cofi—efo—i (H-51)
i=0

1=0 (=0
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bigimindedir. Denklem elde edilen (I1.48) ve (II.51) bagmtilar1 yardim ile (I1.46)

denklemi diizenlenip ayni altsirasay1 altinda yazildiginda

=0 k=0

=0 =0 =0 (=0

olup
Do lai+ D befick+ ) ki fi_S] 2 =0 (IL53)
1=0 k=0 =0 ¢=0

elde edilir. Bu toplamin sifir olmasi ancak ¢ = 0,1, 2, ... i¢in tiim katsayilarin sifir olmasi
durumunda gergeklesir.

4+ Y bifick+ Y .Y cofiefios =0, i=0,1,... (I1.54)
k=0

=0 ¢=0

Cokterimlilerin belirlenebilmesi, bu denklem takimlarimin ¢oziiliip katsayilarin bulun-
masina baglidir. Bunun i¢in kag¢ tane denklem ile ilgilenmemiz gerektigine karar ver-
memiz gerekir. Ilgilenilmesi gereken denklem sayisi cokterimlilerin dereceleri toplamin-
dan iki fazla yani m +n + p+ 2 tane olmahdir. Nedeni ise ¢okterimlilerin katsayilariin
belirlenebilmesi i¢in, bilinmeyen katsay1 sayisindan bir eksik denkleme gereksinim ol-
masidir. Aksi takdirde katsayilar belirlenemez. Agik olarak m = n = p = 0 i¢in bagin-

tilandirim elde etmek istersek ¢oziim i¢in 2 tane denklem gerekir. Bu denklemler agagi-
daki gibidir
i = 0,a0 + bofo + cofofo =0

i = l,ay +bofi + bifo+cofofi +cofifo+cifofi +eififo =0 (I1.55)

i = 1 den biiyiik degerler igin apagik ¢oziim elde edileceginden(I1.55)’de verilen
denklemler ¢6ziim igin yeterli olacaktir. Bu denklemlerle birlikte ayrica 3 katsay1 daha
denkleme eklenmis olur. Bu katsayilar a; = by = ¢; = 0 alimip ve bu kosul altinda

denklem c¢oziildiigiinde,

bofi +cofofi +cofifo=0 (I1.56)

bof1 4 2cofofr =0 (I1.57)
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olup,

bo = — 2¢co fo

ao :Cofg (1158)
olarak bulunur. Elde edilen bu katsayilar ile P, Q ve R ¢okterimlileri yeniden yazildiginda,

Py (z) =ap = co f§
Qo (l') =by = —2co fo

Ry () =co (I1.59)

cokterimlileri elde edilmig olur. Bulunan bu ¢okterimliler ile Hermite-Padé yaklagtirimi,

—2 —2¢0fo)? 2
H[o,o,o]z— cofo :I:\/( Cofo) . cofg = f, (H.60)

2¢o 403 Co

olur. Bu beklenen bir sonugtur.
Benzer iglemlerle m = 1,n = p = 0 i¢in H[j o0 hesaplanmak istenirse yapilmasi
gereken tek sey denklem sayisimi 1 arttirip elde edilen denklemi ¢ézmek olacaktir. Bu

durumda sirasiyla ¢ = 0, 1, 2 i¢in denklemler,

ao + bo fo + cofofo =0
ay +bof1 + bifo+cofofi +cofifo+cifofi +eififo=0

as + by fo 4+ b1 f1 + bafo + cofofe + Cof12 +cifofi +cofafo+ e fifo+ C2fg =0 (IL.61)

bi¢giminde elde edilir. Burada benzer diiglinceyle as = by = by = ¢; = ¢ = 0 alinip

denklemler yeniden diizenlenirse,

ap + bo fo + Cofo2 =0
ay + bof1 +2cofofi =0

bofa+ co (2fofo + f7) =0 (11.62)
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biciminde elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse,

o =co (f3f2+ fol?)
f2
3
aq :Cof—;
bo = — cq (2fof2 + fof?)
2
Co —Cp (II63)

katsayilar1 elde edilir. Elde edilen bu katsayilar ile cokterimliler agagidaki gibi yazilir.

Py (z) =ag + a1z = Co(fng + f12f0 + ff’x)
Ja
— 2
Qo () =by = 00(2(f;jz + 12
o) = (11.64)

Dolayisiyla, yaklagtirim denklemimiz m = 1,n = p = 0 igin,

fi =V —Af
2/2

Hpo0 = fo+ (I1.65)

bigiminde elde edilir. Benzer yol izlenerek farkli [m,n,p| degerleri igin bu 6rnekler
¢ogaltilabilir.

Burada Hermite-Padé yaklagtirim denkleminin yapisinin tezin kaynagi olan
Konik DYBMG’de elde edilen yaklagtirim denkleminin yapisina benzerliginden dolay1
verilmis olup bu tez ¢caligmasinda Hermite-Padé yontemi ile kargilagtirma yoluna gidilmistir.

Kargilagtirmalar ile ilgili ayrintili bilgi uygulamalar kesiminde verilecektir.

24



IIT KONIK DONUSUMSEL YBMG’NIN TEMEL

OZELLIKLERI

1.1 Giris

DYBMGnin temel diislincesi, daha once de sozedildigi gibi ¢ok degiskenli bir igleve
bir déniigiim uygulayarak bu doniigiim altindaki goriintiisiiniin YBMG ac¢iliminin daha
etkin olmasini saglamaktir. Daha 6nce yapimis olan Irem Yaman’m doktora tezinde
afin doniigiim ele alinarak DYBMG yontemi kullanilmigtir. Tezin bu béliimiinde, 1I.
Boliimde verilen bilgiler dogrultusunda DYBMG yontemininin konik doniigiim ile nasil
etkin hale getirilecegi konusuyla ilgilenilecektir. Bu amacla en iyi yaklagtirim ic¢in eni-
yilenmis parametreleri konik doniigiim altinda bulmaya calisacagiz. Bu parametreler
degistikce yaklastirimn niteligi de degigecektir. Irem Yaman’in doktora tezinde yapilan
cebirsel iglemler ve kavramsal yapilar burada da benzer bicimde varhiginmi siirdiirecek-
tir. Ciinkii her iki doniigiim de ¢okterimli yapisindadir. Ancak konik ve afin doniigiim
farkindan dolay:1 yaklagtirimlar birbirinden oldukga farkli olacaktir. Bu amacla énce
Afin DYBMG yapisindan kisaca sozedilecek daha sonra da Konik DYBMG y6nteminin

genel yapisi tiiretilecektir.

II1.2 Afin DYBMG Yo6nteminin Genel Yapisi

Bu boliimde Afin DYBMG]|31,33| yontemine deginecegiz. Bu konunun burada ve-
rilmesindeki amag tezde kullanilan konik doniigiim yapisinin afin déniigiim yapisindaki
gibi ¢okterimli olmasidir.

Simdi 7', f isglevi iizerinde tanimlanmig 1. dereceden doniistim olsun, ¢ de bu

doniigiim altindaki goriintiisii olan yeni bir islev olsun,

Tf(z1,22,...,x8) = ¢ (21,22, ..., TN) = ao + arf (IIL.1)
Bu doniigim katsayilar1 ay ve a; eniyileme parametreleri olup ¢ok degigkenli iglevler
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olarak tanimlanir. Elde edilen bu yeni iglevin YBMG agilimu,

N N
e(@1,...,TNn) = @0‘*‘2 @3 (i) + Z Pirip (Tiy, Tig )+ -+ o1 (@1, .., 2n) (112)

i1=1 i1ig=1
i1 <ig

bicimindedir. Bu igleve degismez terim ¢ ile yaklagtirim yapilirsa
o =ay+arf =~ p, (I1L.3)

elde edilir.Buradan f cekilirse,

fa o % (I11.4)
ay

yaklastirimi elde edilir. Bu oransal yaklagtirim bilimsel yazindaki Padé oranlar ile
benzerlik gosterir. Bu konu ile ilgili ayrintili bilgi ve calismalar Irem Yaman'in tezinde
verilmigtir. Biz yalnizca doniigiim yapisiyla ilgilenecegiz.

Yontemin degismezlik 6lgeni agagidaki gibi verilir:

lpoll”
a0 (p) = HSDOHQ (I1L.5)

oo degismezlik 6lgeni ay ve aq’e baghdir. Yaklagtirimin niteligini arttirabilmek icin
degismezlik 6lgenini enbiiyiikleyecek (1’e yakin olacak gekilde) katsayilar secilmesi gerekir.
Bunun i¢in ag ve a; karesi tiimlevlenebilir N-degiskenli katsayilar olarak alinir. Bu kat-

sayilar1 Hilbert uzayimin taban iglevleri tiirtinden yazabiliriz. Burada ag ve aq,

m
_ (0)
ao (1, ..., xN) = E a;’uj,
7j=2

n

aj (xq1,...,xy) = Z a,(:)uk, (I11.6)
k=1

bi¢iminde yazilabilir. Burada Hilbert uzaymin farkl taban takim ailelerini kullanmak
yaklagtirima esneklik katacaktir. Ayrica ag’in taniminda ilk taban iglevi olan u; dogrusal
birlesime alinmamigtir. Bunun sebebi a;’in sifir degerini almasi sonucu doniigiimiin
dogalliktan 6diin vermesidir. Elde edilen bu anlatimlara dayanarak oq (¢) degismezlik

olgeni a§0)(2 <j<m)ve ag)(l < k < n) parametrelerine bagh bir iglev olacaktir.

o0 (@) = 09 <a§0), oy al, agl), o a?) (II1.7)



(II1.6) da verilen anlatimlar kullanilarak ¢,

o (1,29, ...y TN) = (Z a§0)uj> + (Z a,(:)uk> f (II1.8)

j=2 k=1

bi¢iminde yazilir. YBMG bilegenlerinden degismez terimi hesaplayabilmek igin (II1.2)
denkleminin her iki yanini1 W agirlik fonksiyonu altinda degigkenlerin tiimii iizerinde

N-kath timlevi alinarak elde edilir.

Z /dV (H VVZ (IJ) Uj (5(71, ...7Z)3N)
Z /dV <HW >uk (21, ., zn) f (1, ., 2N) (I11.9)

Elde edilen bu ¢,’1n yapisi incelendiginde degismez terimin i¢ carpim olarak yazilabile-
cegi goriiliir. Bu amagcla (I11.9) denkleminin yapisindaki tiimlevler a’in bilegenlerini ve

tiimlevlerin 6niindeki katsayilar da a yoneyinin bilegenlerini olugturur.

T
wo=ala = (ago), oy ad® ! ) (1)> (ozg ) a© ozgl), ...,a(1)> (I11.10)

Y m 7n m )

Burada a yoneyinin 6geleri agagidaki gibidir:
N
ol = / dV (HW (w)) uj (21, 2v) = (g, b)), 2<j<m
1%

i=1

a; = / dy (HW T ) ug (21, oy xn) f = (ug, f), 1<k<n (IIL.11)

i=1
a§0)’1n yapisindaki A iglevi, her x; degigkeni i¢in tamimlanan ve [a;, b;] araliklar1 boyunca
1 degerini alan degismez bir iglevdir.
Degismezlik 6lgeninin payimi hesaplamak icin ¢, 1n boyunun karesini hesaplamamiz
gerekir. O halde
lpoll® = (a" ) (aTa)T =a’aa’a (IT1.12)
seklinde elde edilir. Benzer bicimde degismezlik Ol¢eninin paydasini hesaplayabilmek

icin ¢'1in boyunu da hesaplamamiz gerekir. Bunun i¢in boy tanimindan yararlanilirsa,

el = (o, ) = / dV <HW z; ) (21,...,25)° (IT1.13)

=1
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lo||* yukaridaki gibi elde edilir. Burada ¢ yerine (II1.8) da verilen tanmm kullanihr
ve cebirsel iglemler yapilirsa ||¢||>mn yapisinda benzer i¢ carpimlar oldugu goriiliir. Bu

iccarpimlar dizey ve yoneylerle ifade edilir
|| = a’Aa (I11.14)

Burada A, bloklardan olugan simetrik ve arti tanimli bir dizeydir ve bilegenleri ig

carpimlar olan dizey asagidaki gibidir.

I M
A = (III.15)
M" N
Dizeyin bloklariin agik yapisi,
Mjk:<’LLj,fuk), ZSJSmalngn
N, = (uj,fzuk) , 1<j,k<n (I11.16)

bi¢imindedir.
Degigmezlik 6lgeni, elde edilen bu yeni tanimlamalarla yeniden yazilirsa

lpol” _ a’aa’a
0 = pum
lel*  aTAa

(I11.17)

elde edilmig olur. Burada amag degismezlik 6l¢enini enbiiyiiklemektir. Yani degis-
mezlik 6l¢enimiz 1’e ne kadar yakin olursa yaklagtirim o kadar iyi olacaktir. Bunun i¢in
burada Rayleigh oranlarindan faydalanilmigtir. o, degismezlik 6lgenini Rayleigh orani
bi¢iminde asagidaki gibi yazmak olanaklidir.

yIA 2aalA 2y
yly

Og =

(I11.18)

Burada y = Aza olarak tanimlanmigtir. A dizeyinin art1 tanimliliginin sonucu olarak,

karekokii egsiz bir bigimde elde edilir. A dizeyinin bakigik oldugu da gozoniine alinirsa
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T _1
(A_%> = (AT) = A2 yazilir. Rayleigh orani en biiyiik degerini, icerdigi ¢ekirdek
matrisin(A_%aaTA_%) en biylik 6zdegerinde alir. Bu en biiyiik 6zdeger -degismezlik

Olceninin en biiyiik degeri- ve karsilik gelen 6zyoney sirasiyla

T A1
O0maz — & AT«

y=Aza (111.19)

ile verilir. Bu verilerle degismezlik élcenini enbiiyiikleyecek a yoneyi a = A ‘e olarak
elde edilir. a yoneyinin bu tanimi, m+n — 1 boyutlu u = [ug, ..., Up, U1, ..., un]T yoneyi
ve P = ZZZ_I]‘ e;e! izdiisiim dizeyi yardimu ile ag ve a; katsayilar asagidaki gibi yeniden

tammlanir:

ao ~ a’Pu=a’ A 'Pu

ag~a’I-Plu=a’A'(I-P)u (I11.20)

Bu katsayilar yardimiyla yaklagtirim esitligi asagidaki gibi yazilir.

o’ A (a — Pu)

I AT 1= Plu

(I11.21)

Elde edilen yaklastirim esitligi fonksiyon i¢in, yaklagtirnmdan kaynaklanan hatay: en
kii¢iik yapacak sekilde olusturulmus bir oransal yaklastirimdir. Bilimsel yazinda oransal
yaklagtirim uygulamalarinda ¢ogunlukla cokterimlilerin orani1 kullanmildigr goriliir ki,
bunlardan en ¢ok bilineni Padé oranlaridir. Irem Yaman’in doktora tezinde elde ettigi
bu yeni oransal yaklastirim ile Padé oranlarinin ayrintili olarak kargilagtirilmasi incelen-
mistir. Ayrica yaklagtirim denklemindeki dizeyin evriginin hesaplanmasi boyut arttikca
zorlagsmaktadir. Bu sebeple bu tez caligmasinda dizeyin evrigi izgesel gosterilimi kul-
lanilarak dizey evrigi icin ederi diisiirecek sekilde yaklastirim yontemi gelistirilmistir.

Bu konu ile ilgili ayrintilar bu tezde bulunabilir.
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I11.3 Konik DYBMG Yonteminin Genel Yapisinin Olusturumu

Bu béliimde tezin ana konusu olan Konik DYBMG yonteminin genel yapisinin
olugturumu ve bu yontemin temel 6zellikleri ile ilgilenecegiz. Bu amagla DYBMG yon-
teminin yapisindaki dontigiimii 2. dereceden bir ¢okterimli olarak alalim ve bu cok-
terimlinin katsayilarini N degiskenli iglevler olarak tanimlayalim. 7', f iglevi iizerinde
tanimlanmig 2. dereceden doniigiim olsun, ¢ de bu doniisiim altindaki goriintiisii olan

yeni bir iglev olsun,

Tf(x1,22,....,28) = ¢ (21, T2, ..., TN)

= Qo =+ (llf + CLQfZ (III22)

Bu doniisiim yapisinda eniyileme parametreleri icerir. Bu dontigiimiin parametreleri ay,
ay ve aq, ¢ok degiskenli islevler olarak tamimlanmiglardir. Simdi yapilacak olan iglem,
doniigiimii kullandiktan sonra elde edilen bu yeni iglevin YBMG agilimi ile ilgilenmek
olacaktir. Yeni iglevin YBMG agilimz,

N N
90(1717 T ’xN) = o T ngil(l‘il) + Z Qpili2<xi1axi2) +-ot 9012...N($17 s 7IN>

i1=1 i1,12=1
i1 <ig

(I11.23)
bigimindedir. YBMG yontemindeki benzer diisiince burada da igleyecektir. Bu yeni
islevin YBMG bilegenlerini Boliim II de verilen DYBMG y6nteminde oldugu gibi hesap-
layabiliriz. Bundan sonraki adim kesmeler yaparak yaklagtirim elde etmektir. Bu amagla

isleve degismez terim ¢, ile yaklagtirim yapalm.
0 =ag+arf+ayf* =@, (I11.24)

Bu ¢aligmada yalnizca degismez yaklagtirim kullanilmigtir. Daha yiiksek kerteden yak-
lagtirimlar yapmak bir takim karmagik yapilari beraberinde getirir. Bu da istenilen bir

durum degildir.
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Simdi degismez yaklagtirim ile elde edilen denklemde bir takim cebirsel iglemlerle

f yalniz birakilirsa,

fa -ty 2 (I11.25)
2

a \/4(,00@2 — 4dagag + a?
2a9

bi¢iminde f icin bir yaklastirim denklemi elde edilmis olur. Burada iki farkli yak-
lagtirim denklemi elde edilmesi konik doniistimiin dogal sonucudur. Ancak hangi yak-
lagtirimi sececegimiz, calistigimiz isleve gore degisecektir. Burada as'nin sifirdan farkh
oldugunu doniiglimiimiiz garantiliyor. Clinkii as’'nin sifir olmasi demek doniisiimiin
konik doniisiim degil afin dontisiim olmas1 demektir.

Yontemin nasil ¢aligtigini 6lgebilmek amaci ile tanimlanan degigmezlik lgeni agagi-

daki gibi verilir:

2
() = 12 (111.26)

Elde edilen bu denklemde en uygun ag, a; ve as katsayilarini bulmak 6nem kazanir.
Clinkii degismezlik Olgeni bu katsayilara bagh bir 6lgendir. Yaklagtirimin niteligini
arttirabilmek igin degismezlik 6lgenini enbiiyiikleyecek (1’e yakin olacak sekilde) kat-
sayilar secilmesi gerekir. Bunun i¢in ag, a; ve ag karesi tiimlevlenebilir N-degiskenli
katsayilar olarak alinir. Bu katsayilar1 Hilbert uzayimin taban iglevleri cinsinden ya-
zabiliriz. Bu amagcla Hilbert uzayinda dik ve birimboylu(ing:orthonormal) bir taban

kiimesi ele alalim:

U = {u; (v1, 29, ..., TN) by (I11.27)

Hilbert uzayinda dik ve birimboyluluk i¢ ¢arpim tanimi ile verilir.

(Ui,U,j) = / dVW (ZL‘l,ng, ...,ZL‘N) U; (ZL‘l, ...,JZN) Uj (l’l, ...,IN) = 5ija 1 S Z,] < 0
v
(I11.28)

Burada caligtigimiz YBMG bolgesi

V= [al,bl] X [ag,bg] X ... X [(IN,bN] (IIIQQ)
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bi¢giminde bir agkingokyiizliidiir ve dV = dxidzs...dxx bigimindedir. Hilbert uzayimnda

agirlik ise,

N N
1
W (21,29, ..y on) = [[ Wi (@) = [ | o —a) (111.30)
i=1 i=1 " t

ile verilir. Yukarida sozilini ettigimiz taban takimi kiimesi sonsuz boyutlu olmakla bir-
likte bu ¢aligmada sonlu boyuttaki taban takimi gézoniine alinacaktir. Burada Hilbert
uzayimin m, n ve p boyutlu farkl {i¢ alt kiimesi ile ¢calisacagiz. Bu, yapilan yaklagtirima

esneklik katacaktir. Bu taban takimlar1 yardimiyla ag, a; ve ay katsayilari,

m
_ (0)
ao (1, ..., TN) = E a;’uj,
=2

n
ay (z1,...,xN) = Za,&l)uk,

k=1

P
as (xq,...,xy) = Z al(Q)ul (I11.31)
=1

bi¢iminde yazilabilir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta ay taban takimlar: yardimiyla
dogrusal birlesim olarak yazilirken u; bilegeninin bu dogrusal birlesime katilmamasidir.
Bunun nedeni u;’in dogrusal birlesime katilmasi durumunda ag = 1 ve a; = as = 0
olarak elde edilmesidir ki bu da f’i devre dig1 birakmak yani eniyilemeden yararl sonug
almamak demektir. (Bununla ilgili ayrintili inceleme Ek-A’da verilmektedir. Irem Ya-
man’in tezinden|33| yararlanilarak konik doniigiim i¢in yap1 elde edilmigtir.) Bu yiizden
genellikten birsey yitirmeksizin, u;’'in diglanmasi gerekir.

Elde edilen bu anlatimlara dayanarak o (¢) degismezlik 6lgeni ago)(Z < j < m),

a,(:)(l <k <n)ve al(z)(l < [ < p) parametrelerine bagh bir iglev olacaktir.

oo (@) = 09 (ago), a9, agl), oy all), agQ), e az(?)) (I11.32)

(II1.31) de verilen ag, a; ve ay ifadeleri kullanilarak ¢,

m n p
o (21, T, ..., TN) = (Z agO)Uj> + (Z algl)uk> f+ <Z al(Q)ul) f? (I11.33)
=2 k=1 =1
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bi¢iminde yazilir. YBMG agilimindaki degigsmez terimi hesaplayabilmek i¢in yukaridaki

denklemin her iki yaninin W agirlik fonksiyonu altinda N-kath tiimlevini alirsak,

m N
Yo :ZG;O)/dV HVV;(H?Z) U (.Tl,...,.CEN)
j=2 v i=1
n N
—l—Za,&l)/dV HVV,(mZ) g (1, .y xn) f (21,0, TN)
k=1 v i=1
p N
+Zal(2)/dV HVV,(ZB,) w (21, ..., on) f2 (21, TN) (I11.34)
1=1 v i=1
olur. Cebirsel iglemler ve gosterilim kolayligi agisindan asagidaki yoneyleri tanimla-
yalim:
T
a= (ago)’ oo agg), agl), ey ag), agz), ey al(,z)) (I1.35)
T
o= (ago), s agg), agl), s af}), 0452), ey a}(f)> (I11.36)

a yoneyinin bilegenleri (I11.31) esitligindeki ago), a,(:) ve agz) katsayilarindan, a yoneyinin

bilegenleri ise (I11.34) esitligindeki tiimlevlerden olugur ve bu tiimlevler agagidaki gibidir:

i;l

a,(ﬂl) = /VdV (H Wi (z) | wi (@1, ..., 2n) f = (ug, f), 1<k<n
i]:Vl

a?”Z/VdV (HWi(m w (@1, s wn) f2 = (e, f2), l<i<p (UL37)
=1

Yukarida verilen esitliklerde A iglevi ilgili aralikta ilgili degisken i¢in tanmimlanmig 1

degerini alan degismez islevdir ve agagidaki anlatimla verilir.
h(zy,...,zn) =1, V; € [a;, b, 1=1,2,3.. (IT1.38)
a ve o yoneyleri yardimi ile ¢, i¢ ¢arpim olarak yazilabilir.
Yo =a o (I11.39)

Degismezlik 6lgeninin payimi hesaplamak i¢in ¢, in boyunun karesini hesaplamamiz

gerekir. ¢, degismez bir iglev oldugundan boy karesi, islevin karesine esit olur. O halde
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9007
ol = (a”a) (a7a)" = a’aa’a (I11.40)
bi¢iminde elde edilir. Benzer bi¢imde degismezlik 6l¢eninin paydasini hesaplayabilmek

icin ¢’nin de boy karesini hesaplamamiz gerekir. Bunun i¢in boy tanimindan yarar-

lanilirsa,

||£p||2=(4p,cp):/dV (HW x) (1, ..., 75)° (IT1.41)

=1

lo||* yukaridaki gibi elde edilir. Burada ¢ yerine (I11.33) de verilen tanimm kullanalim.

N m n p 2
leoll? = /V dv (H W, <xi>) (Z afu; + (Z a,i”uk) f+ (Z aF)ul) f2>
i=1 j=2 k=1 =1

(I1.42)
Burada kare alma iglemi yapilip tiimlev toplamin igine dagitilirsa, toplamlarin iginde

i¢ carpimlar olugur. Gerekli diizenlemeler yapilip (I11.42) anlatimi yeniden yazlirsa,

)l = ZZ as) (uj,, u, +22a ay” (uj, fur)

J1=2j2=2 J=2 k=1
+ Z Z a,ﬁl)ago) (ug, fuj) + Z Z a,(cll)a,(é) (Uk1> f2uk2)
k=1 j—2 k1=1ko=1
n p
+ Z Z a; a(2) u], f2u5) + Z Z a;ﬁ”af) (Uk, f3ue)
=2 =1 k=1 (=1
p m p n
F3S A ) + 3030 e )
(=1 j—2 (=1 k=1

+ Z Z afyag, (us,, fue,) (111.43)

0=2 1r=2
elde edilir. Bu esitligin sag tarafi incelendiginde toplamlarin igerisinin a yoneyinin
bilegenlerinden ve i¢garpimlardan olustugu gozlemlenir.Bu yapidan faydalanarak ||¢|| >y

bir matris yardimiyla dordiil bicimde yazabiliriz.

lo||* = alAa (I11.44)

Burada A, bloklardan olugan, bakigik ve art1 tanimh (ing:positive definite) bir dizey-
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dir.(A dizeyinin art1 tanmimliligy ile ilgili ayritili bilgi Ek-B’dedir|33].)

K L N

A=|1" M P

N* P" R
Ve bu blok dizeylerin yapist,
K = (u;, ug) , 2< i k<m
L = (uy, fug), 2<j<m,1<k<n
M, = (uj,f2uk), 1<jk<n
Njk—(uj,fQuk), 2<7<m,1<k<p
Pjr = (uj, fPug), 1<j<n,1<k<p
Rjw = (uy, flur), 1<jk<p

(I11.45)

(I11.46)

bicimindedir. Burada K o6geleri, taban takimi 6gelerinin i¢gcarpimindan olusur. Burada

K dizeyinin m — 1 boyutlu birim dizey I oldugu agiktir.

Degismezlik 6lcenini elde ettigimiz bu esitliklerle yeniden diizenlersek,

lpol” _ a"aa’a
0 pu pumm
lell*  aTAa

(I11.47)

elde edilmig olur. Daha Oncede sozettigimiz gibi bu calismamizda amag¢ degismezlik

Olcenini enbiiyiiklemektir. Yani degismezlik 6lgenimiz 1’e ne kadar yakin olursa yak-

lagtirim o kadar iyi olacaktir. Bunun igin,
1
y=A2c

olarak tanmimlayalim ve o1 Rayleigh orani[30] seklinde yazalim:

yTA zaaTA 2y
y'y

[

(I11.48)

(I11.49)

A arti1 tamiml bir dizey oldugundan dolay1 karekokii essiz bir sekilde elde edilebilir.

Bunun yamsira A dizeyinin bakigik olmasi agagidaki 6zelligi yazabilmemize olanak
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saglar.
T _1
(A72) =(a") 7 =a" (IT1.50)
Rayleigh oraninin igerdigi ¢ekirdek dizey,

A zaaTA? (I1L.51)

digscarpim yapisinda olup, en biiyiik degerini bu dig¢arpim dizeyinin en biiyiik 6zdegerinde
alir ve bu 6zdeger sifirdan farkh tek 6zdegerdir ki digcarpimi olusturan yoneyin boy
karesidir. Digcarpimi olusturan yoney ve bu yoneye karsilik gelen en biiylik 6zdeger
(0o’ alacagl en biiyiik deger) sirasiyla,
1
y = A 2«

Tomar = L A e (I11.52)
bi¢imindedir. Dolayisiyla og, degismezlik 6l¢enini enbiiyiikleyecek a yoneyi

a=A"zy=A"«c (I1L.53)
seklinde elde edilir. Elde edilen bu a yoneyi (I111.39)’da yerine yazilip yeniden diizenleme

yapilirsa oy,

co=a'a=a’A '« (IT1.54)

olur. a yoneyinin (II1.35)’deki tanimindan yola ¢ikarak yaklagtirim denklemimizdeki

ap, a1 ve as katsayilarimi belirleyebiliriz. Bu amagcla,
u= [uz,...,um,ul,...,un,ul,...,up]T (I11.55)

m +n+p— 1 boyutlu yoneyini tanimlayalim. u yoneyi ve a yoneyini kullanarak ag, a;
ve a9yl agagidaki gibi yazabiliriz:

ap = a07y©

ap = aMTy M

ay = a®PTy? (I11.56)
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Buradaki a®, a®, a® ve u® u™ 4 yéneylerinin acik yapilar: sirasiyla,

olarak tanimlanir.

2® —[af?,..., @[T
u(O) :[U27 . aum]T

u® =[uy, ..., u,)" (I11.57)

Gosterilim kolaylig1 agisindan agagidaki m + n + p — 1 boyutlu izdiistim dizeyleri

tanimlayalim:

m—1
P, = g eieiT
i=1

m—+n—1

P, = Z ee]
mJ:n+p71

Ps= >  ee (I11.58)
i=m-+n

Burada I, m +n+p—1 boyutlu birim dizey ve e;, m+n+p— 1 boyutlu 7. birim y6neyi

gostermektedir. Ayrica P3’iin tammm I — P; — Py olarak da verilebilir. Bu izdiigiim

dizeyleri yardimiyla ag, a; ve as’yi yeniden diizenlersek,

~alPu=a’A7'P,u
~alPyu = a’A7'Pyu

~a’'Psu=a’ A7'Psu (II1.59)

elde edilir. ag, a; ve ay katsayilarinin elde edilen bu yeni tanimlamalarim (II1.25) yak-
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lagtirim denkleminde yerine yazarsak,

a’A7'Pyu

U 20T A"'Psu

4aTA'aaA7'Psu — 4aTA7 ' Psua’ A7 'Piu + (ozTA_ngu)2
4 (OzTA_ng,u)2

(I11.60)

yaklagtirim esitligi elde edilir.

Bu yaklagtirim esitliginin afin doniistimde elde edilen yaklastirim egitliginden farklh
oldugundan soz etmistik. Afin doniigiimiin yapisinda oransal yaklastirim séz konusu
idi. Burada ise oransal yaklagtirimin yamsira karekokli bir yapi goriiliir. Asil fonksiyon
i¢in elde edilen yaklastirimlardan hangisinin hatay1 en kii¢lik yapacak bir yaklagtiran
oldugu sonucuna ¢aligmanin baglangi¢ agsamasinda deneyerek karar verildi. Ancak tezin
ilerleyen agamalarinda yaklagtirim denkleminin literatiirdeki Hermite-Padé yaklagtirim
denklemi ile benzer oldugu goriildi. Bu benzerlikten yola ¢ikilarak 4 se¢imi daha da ko-
laylagti. Bu konu {izerindeki tartigmalar Hermite-Padé yaklagtirimi ile ilgili anlatimdan
sonra uygulamalarda verilecektir.

Yaklastirim denkleminin yapisi incelendiginde, o yoneyi ile A™!, Py, Py, P3 ve
I dizeylerinin degisken igermedigi(degigsmez) oldugu goriilir. Bu durumda yaklagtirim-
daki degiskene bagimliligin, dik ve birim boylu taban iglevlerinden olugsan u yéneyinden
geldigi agiktir. Burada kullanilan taban takiminin ¢okterimliler olarak alinmasinin se-
bebi afin doniigiimiin sonuglar: ile karsilagtirma yapilmasidir. Ancak buradaki 6nemli
nokta, yontemin farkli taban takimlar: ile calisabilme esnekliginin olmasidir.

(IT1.60) yaklagtirim esitligi i¢in, dizey evriginin hesaplanmasi gerekir. Dizey evrigi
alma iglemi, sayisal yontemlerde ¢aligirken hesaplama karmagikligi yiiksek olan prob-
lemlerden biridir. Ozellikle de durum sayisi (ing:condition number) artikca bu iglem
daha da zorlagsacaktir. Bu durum yaklagtirimin niteligini diigiirmektedir. Bu amacla
Irem Yaman’'m da doktora tezinde kullandigi yontem gibi dizey evrigi hesaplanirken

dizeyin izgesel gosteriliminden|31,33] yararlanilacaktir.
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A dizeyi art1 tanimh (ing:pozitif definite) ve bakigik oldugu i¢in tiim 6zdegerleri
artidir. Bu yiizden A ™' dizeyinin izgesel gosterilimi (ing:spectral representation), A’nin

ozdeger ve karsilik gelen 6zyoneyleri kullanilarak asagidaki gibi tanimlanir.
Al = mnipl lg.g.T (I11.61)
= M -
Burada 6zdegerler iyi siralidir. Bu yiizden A, A’nin en kii¢iik 6zdegeri ve bu 6zdegere
karsilik gelen birim boylulagtirilmig 6zyoney &,’dir. A dizeyinin kétii kogullu bir dizey
olmasi nedeniyle sayisal sonuclardan A,,;,, nin sifira ¢ok yakin bir deger oldugu gozlem-

lenmigtir. Dolaysiyla 1/A,,;, sonsuza gider. A dizeyinin tersi i¢in iyi bir yaklagtirim

agsagidaki gibi elde edilir ve bu yaklagtirim digcarpim seklindedir.

1 T

AVin yaklagtirim denklemi kullanilarak ilgili parametreler yeniden yazilirsa,

1
Qo %aTKEiE;TFPlu

1
ay %aTyﬁiEiTPQu

1

iy SiferiBu

as %aT

1
ool L€ (I11.64)

elde edilir. Islev icin yaklagtirim esitligi asagidaki gibi verilir:

E€7Pyu | 4aTE £ Pyu — 4€TPyugTPru + (67 Pou)”

T O 4 (€7Psu)’

(111.65)
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IV . UYGULAMALAR

Bu boliimde, elde edilen yeni yontem ile ilgili ayrintili olarak uygulamalara yer ve-
rilecektir. Tiim uygulamalarda tek degiskenli iglevler kullanilacaktir. Herbir islev icin
Konik DYBMG yo6ntemi ile elde edilen yaklagtirimlar olugturulmustur. Bu yaklagtirim-
lar asil iglevin yanisira tezin dayanagi olan Afin DYBMG yontemi ve bilimsel yazinda
¢ok bilinen bir yontem olan Hermite-Padé yaklagtirim yontemi ile kargilagtirilmigtir.

Bilimsel yazinda ¢ok bilinen bir yontem olan Hermite-Padé yaklagtirimi ile kargilagtir-
malar yoluna gidilmesinin sebebi yaklagtirimlarin yapisinin benzerliginden kaynaklan-
maktadir. Boliim I1.2°de bahsedildigi gibi Hermite-Padé yaklagtirimi iglevin x = 0’daki
Taylor agilimina dayanmaktadir. Bu nedenle uygulamalarda Hermite-Padé yaklagtirimi-
nin « = 0 civarinda iyi sonuclar vermesi beklenir. Orneklerde bu acikca goriilmek-
tedir. Konik DYBMG yontemi ise, Hermite-Padé yaklagtirim yontemine gore daha
iyi sonuglar vermektedir. Bunun sebebi Hermite-Padé yaklastirimi noktasal ¢aligirken,
Konik YBMG yontemi agirliklandirma nedeniyle aralik {izerinde daha evrensel olarak
calisabilmektedir.

Konik DYBMG yéntemindeki yaklagtirim ile Hermite-Padé yontemindeki yaklagtirim
denklemleri igin £’li olmak iizere 2 durum s6zkonusudur. Hangisini se¢gmemiz gereketigi
sorusuna elde edilen sonuglar gézlemlenerek cevap verilmigtir. Bu gézlemler sonucunda
iki yontemin de isaretlerinin aym secildigi goriilmiistiir.

Yontem genel bir [a,b] araligr tizerinde kurulmus olup genelde [0, 1] araligr kul-
lanilmigtir.Daha sonra daha genis araliklarda uygulamalar yapilmistir. Ayrica kul-
lanilan agirlik islevi keyfi iglevler olup optimize edilmemigtir. Agirlik islevi genel olarak

asagidaki yapida kullanilmigtir:
W(z) = (b—2)x —a)’ (IV.1)
Farkli a ve 8 degerleri i¢in gozlemlere dayali sonuglar verilmistir. Burada dikkat edilmesi
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gereken secilen agirlik iglevinin yapisindan dolay: kullamilan « ve [ degerlerine bagh
olarak aralik iizerinde sonuclarin iyilestirilmesinde esneklik sagladigi gercegidir.

Uygulamalar Mathematica programlama dili kullanilarak elde edilmis olup burada
kisaca yontemin algoritma asamalarindan bahsedilecektir.

Uygulama Algoritmasinin Asamalari:

1)ilk asama olarak algoritma icin gerekli tamimlamalar yapilir. Bunlar; islev, agirhik
iglevi, cokterimli dereceleri ile {izerinde calisilan aralik vb. gibi tanimlamalardir.
2)Ikinci asamada, iizerinde calisilacak olan uzay ve bu uzayda olusturulan bir taban
takiminin tanimlanmasi gerekir. Bu taban takimi belirlenirken Cholesky ayrigtirim
teknigi kullanilmigtir. Ancak dizeyin tekillige yatkin olmasi, Cholesky ayrigtirim teknigin-
de zorluklara yol agcmaktadir.
3)Belirlenen taban takimi yardimi ile A dizeyi olugturulur. Burada olusturulan A
dizeyi simetrik ve art1 tanimhdir. Uygulama sirasinda bunun dogrulugunun kontrolii
yapilir.
4)Yaklagtirim iglevinin yapisindaki bilegenler olan a ve u yoneyleri ile A dizeyinin tersi
ve izdiigtim dizeyleri bulunup, yaklagtirim iglevi olusturulur.
5) Tiim sonuglarin kargilagtirilmasi igin tablolar olugturulup, grafik komutlari ile sonuglar
gorsel olarak verilmigtir. Hata analizi ise, ilgili iglev ile yaklagtirim iglevinin farkinin
karesinin ilgili aralikta tiimlevi olugturularak verilmistir.
Bu uygulama algoritmasinin benzeri Hermite-Padé yaklagtirimi i¢in de programlan-
migtir. Kisaca algoritma mantigindan soézedersek, oncelikle iglev Hermite-Padé yak-
lagtiriminin dayanagi olan sifir noktasinda Taylor serisine agilir. Bu agilimda istenilen
mertebeden kesme yapilarak islev i¢in bir yaklastirim olusturulur. Yaklastirimda yer
alacak olan P, Q, R ¢okterimlileri tanimlanir. Bu ¢okterimliler ve islevin Taylor ac¢ilimi
ele alinarak Hermite-Padé igin genel yaklagtirim formiili olusturulur.Bu yaklagtirimda

olugsan c¢okterimlinin katsayilari, tiim degiskenlere gore ¢oziildiigiinde P, Q ve R ¢ok-

41



terimlilerin bilinmeyen katsayilari elde edilir. Katsayilar1 bilinen bu ¢okterimliler, genel
yaklagtirim formiiliinde yerine yazilarak sonug¢ bulunur.

Tiim bu algoritmalar olusturuluken yontemin kendi i¢inde barindirdig: gerek dizey tersi
alma iglemi gerekse tiimlevlerin sendelenimli yapisindan dolayr 80 haneli duyarhlikta

calisilmigtar.

IV.1 Ornek 1

f = Sin(x) tek degiskenli iglevini g6zoniine alalim. Aralik olarak [0.1,1] aralig:
secilmig olup, tekillik dolayisi ile x = 0 noktasi araliktan diglanmigtir. Agirlik iglevi
olarak w(z) = (z — 0.1)'/2 kullanilmisgtar.

Islevimiz icin yaklagtirim denklemi m = 3, n = 2 ve p = 2 icin asagidaki gibi elde

edilmigtir:
- 7.0393
~ froniv = 2.5368 + 5.6244 1057\/ - _ IV 2
I Jroni " 8 7.9613 x 101* —x  1.2154+x ( )
m =n = p = 2 i¢in elde edilen Hermite-Padé yaklastirimi ise,
36z + \/x\/ 1522 — Tt
Hppp2) & Ve (IV.3)

51 + 5x?

NOT: Burada verilen m, n ve p degerleri Konik DYBMG y6ntemi igin (I11.31)’deki kat-
sayilarin tammindaki toplamlarin {ist sinirlarini; Hermite-Padé yontemi igin (11.41)’deki
cokterimlilerin derecelerini belirtmektedir. Konik DYBMG yontemindeki m degeri
Hermite-Padé yonteminde kullanilan m degerinden 1 fazladir. Bu durum yéntemde
u1’'in diglanmasindan kaynaklanmaktadir.

Tablol de Sin(x) islevi igin gozlenen degerler, ilgili aralikta ilgili agirlik iglevi altinda
gercek deger ile sirasiyla Hermite-Padé, Afin ve Konik DYBMG degerleri arasindaki

mutlak farklar olarak verilmistir.
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Afin DYBMG

T Hermite-Padé Konik DYBMG
0.1 2.4896x 10710 1.4066x1073 1.9267x107°
0.2 3.1979x1078 1.0658 %1073 4.4180x107¢
0.3 5.4972x 1077 3.5127x10~* 7.9878x 1077
0.4 4.1555x 1076 1.5606x10~4 2.6193x107¢
0.5 2.0063x1075 1.4685x1074 7.9245%107"7
0.6 7.3097x107° 2.7280x10~* 2.2733x 1076
0.7 2.1981x1074 1.1773x10~* 5.5318 %1077
0.8 5.7606x10~* 1.9537x10* 2.1505x 1076
0.9 1.3643x1073 2.5688x10~* 1.9465x1076
1.0 2.9986x 1073 7.0844x10~4 6.3458x 1076

Tablo IV.1: [0.1, 1] araliginda Sin(z) islevi i¢in mutlak fark alinarak elde edilen Hata

Tablosu

Daha sozedildigi gibi tablodaki degerler incelendiginde Hermite-Padé yaklagtirim

yonteminin sifir civarinda iyi ¢aligtigi goriiliir.

Sin(zx) islevi igin elde edilen sonuglar agagidaki grafiklerde verilmigtir.

08l
07t
06[
05¢
04

0.3}

/

Sekil TV.1: [0.1,1] arahginda Sin(z) islevi ve Afin DYBMG yaklagtirimi
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Sekil 1V.2: [0.1, 1] arahginda Sin(x) iglevi ve Konik DYBMG yaklagtirimi

— Hermite-Pade

Sekil IV.3:[0.1,1] araliginda Sin(x) islevi ve Hermite-Padé yaklagtirimi
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Sekil 1V.4: [0.1, 1] arahginda Sin(x) islevi ve yaklagtiranlar
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Sin(zx) islevi igin hata analizi yapilacak olursa, Konik DYBMG yéntemi igin hata,

1
/ (f — fkom'k)2 dr = 8.5472 x 10712 (IV 4)
0

1

olarak bulunur. Afin DYBMG yontemi i¢in elde edilen hata miktar1 asagidaki gibidir:

1
/ (f = fagm)® de = 9.4478 x 10° (IV.5)
0

1

Hermite-Padé yaklagtirimi icin elde edilen hata ise,

1
/ (f — fHermite—Padé)2 dr = 5.6440 x 1077 (IV.6)
0

1
seklindedir. Burada,Konik DYBMG y6nteminin Hermite-Padé yaklagtirim yonteminden
daha iyi ¢aligtig1 acikca goriilen bir sonuctur. Hermite-Padé yaklagtirim yontemi z = 0’a
yakin yerlerde daha iyi caligtigl soylenebilsede yontemimiz Hermite-Padé yaklagtirim
yonteminden daha etkilidir. Konik DYBMG yo6nteminde elde edilen sonug eniyilenmis
agirlik belirlenerek daha da etkin hale getirilebilecegi soylenebilir. Bu tez calismasinda
agirlik eniyilemesi konusu ele alinmamaigtir.

Simdi Konik DYBMG yonteminin genis ¢apta nasil sonuglar verecegini gozlemlemek
i¢in tizerinde galigtigimiz ilgili aralig genigletelim. Sin(z) iglevini [0.1, 7] arahiginda aym

agirlik islevi w(z) = (x — 0.1)Y/2 altinda inceleyelim.

— Afin

--- Konik

— Hermite-Pade

Sekil TV.5: [0.1, 7] arahginda Sin(x) islevi ve yaklagtiranlar
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[0.1, 7] arahiginda iglev igin sirasiyla Konik DYBMG, Afin DYBMG ve Hermite-Padé

yaklagtirim yontemi i¢in hatalar asagidaki gibidir:

/ (f = ficonir)” dz = 0.000006 (IV.7)
0.1
/ (f = fagin)? dz = 0.001041 (IV.8)
0.1
/ (f = fraermite—pade)” dz = 0.490496 (IV.9)
0.1

Yukarida hatalar analiz edildiginde goriiliiyor ki Konik DYBMG etkinligi genig bir
araliktada sozkonusudur. Ancak Hermite-Padé i¢in ayni durum soéz konusu degildir.
Bu beklenen bir sonuctur. Clinkii Taylor agilimina dayanan yontem z = 0 civarindan

uzaklagtikca etkinliginin azalmasin beklenen bir durumdur.

IV.2 Ornek 2

[0, 1] arahg tizerinde f = Log (1 + z) islevini gozoniine alalim. Agirlhik iglevi olarak
w(z) = v/ kullanilmak iizere Konik DYBMG yo6nteminin yaklagtirim iglevi m = 3ve

n = p = 2 i¢in agagidaki gibi elde edilir:

3.9966

~ fronik = 23771 + —————
J 7 Fronit 377+0.2747+x

—1.0341 x 1077 L V.1
0341 > 10 \/6.2695><10114+x (IV.10)

m = n = p = 2 i¢in Hermite-Padé yaklagtirimi,

87 + 912 — V/15,/—22(—60 — 60z + 22)
2(—6 — 62+ 27)

Hig 9] = (IV.11)

olarak elde edilir.

Tablo2 de Log (1 + z) islevi igin ilgili aralikta ilgili agirhik iglevi altinda gergek deger ile
Hermite-Padé, Afin ve Konik DYBMG degerleri arasindaki mutlak farklar verilmigtir.

Log (1 + x) islevi igin hata paylar sirasiyla,
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T Hermite-Padé Afin DYBMG Konik DYBMG
0.0 0.0000x 1071 2.2890%x 1073 1.2706x10~7
0.1 9.4496x 1013 8.8927x 106 2.5377x10~7
0.2 8.8581x 10~ 1.4513x107° 9.5277x1078
0.3 1.1319x107? 1.5754x107° 1.1170x1078
0.4 6.4584 %107 1.5679%x10~° 5.8818x 1078
0.5 2.3832x107? 2.6169%x107° 1.0168x107?
0.6 6.7020x 1078 1.5084x10~° 6.0738 %1078
0.7 2.5032x 1078 1.0524x 107> 2.1631x10710
0.8 1.5669x10~7 6.3848x 106 9.3178x107?
0.9 3.2068 x 1077 2.1361x107° 2.1644x107?
1.0 5.9376x 107 1.0837x107° 1.0159x10°8

Tablo IV.2: [0, 1] araliginda Log(1+ ) islevi igin mutlak fark alinarak elde edilen Hata

Tablosu

07

06
05
0.4
03
0.2

01f

Afin

-- Konik

0.6 0.8

1.0

Sekil 1V.6: [0, 1]araliginda Log(1 + x) islevi ve yaklagtiranlar

1
/ (f — fAfm)z dr = 1.6655 x 107
0

1
/ (f = frconix)” dx = 2.7415 x 1071°
0
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1
/ (f = frermite—pPade)” dz = 9.1619 x 1074 (IV.14)
0

seklindedir.

IV.3 Ornek 3

Bu ornekte ele alinan iglev, [0, 1] arahgi tizerinde f = v/1 — 22 iglevidir. Kullanilan
agirhk iglevi ise w(x) = \/x seklindedir.Bu kogullar altinda m = 3,n = 1 vep = 2 igin

elde edilen yaklagtirimimiz,

f %f konik

x 2.3670 x 10114
=2.6465 x 10°7 _
* \/6.2695 10 12 18518 x 1015 1 2(6.2695 x 1011 1 7)

(IV.13)

olarak elde edilir ve m = 2, n = 1 ve p = 2 i¢in Hermite-Padé yaklagtirimi

15 + /729 — 86422 + 4024

Hizr = 12— 22

(IV.15)

Sonuclar grafik olarak ¢izildiginde agagidaki gibi elde edilir.

0F == = —
= — S
e
[ S~
08+ N
3 A Q £
ANGEN
L N
0.6+ N
I ANN Afin
N,
I N .
0.4 \ Konik
I \
\
L \
0.2 ] Hermite-Pade
L | L L | L L | L L L | L L L |
0.2 0.4 0.6 0.8 10

Sekil IV.7: [0, 1] arahginda v/1 — 22 iglevi ve yaklagtiranlar
elde edilir ve yontem i¢in hata paylar1 asagidaki gibidir:
1
/ (f = fagim)” dz = 0.001429 (IV.16)
0
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1
/ (f = fronir)” dz = 0.000018 (IV.17)
0

1
/ (f = frermite—padc)” dz = 0.000658 (IV.18)
0

Tablo3 de v/1 — 22 iglevi i¢in gozlenen degerler, ilgili arahkta ilgili w(z) = \/z agirhk
islevi altinda gercek deger ile sirasiyla Hermite-Padé, Afin ve Konik DYBMG degerleri

arasindaki mutlak farklar olarak verilmigtir.

T Hermite-Padé Afin DYBMG Konik DYBMG
0.0 0.0000000000 8.5744x 1072 2.8456x 1073
0.1 2.3293x 10~ 1 3.4727x1072 3.1292x1074
0.2 6.3131x107° 8.8206x 1073 7.0086x10~*
0.3 1.7857x1077 2.1519x 1072 6.8799x 104
0.4 2.0651x107° 2.8003x1072 1.1448x 1074
0.5 1.5113%x107° 2.1718x 102 5.5764x10~*
0.6 8.6272x 1074 5.0075x 1072 8.6336x 1074
0.7 4.4132x10* 3.2963x1072 3.7521x10~*
0.8 1.2696x 1073 3.8294x 1072 1.0498 %1073
0.9 1.9085x 102 3.2005%x 1072 1.7082x10~3
1.0 4.4721x107! 3.9045x 107! 1.9324x107"

Tablo IV.3: [0,1] arahginda~y/1 — 22 iglevi i¢in mutlak fark alinarak elde edilen Hata

Tablosu

Konik DYBMG yontemi, bu isglev icin Hermite-Padé yonteminden daha iyi ¢alis-

maktadir ki aralik genisledigi takdirde bu durumun korunmasi s6z konusudur.
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IV.4 Ornek 4

Simdi iglev olarak f = FExp(x) gozoniine alalim. Aralk olarak [0,1] araligi ve
agirhk iglevi olarak w(z) = y/x segelimm = 3ve n = p = 2 i¢in elde edilen Konik

DYBMG yontemi ile elde edilen yaklagtirimimiz agagidaki gibidir:

17.5189
4.0628 — x

—X

~ Fronin = —6.9486
J % Thoni + 6.2695 x 10114 + 7

(IV.19)

+4.3032 x 1057\/

Hermite-Padé yaklagtirimi m =n = p = 2 igin

24 + 4o + /15\/22(15 + 22
+ 4%+ VI5y2(15 + 27) (IV.20)

24 — 9z + x2

H[2,2,2] ~

Sekil IV.8de islev igin gbzlenen sonuglar verilmistir. [0, 1] araliginda islev i¢in sirasiyla

I d

25+ 4
,
r 4
4 f
.
&
V 4

20 Y -—- Afin

L -

Y 4

L ) Y.

r Y - - Konik

L Y 4
15+ -

- )
r - Hermite-Pade
. “//
/‘ .
— - | L L L | L L L | L L 1 | 1 1 1 |
0.2 04 0.6 0.8 10

Sekil IV.8: [0,1] arahginda Fzp(x) islevi ve yaklagtiranlary

Afin DYBMG, Konik DYBMG ve Hermite-Padé yaklagtirim yontemi igin hata paylari

asagidaki gibidir:

1
= Fapn) de =1.4327 x 1078 V.21
f

0

1
/ (f = frconin)’ do = 1.7222 x 10713 (IV.22)

0
1
/ (f - fHermite—Padé>2 dr = 7.6679 X 10_11 (IV23)
0
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T Hermite-Padé Afin DYBMG Konik DYBMG
0.0 0.0000000 4.8612x 104 2.3572x 1076
0.1 1.4621x 1012 3.2918x107° 5.0343%x 107
0.2 2.0679x 10710 1.2111x10~* 1.6484x1077
0.3 3.9049x 107 9.4047x107° 3.6400x 1077
0.4 3.2331x10°8 5.9964x 1076 2.0778%x 107
0.5 1.7039x 107 8.9567x10° 2.3728x 107
0.6 6.7479%x 1076 1.6960x 106 2.9398x 107
0.7 2.1942x10°6 17481 %1075 1.4055%10°7
0.8 6.1762x 106 9.6729x107° 3.2428 x 1077
0.9 1.5571x107° 9.5903x107° 3.2364x1077
1.0 3.5991x10~° 3.0049%x 104 1.0535x 1076

Tablo IV.4: [0,1] arahginda Exp(z) isglevi i¢in mutlak fark alinarak elde edilen Hata

Tablosu

Islevin araligi ayn1 agirlik altinda [0, 3] olarak ele alinirsa asagidaki sonuclar elde edilir:

20
15

10

f

Afin

-- Konik

= Hermite-Pade

Sekil TV.9: [0, 3] arahginda Exp(x) islevi ve yaklagtiranlar:
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3
/ (f = fagin)® dz = 0.002154
0
3
/ (f - fKom’k>2 dz = 0.000001
0

3
/ (f - fHermite—Padé)2 dz = 0.051802
0

IV.5 Ornek 5

(IV.24)

(IV.25)

(IV.26)

Bir bagka 6rnek olarak Cosx iglevi, [0, 7 — 1] aralig1 tizerinde ve w = /1 — z agirhik

islevi altinda ele alahm. Burada m = 3, n = 1 vep = 2 olarak kullanilmigtir. Sirasiyla

tablo degerleri ve hata paylar1 agagidaki gibi gozlemlenmigtir:

T—1
/ (f = fagin)® dz = 0.001847
0

mT—1
/ (f = fronix)” dz = 0.000006
0

m—1
/ (f - fHerrm'tefPadé)2 dz = 0.000803
0

Bu sonuglar grafik ile agagidaki gibi verilir:

10F==~_
_—
B ~
<~
N
A
L \\ >
05+ N :
SN
N
SN
AN
. I P . P . . IMNG I
L 0.5 1.0 15 S\ 20
N
L “ \
L N
L N
N
-05F N
L AN

f

Afin

Konik

Hermite-Pade

Sekil IV.10: [0, 7 — 1] arahiginda Cos(z) islevi ve yaklagtiranlar
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V  SONUC

Doniiglimsel Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim yontemi Yiiksek Boyutlu Model
Gosterilim yonteminin daha genel bir cesididir. Bunun sebebi DYBMG yonteminin
yapisindaki esnekliklerdir. DYBMG'nin temel felsefesi incelendiginde yontemin iglevin
kendisine degil, doniisiim altindaki goriintiisii olan isleve yaklasgtirim tiretmeye dayandig:
goriiliir. Doniistimiin nasil secildigi 6nemlidir. Doniisiim yapisinda eniyileme yapabile-
cek parametreler barindirmalidir. Bu parametreler yaklagtirima esneklik kazandirir. Bu
tez caligmasinda DYBMG yontemindeki doniigiim ikinci dereceden bir ¢okterimli olarak
secilmis olup, bu doniisiim altinda yeni bir yaklagtirim yontemi ortaya konulmustur.

DYBMG yonteminde kullanilan doniigtimiin ikinci dereceden bir déniigiim olmasi
nedeniyle bu DYBMG yontemi Konik Dénitigiimsel Yiiksek Boyutlu Model Goster-
ilim yontemi olarak adlandirilir. Daha once yapilmig olan Doktora tezinde kullanilan
doniistim birinci dereceden ¢ok terimli oldugu i¢in Afin DYBMG olarak adlandirilmigtir.
Konik DYBMG yo6nteminin ¢ikarimi, yapisal olarak Afin DYBMG yontemine ben-
zerdir. Ancak doniigiimiin ikinci dereceden olmasi nedeniyle yaklagtirim yapilar: tama-
men farklilagir. Bu ¢aligmada kullanilan doéniigtimiin ikinci derceden ¢okterimli olmasi
nedeniyle yaklagtirim igin iki farkli sonug elde edilir. Burada hangisinin segilecegine
gozlemler sonucu karar verilir.

Bu ¢aligmada yontem gelistirilirken kullanilan taban takimi islevleri, cok degiskenli
taban ¢okterimlileri olarak secilmistir. Bu ¢okterimliler Cholesky diklegtirme yontemi
kullanilarak dik bir taban takimina doniistiiriilmiistiir. Burada yontemin o6zelligi, her
tiirlii ¢ok degigkenli taban iglevleri ile ¢aligma esnekligine sahip olmasidir. Bu nedenle
yontem oldukca genel bir yapidadir.

Yontemin bir bagka esnekligi Konik DYBMG yo6ntemi geligtirilirken kullanilan
agirlik islevleridir. Agirlik islevinin nasil secildigi yaklagtirnmdaki hatay1 degistirmek-

tedir. Dolayisiyla hatay1 enkiiciik yapacak bir agirlik iglevi secme sorusu giindeme
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gelmigtir. Yani yontem icin agirlik eniyilemesi konusunun geligtirilebilecegi diigiincesi
ortaya cikmigtir. Ancak bu konu ile bu tez ¢alismasinda ilgilenilmemistir. Bu konu
ileride yiiriitiilebilecek bilimsel bir ¢alismadir.

Konik DYBMG yontemi ile tiretilen yaklastiran yapisinda, elemanlar1 yaklastirila-
cak iglevlerin tiimlevlerinden olusan dizey tersini barindirmaktadir. Dizey tersini hesapla-
mak dizeyin boyutu arttik¢a hesaplama maliyeti oldukga yiiksek bir islemdir. Yoéntemin
maliyetini azaltmak amaci ile Irem Yaman’m doktora tezinde gelistirdigi yontem kul-
lanilabilir. Burada dizey ¢ok yiiksek boyutlarda kullanilmadig i¢in bu yontem kullanil-
mamigtir. Ancak bu c¢aligmada dizeyin tersi tekillige gok yakin bir dizeydir. Bunun
sebebi Cholesky yontemi kullanilarak diklegtirilen taban iglevlerinin tiimlevlerde kul-
lanilmig olmasi,bir agirlik isglevi ile esas iglevin carpimindan gelebilecek tekilliklerin
olmasidir. Bu ¢alismada yontem gelistirilirken karsilagilan zorlukdur.  Yaklagtirimin
yapisi incelendiginde, bilimsel yazinda ¢ok bilinen bir yoéntem olan Hermite-Padé yak-
lagtirimi yapisi ile benzer oldugu goriilmiistiir. Bu nedenle Hermite-Padé yaklagtirimi
yontemi ile, Konik DYBMG yontemi kargilagtirilmigtir. Hermite-Padé yontemi ince-
lendiginde, yontemin sifir noktasinda Taylor a¢ilimina dayandigi goriiliir. Bu nedenle
yontem, noktasal yakinsama 6zelligine sahiptir. Diger taraftan Konik DYBMG y&ntemi
YBMG yonteminin yapisi geregi tiimlevler araciligiyla islevden bilgi iiretir. Dolayisiyla
yontem Hermite-Padé yontemine gore daha evrensel calisir. Yontemin evrensel ¢alig-
mas1 nedeniyle iizerinde ¢aligilan aralik hatay1 enkiiciikleyecek sekilde secilir. Bu da
yonteme esneklik saglar.

Bu tez ¢alismasinda 6zgiin olarak iiretilen caligmalari maddeler halinde 6zetlersek:

e Bilimsel yazinda farkli farkli dontigiimler kullanilarak DYBMG yontemleri geligtir-
ilmigtir. Bu ¢aligmada ise katsaylar1 ¢ok degiskenli islevler olan ikinci dereceden

bir doniigiim kullanilmig olup esas iglev i¢in bir yaklastirim olugturulmustur.

e Olusturulan bu yeni yaklastirinm yontemi ile bilimsel yazinda ¢ok bilinen bir
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yontem olan Hermite-Padé yaklagtirim yontemi ile kargilagtirilmigtir. Hermite-
Padé yonteminin sagladigi 6zelliklerin elde edilen yeni yontemde de olup olmadigi

arastirilmig ve cegitli 6rnekler ile denenmistir.

o (esitli uygulamalar sonrasinda Konik DYBMG yo6nteminin literatiirde ¢ok bilinen
yaklastirim teknigi olan Hermite-Padé yonteminden daha iyi caligtigi gozlemlen-

migtir

95



KAYNAKLAR

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

Kolmogorov, A. N.: “On the Representation of Continous Functions of
Many Variables by Superposition of One Variable and Addition”, English
Translation: American Math. Soc., 2, 28 (1963), pp.55-59

Sobol, I. M.: ”Sensitiviy Estimates for Nonlinear Mathematical Models”,

English Translation: MMCE, Vol.1, No.4 (1993), pp.407-414

Als, O. F. ; Rabitz, H.: “General Foundations of High Dimensional Model
Representation”, Journal of Mathematical Chemistry, 25 (1999), pp.197-
233

Als, O. F.; Shorter, J.; Shim K.; Rabitz, H.: “Efficient Input-Output Model
Representation”, Computer Physics Communications, 117 (1999), pp.11-20

Als, O. F. ; Rabitz, H.: “Efficient Implementation of HDMR”, Journal of
Mathematical Chemistry, 29-2 (2001), pp.127-142

Li, G. ; Rosenthal, C. ; Rabitz, H. : “High Dimensional Model
Representation”, Journal of Physical Chemistry A, 105-33 (2001) pp.7765-
7777

Demiralp, M.; “Carpimsallastirilmis Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi;
Gosterilim Carpanlarinin  Belirlenmesi”, 12. Ulusal Mekanik Kongresi,
Konya,(2001).

Demiralp, M.: “High Dimensional Model Representation and Its
Application Varieties”, The Fourth International Conference on Tools for
Mathematical Modelling, St. Petersburg, Russia, June 23-28 (2003)

56



[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

Kursunlu, A.; Demiralp, M.: “Additive and Factorized HDMR Applications
to the Multivariate Diffusion Equation Under Vanishing Derivative
Boundary Conditions”, The Fourth International Conference on Tools for
Mathematical Modelling, St. Petersburg, Russia, June 23-28 (2003)

Tunga, B.; Demiralp, M.: “Hybrid HDMR Approximants and Their
Utilization in Applications”, The Fourth International Conference on Tools
for Mathematical Modelling, St. Petersburg, Russia, June 23-28 (2003)

Tunga, M. A.; Demiralp, M.: “Data Partitioning Via Generalized HDMR
and Multivariate Interpolative Applications”, The Fourth International
Conference on Tools for Mathematical Modelling, St. Petersburg, Russia,
June 23-28 (2003)

Yaman, I.; Demiralp, M.: “HDMR Approximation of an Evolution
Operator with a First Order Partial Differential Operator Argument”, App.
Num. Anal. And Comp. Math., Wiley CHV, | (2003) pp.287-296

Tunga, M. A.; Demiralp, M.: “A Factorized High Dimensional Model
Representation on the Nodes of a Finite Hyperprismatic Regular Grid”,
Applied Mathematics and Computation, VVol.164, Issue 3 (2005), pp. 865-
883

Tunga, B.; Demiralp, M.: “A Novel Hybrid High Dimensional Model
Representation (HHDMR) Based on the Combination of Plain and
Logarithmic High Dimensional Model Representations”, WSEAS-2007
Proceedings, WSEAS 12-th International Conference on Applied
Mathematics for Science and Engineering, VVol.1 (2007), pp.157-161

Demiralp, M.: “Plain and Logarithmic High Dimensional Model

Representation and the Effect on Their Types on Univariance Level”,
WSEAS Transaction on Mathematics, Vol.5 (2006), pp.582-588

57



[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

Li, G.; Wang, S.; Rabitz, H.: “Practical Approaches to Construct RS-
HDMR Component Functions”, Journal of Physical Chemistry A, 106
(2002), pp.8721-8733

Li, G.; Schoendorf, J.; Ho, T.; Rabitz, H.: “Multicut-HDMR with an
Application to an Ionospheric Model”, Journal of Computational
Chemistry,25-9 (2004) 1149-1156

Tuna, S.; Tunga, B.; Baykara N. A.; Demiralp, M.: “Fluctuation Free
Matrix Representation Based Univariate Integration in Hybrid High
Dimensional Model Representation (HHDMR) Over Plain and Factorized
HDMR”, WSEAS Transactions on Mathematics, Issue 6, Vol.8 (2009),
pp.225-230, ISSN:1109-2769

Demiralp, M.: “Transformational High Dimensional Model Representation
”, International Conference of Computational Methods in Sciences And
Engineering(ICCMSE), Crete, Greece, (2006).

Demiralp, M.: “lllustrative Implementations to Show How Logarithm
Based High Dimensional Model Representation Works for Various
Function Structures”, WSEAS (The World Scientific and Engineering
Academy and Society) Transaction on Mathematics, VVol.5 (2006), pp.1333-
1338

Demiralp, M.: “Weight Parameters Optimization to Get Maksimum
Constancy in High Dimensional Model Representation, WSEAS(The World
Scientific and Engineering Society) Transaction on Mathematics, Vol.5
(2008), pp.1177-1181

Yaman, I.; Demiralp, M.: “An Integration Free Universal Approximation

Method on Orthogonal Polynomials”, Int. Conf. On Numer. Anal. And
Appl. Math. (AIP), Kos, Greece, Sept. 15-20 (2008), pp.601-604

58



[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

Tunga, B.; Demiralp, M.: “Fluctuationlessness Approximation Based
Multivariate  Integration in  Hybrid High Dimensional Model
Representation”, Int. Conf. On Numer. Anal. And Appl. Math. (AIP), Kos,
Greece, Sept. 15-20 (2008), pp.562-565

Okan, A.; Baykara, N. A.; Demiralp, M.: “Weight optimization in
Enhanced Multivariance Product Representation (EMPR) Method”, Int.
Conf. On Numer. Anal. And Appl. Math., AIP Conference Proceedings,
Rhodes, Greece, Vol. 1281 (2010), pp.1935-1938

Okan, A.; Baykara, N. A.; Demiralp, M.: “Weight optimization in
Enhanced Multivariance Product Representation (EMPR) for Given
Supports at the Fluctuation Free Integration Limit”, AICT'11 Proceedings
of the 2nd international conference on Applied informatics and computing
theory, WSEAS , (2011), pp.52-57

Burden, R. L.; Faires, J.D.: Numerical Analysis, Thomson Brooks/Cole
(2011)

Paszkowski, S.: “Hermite-Padé Approximation, Basic Notions and
Theorems”,J. Comput. Appl. Math. ,Vol. 32 (1990), pp.229-236.

Gilindogar, Z.; Baykara, N. A.; Demiralp, M.: “Basic Features of Conic
Transformational High Dimensional Model Representation”, ”, Int. Conf.
On Numer. Anal. And Appl. Math., AIP Conference Proceedings, Rhodes,
Greece, Vol. 1281 (2010), pp.1930-1934

Gilindogar, Z.; Baykara, N. A.; Demiralp, M.: “Conic Transformational
High Dimensional Model Representation In Comparison With Hermite-
Padé Approximants”, AICT'11 Proceedings of the 2nd international
conference on Applied informatics and computing theory, WSEAS , (2011),
pp.45-51

59



[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

Yaman, I..; Demiralp, M.: “Rayleigh Quotient Maximization Via Matrix
Direct Product Based Factorization”, WSEAS Transactions on Math.,
(2008)

Yaman, I.; Demiralp, M.: “A New Rational Approximation Technique
Based on Transformational High Dimensional Model Representation”,
Numerical  Algorithms | Vol. 52 (2009), pp. 385-407,
DOI: 10.1007/s11075-009-9279-y

Gilpmar, C.: “Yiksek Boyutlu Model Gosterilim Yontemleri ve Tanim
Bolgesi Geometrisi”, Yiiksek Lisans Tezi, Marmara Universitesi Fen

Bilimleri Enstitiisii, Istanbul, Tiirkiye (2007)

Yaman, 1.: “Déniisiimsel Yiiksek Boyutlu Model Gésterilim Tabanli Yeni
Oransal Yaklastiranlar Olusturumu ve Sendelenimsizlik Yaklastirimi ile
Etkin Bicimde Kullanimi”, Doktora Tezi, Istanbul Teknik Universitesi

Bilisim Enstitiisii, Istanbul, Tiirkiye (2008)

Tuna, S.: “Melez Yiiksek Boyutlu Model Gosteriliminde Cok degiskenli
Integrallerin Sendelenimsizlik Yaklastirim ile Hesaplanmas1”, Yiiksek
Lisans Tezi, Marmara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Istanbul,

Tiirkiye (2010)

Tunga, B.: “Yiiksek Boyutlu Model Gosteriliminde Sendelenimsiz Matris
Gosterilimi Tabanli Agirlik Eniyilemesi”, Doktora Tezi, Istanbul Teknik
Universitesi Bilisim Enstitiisii, Istanbul, Tiirkiye (2010)

60



A. DOGRUSAL BIRLESIME «; ISLEVININ DISLAN-

MASININ GEREKLILIGI

Béliim 3’de konik doniigiimiin yapisindaki ag iglevinin (II1.31) ile verilen egitligini,

uq islevini diglamadan yazalim. Bu durumda ag islevi,

ap (21, zy) = Y al’y (1.1)
7=1

esitligi ile verilir. aq islevinin bu yeni esitligi ile (I11.36)’da verilen « yoneyi agagidaki

gibi olacaktir.
T
o= (a§°), aéo), s a§2), agl), ey ag), ong), ey aé”) (1.2)

Bu durumda « yoneyinin elemanlari tanimlanirken kullanilan 2 < j < m ifadesi yerini
1 < 5 < m ifadesine birakacaktir. ag’'in bu sekildeki se¢imi ilgili tiim elemeanlar:
degistirecektir. Dolayisiyla A dizeyinin elemanlar1 da degisecektir. Dizeyin yapisinda
bulunan bloklardaki j ile ilgili tiim araliklar 1’den baglayacaktir ve A dizeyi, m+n+p
boyutlu olacaktir.

Tezde kullanilan dik taban takimi islevleri, 1, z, 22, ... cokterimlilerin diklestirilmesi
yoluyla elde edilmislerdir. Bu gekilde olusturulan dik taban iglevlerinden u; = 1 ola-

caktir. Bu durumda a yoneyinin ve A dizeyinin agik yapilari incelendiginde,
a = Ae (1.3)

oldugu agikca goriilecektir. Degigmezlik 6lgeninin eniyilenmesi sonucu (I11.53)’de elde

edilen a yoneyi agagidaki gibi elde edilir.
a=A'a=A"Ae =¢, (1.4)

a yoneyinin elemanlar1 ikinci dereceden dontigiimiin katsayilari olan ag, a; ve ag iglev-
lerinin dogrusal birlesim katsayilarindan olusmaktadir. Bu nedenle a yoneyinin e;’e

esit olmasi,ag islevinin 1’e esit olup a; ve as islevlerinin sifir olmasi anlamina gelir.
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Bu durumda ¢ sabit bir iglev olur ki bu istenilen bir durum degildir. Ciinkii boyle bir

durumda yapilan eniyileme anlamini yitirir.
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B. A DIZEYININ ARTI TANIMLILIGININ GOSTER-

ILMESI

Tezin ana boliimii olan Boliim 3’de tanimlanan bilegenleri dik taban iglevleri tiiriin-

den i¢ ¢carpim geklinde verilen A dizeyinin agik yapisi agagidaki gibidir.

(uz,uz)

(unu UQ)

(u1, fug)

(U", f’LLg)
(U17f2U2)

(upvaUZ)

(u27um) (u27fu1)
(um7 um) (umn ful)
(u1, fum) (u17f2u1)
(un7fum) (un7f2ul)
(Ul»f2um) (U17f3U1)
(up, f2um)  (up, four)

Oncelikle bir tanim verelim:

(u27 fun)

(um7 fun)
(ula fzun)

(Unv f2un)
(uh fgun)

(“p’fgun)

(UQ»f2u1)

(unu f2u1)
(U1»f3ul)

(tn, frur)
(Uh f4U1)

(“pv f4“1)

(uz, f?up)

(urnv f2up)
(“17 fS“p)

(“m fsup)
(“17 f4“p)

(“pv f4u,,)

(2.1)

Tanim:Sifirdan farkli m boyutlu her x yoneyi ve herhangi bir m boyutlu, simetrik,

kare A dizeyi icin x? Ax > 0 esitsizligi saglaniyorsa , A dizeyi art1 tammmhdir denir.

Eger x? Ax ifadesini sifir yapan, sifirdan farkl en az bir tane x yoneyi bulunabiliyorsa,

xTAx > 0 esitsizligi saglanir, bu durumda A dizeyine yar1 arti tammh(ing:positive

semi definite) dizey denir.

Simdi A dizeyinin arti tanmimliligin1 géstermek igin bilegenleri x;’ler olan m +

n 4+ p — 1 boyutlu bir x yoneyi ele alalim ve bu yoneyin devrigi ile A dizeyini soldan
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carparsak,
[ 1 -1
(Z -1 Y, iWip1 + me Tili—mi1 [+ Zﬁtﬁrj Tilimm—ni1 ]2, Uz)
m—1 1 —1
(Zz 1 Liliy1 + Zm+n wiui—m-i-lf + Zfiﬁ:f xiui—m—n+1f2a um)
- 1 -1
(Z 1 Y, Wil + Zm+n Tili—mg1 |+ ZZZTS Tili—mni1 2, ful)
x'A = :
m—1 1 —1
(Zl 1 Tilbi41 + Zern ZL‘Z‘UZ‘_m-i-lf + Z?:Tr:jf xiui—m—n+1f27 fun)
-1 1 -1
(221 LU + Zm—i—n xiui,mﬂf + ZZ—;Z:Z: xiuifmfnJrlfQ? f2u1>
_ 1 -1
(Zz 1 Tillit1 + me Titli—my1f + Zﬁ?jﬁ TiUi-m—n+1f?, f2up) ]
(2.2)

elde edilir. Elde edilen bu yoneyi sagdan x yoneyi ile ¢arparsak
(2.3)

x"Ax = (y,y)

i¢ carpim yapisi elde edilir. Burada,
m+n—1 m~+n-+p—1
2 (2.4)

Yy = Z Tiliy1 + Z Tilli—ms1 f + Z Tili—m—nt1f
i=m+n

seklindedir.
Yukaridaki (VIL.8) esitligini inceledigimizde sonuc bir i¢ ¢arpim oldugu igin y

islevinin boy karesine egittir. Dolayisiyla bu biiytikliik sifirdan biiyiik veya egit olmalidir
Sifira esit olmasi durumunda y'nin 6zdes olarak sifira esit olmasi gerekir. Bu ise A

dizeyinin tekil olmasina kargilik gelir. Ancak A tekil bir dizey degildir. Sonug olarak

TAx > 0 elde edilir ki A dizeyi art1 tanimhdar.
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