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ONSOZ

Siirekliligin ayrisimi Reel analizin klasik problemlerinden birisidir. Siirekliligin zayif
veya kuvvetli bir ¢ok farkli formu verilmistir. 1961 de Levine bir fonksiyonun siirekli
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulu bu fonksiyonun ayni zamanda zayif siireklilik ve zayif-*
stireklilik sartlarin1 gerceklemesi seklinde vermistir. Norman Levine’in bu calismasi zamanla
Genel Topolojinin bir ¢ok dalina onciilitk etmistir. David Alan Rose bu ifadeyi yani zayif*
stireklilik sartini, yerel zayif* siireklilik sart1 ile degistirerek genellestirmis, ardindan bagka bir
calismasinda zayif siirekliligi bir genellestirilmis agik kiime tipinin belirledigi zayif o-
stireklilik ile degistirmistir. Bu ilk ¢alismalarin ardindan siirekliligin ve acik — kapali kiime
kavramlarinin genellestirilmesi topolojinin popiiler bir alt dali olmustur. Bu oncii ¢calismalar

stirekliligin farkli formlarin1 veren yayinlar takip etmistir.

Amag siirekliligin pargalanisini veren temel ¢alismalart inceleyerek bu konunun bir
siiflandirmasin1 vermek ve genellestirilmis acik (kapali) kiime kavramlar ile siirekliligin

varyantlar1 arasindaki iligkileri incelemektir.

Bu tezin hazirlanmasinda, hicbir zaman yardimlarin1 esirgemeyen ve calismami
yapabilmem icin bana firsat veren degerli danismanim Sn Prof. Dr. Semin AKDOGAN’a
tesekkiirlerimi ifade etmek isterim. Ayrica gerekli kaynak ve materyallere ulasmamda yol

gosteren Sn. Dr. Ugur SENGUL’e tesekkiir ederim.
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OZET

Bu calisma yedi boliimden olusmustur.

Birinci boliimde, ¢alismalarimiz i¢in gerekli olan temel kavramlar verilmistir.

ikinci boliimde, N.Levine’nin tanimladig1 ve daha sonra T.Noiri , D.A. Rose ve J.Chew’in

arastirdiklan zayif siireklilik ve zayif siirekliligin sagladigi bazi sartlar incelenmistir.

Uciincii boliimde N.Levine tarafindan tanimlanan zayif~ siireklilik verilmistir.

Dordiincii boliimde A.S. MASHOUR ve arkadaslar tarafindan tanimlanan 6n agik kiime, 6n
stirekli fonksiyon, a-kiime, o siireklilik, o-acik fonksiyon kavramlar: ve T.Husain tarafindan

tanimlanan Husain anlaminda hemen hemen siireklilik ele alinmistir.

Besinci boliimde M.K. Singal ve A.r. Singal tarafindan tamimlanan Singal anlaminda hemen

hemen siireklilik verilmistir.

Altinc1 boliimde N.Levine tarafindan tanimlanan yan siireklilik, yar1 acik kiime kavramlar

incelenmistir.

Yedinci boliimde ise zayif siirekliligin, bu ¢aligmada inceledigimiz siireklilik cesitleri ile

karsilastirilmast yapilmistir.
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SUMMARY

This study consists of seven chapters.

In the first chapter, the basic concepts which are necessay for our work are given

In the second chapter the weak continuity defined by N. Levine , T.Noiri and D.A.Rose and
J.Chew and some conditions which are provided by this weak continuity are examined.

In the third chapter the weak* continuity defined by N.Levine is given.
In the fourth chapter, the concepts of pre-open set, pre-continuous function, o-set,0t-

continuity, o-open function defined by A.S. Mashour and his friends and almost-continuous
which means Husain defined by T.Husain.

In the fifth chapter, Almost-continuity which means Singal defined byM.K.Singal and
A.r.Singal is given.

In the sixth chapter,The concepts of semi-continuity,semi-open set, defined by N.Levine are
examined.

In the seventh chapter,the weak continuity and the types of continuity which are studied in

this work are compared.
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SEMBOL LiSTESI

U Birlesim

N Ara kesit

c Alt kiime

& Alt kiime degildir

\ Kiime farki

V Her

JEnaz

€ Eleman

¢ Eleman degil

> Oyle ki

# Esit degil

¢ Bos kiime

A~ A kiimesinin kapanisi
A~ Yigilma noktasi

A° A kiimesinin i¢i

dA A kiimesinin sinir

A’ A kiimesini biitiinleyeni
f~' f fonksiyonun tersi
[x,y] Son noktalar x ve y olan dogru parcasi

(x,y) x ve y noktalarinin belirledigi acik dogru pargasi

Ix,y] x ve y noktalarinin belirledigi yar1 acik veya yar1 kapali dogru parcast



BOLUM I

Bu tezde X ve Y topolojik uzaylar olmak iizere f: X—Y fonksiyonu tek degerli bir
fonksiyon olarak kabul edilecektir.

Calismamiz boyunca ele alinan bazi temel tanim ve teoremler asagida kisaca verilmistir.

1.1. Tammm: X bos olmayan bir kiime, T da P(X) kuvvet kiimesinin bir alt kiimesi olsun.
1cP(X) ailesi asagidaki 6zellikleri saglarsa, T ailesinin her elemanina X’de bir acik kiime [11]
denir.

a) ¢ ve X, T nun elemanidir.

b) T nun sonlu yada sonsuz sayidaki elemanlarinin birlesimi T ya aittir.

¢) T nun sonlu sayidaki elemanlarinin kesisimi T ya aittir.

1.2. Tammm: Yukaridaki aksiyomlar1 saglayan 7T ailesine X kiimesi iizerinde topolojik bir yap1
yada kisaca topoloji denir ve (X,T) ikilisine ise topolojik uzay [11] denir. (X, T) topolojik

uzaymi kisaca, X topolojik uzay1 olarak alacagiz.

1.3. Tammm: (X, 7) topolojik uzay1 ve bir xe X noktasi verilsin. x noktasini iceren her AcX
acik alt kiimesini kapsayan herhangi bir Vc X alt kiimesine, x noktasinin bir komsulugu [11]

denir ve x noktasinin komsuluklar ailesi k(x) ile gosterilir.

1.4. Tanim: (X,7) topolojik uzayi, AcX alt kiimesi ve bir xe A noktas1 verilsin. Eger A
kiimesi x noktasinin bir komsulugu ise, x noktasina, A kiimesinin bir i¢ noktasi denir. A
kiimesinin biitiin i¢ noktalarinin olusturdugu kiimeye A kiimesinin igi [11] denir ve A° ile

gosterilir.

1.5. Tamm: (X,7) topolojik uzayi, AcX alt kiimesi ve bir xe X noktas1 verilsin. X noktasinin
her komsulugunda, A nin en az bir elemani varsa, x noktasina A kiimesinin bir kapanig
noktasi (degme noktasi) [11] denir ve A kiimesinin biitiin kapanis noktalarinin kiimesi A~ ile
gosterilir. Bu tanim1 sembolik olarak:

xe AT &VTer, xe T icin TMA#¢ seklinde yazabiliriz.



1.6. Tamim: (X, 1) topolojik uzay1 ve bir Ac X alt kiimesi verilsin. A kiimesinin kapanisina

ait fakat i¢ine ait olmayan noktalarin kiimesine A kiimesinin sinir1 [28] denir ve d A = A7\A°

ile gosterilir.

1.7. Tanim: (X, 7) ve (Y,y) topolojik uzaylarn f: X—Y fonksiyonu ve bir x € X noktasi
verilsin. Eger f(x) noktasinin her VY komsulugu icin f(U) < V olacak sekilde x noktasinin
bir UcX komsulugu varsa, f fonksiyonuna x noktasinda siireklidir denir [28]. Eger f
fonksiyonu her xe X noktasinda siirekli ise f ye X iizerinde siirekli fonksiyon denir. Bu tanimi
sembolik olarak:

f fonksiyonu xeX noktasinda siirekli &V Ve k[f(x)] icin 3 Uek(x) 3> f(U)cV seklinde

yazabiliriz.

1.1.Teorem: [1]

(X.1) ve (Y,9) iki topolojik uzay olmak iizere;

f: X—Y fonksiyonu icin asagidaki ifadeler esdegerdir:

a) f fonksiyonu stireklidir.

b) Her AcX kiimesi icin f(A™)c (f(A))~

¢) Y nin her kapali alt kiimesinin ters goriintiisii, X de kapalidir.

d) Y nin her agik alt kiimesinin ters goriintiisii, X de agiktir.

Ispat: a)=b) VAcCX alalim. Vye (A~ )=>ye (f(A)) ~ oldugunu gostermeliyiz.
Vyef(A™ )=dxe A~ >y=f(x) olur. f fonksiyonu siirekli oldugundan y=f(x)e (f(A)) "~ olur.
b)=c) VKe § alalim.(K kapali kiime)
FcX igin £~ (K)=F diyelim. F=X b) den dolay1 f(F " )c(f(F)) " =(f(f ' (K))) <K =K
f(F~)cK olur.F~ f ' (f(F~))cf ' (K)=FcF . Buradan F=F~ ve Fe 1  elde edilir. Dolayisiyla
F=f"'(K)et olur.
c)=>d) VAed alalim. Buradan A €8 olur. c) den dolay: f' (A )et . Buradan (f "' (A ")) €1
olur. ' (A") =((f'(A)) ) =f'(A) oldugundan f ' (A)e 7 elde edilir.
d)=a)VVe k(f(x) i¢in f ' (V)€ k(x) oldugunu gostermeliyiz.
VVe x(f(x))=3Ae d > f(x)e ACV dir.

=xef ' (A)cf (V) dir. d) den dolay1 f'(A)et ve f'(A)cX oldugundan

f'(V)e k(x) olur. Bu da f fonksiyonun her xe X noktasinda siirekli oldugunu gosterir.



1.2. Teorem: [28]

(X,1) ve (Y,d) topolojik uzaylar olmak iizere f : X — Y bir fonksiyon olsun

f siireklidir & VACY icin (' (A)) " <f ' (A7)

Ispat : = f siirekli olsun VACY i¢in (f ' (A)) "cf ' (A") oldugunu gostermeliyiz.

AcA™ = ' (A)cf'(A7). A"ed alalim, f fonksiyonu siirekli oldugundan f™' (A™)et
dur. f ' (A)c(f' (A)) " cf ' (A7) elde edilir.

&: VACY i¢in (f ' (A)) <f "' (A™) olsun.

VvBed icin f'(B)et oldugunu gostermeliyiz. Yani ' (B)=(f"'(B))” esitligini
gostermeliyiz.

Df ' (B)c(f™ (B))~ daima saglanur.

Bed =BcY oldugundan (f™'(B)) cf'(B~).B kapali kiime oldugundan B =B dir.
Dolayisiyla 2) (f ' (B)) "<f ™' (B )< £ (B) dir.1) ve 2) ifadelerinden f~' (B)=(f ' (B))~ olur.

Yani f™' (B)et olur. Dolayisiyla f fonksiyonu siireklidir.

1.3 Teorem: [28]
(X,7) ve (Y,9) topolojik uzaylar olmak iizere f : X — Y bir fonksiyon olsun

f siireklidir <VBCY igin £ (B®)c(f ™ (B))°

Ispat := f fonksiyonu siirekli olsun

VBe§ icin £~ (B)e dur. B°=B=> ' (B%)c ' (B)

(' (B))°ct " (B), B® acik kiime ve f fonksiyonu siirekli oldugundan ' (B°)e T olur.

Buradan ™' (B®)c(f ' (B))° olur.

&:VBCY icin ' (B®)(f ' (B))° olsun VBe§ i¢in f ' (B)e T oldugunu gostermeliyiz.

Yani f~' (B)=(f ' (B))° esitligini gostermeliyiz. 1) (f ' (B))°cf ™ (B) daima saglanir.

BcY icin f ' (B (f7 (B))° dir.B°cB oldugundan 2) f ' (B)c (f ' (B))° dir.

1) ve 2) den f'(B)= (f'(B))° elde edilir. Yani f™' (B)et olur. Dolayisiyla f fonksiyonu

sureklidir.



1.4. Teorem: [28] Bir topolojik uzayda bir kiimenin ag¢ik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, o

kiimenin kendi noktalarinin komsulugu olmasidir.

Ispat: (X,7) topolojik uzay ve AcX olsun. AeteVxeA icin Aek(x) oldugunu
gostermeliyiz.
:=Ae 7T olsun.Vxe A icin xe AcCA oldugundan Ae k(x) olur.

<: Vxe A icin Ae k(x) olsun. Bu durumda 3 Txe T > xe TxCA dir.TxeT i¢in UA T=A=Aex

1.8. Tanmm: (X,t) topolojik uzay ve herhangi iki A, Bc X alt kiimeleri verilsin. Eger
A" NB#0 veya AnB #d ise A ve B kiimelerine ayrik olmayan iki kiime denir. Eger

A~ nB=¢ ve AnB™ =¢ ise A ve B ye ayrik iki kiime [28] denir.

1.9 Tamm: (X, 1) topolojik uzay olsun. X uzayi, ayrik ve bostan farkli iki kiimenin
birlesimine esit ise X uzayma baglantisiz uzay [28] denir. Eger X uzayi, bostan farkli ayrik
acik iki kiimenin birlesimi olarak gosterilemiyorsa X uzayina baglantili uzay [28] denir. Bu
tanim1 sembolik olarak :

(X,7) uzay1 baglantisiz < (3 A,Be 1,AnB=0¢) : (X=AUB) seklinde yazabiliriz.

1.10 Tammm: (X,7) bir topolojik uzay, AcX olsun. Eger A™°=¢ ise A kiimesi X uzayinda
hicbir yerde yogun degildir denir. [8]

1.11 Tanmm: (X,7) bir topolojik uzay olsun. X in alt kiimelerinin bir (A;);€l ailesi verilsin.

Eger X= 'UIAi ise (A,),.; ailesine X uzaymin bir ortiiliisii denir. Eger her i€l i¢in A; kiimeleri

X uzaymin agik alt kiimeleri ise (A, ), ailesine X uzayinin bir agik ortiiliisii denir. Eger JcI

iel

ortiiliistine X uzaymin sonlu alt ortiiliisii denir. Eger

iel

sonlu X:_UJAi ise X uzaymnin (A,)

(A ), ailesinin bir alt ailesi, X uzaymm Orterse bu alt aileye X in bir alt ortiiliisti denir. [2]

1.12 Tanmm: (X,7) topolojik uzay1 verilsin Eger X uzayinin her agik ortiiliisiiniin sonlu bir alt

ortiiliisti varsa X uzayina kompakt uzay [28] denir.



1.13 Tanmm: (X,7) topolojik uzayr ve bir A c Xalt kiimesi verilsin. Eger (A, t,)alt uzay1

kompakt ise A kiimesine X uzayinin kompakt bir alt kiimesi [28] denir.

1.14 Tammm: (X,7) topolojik uzay ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesinin her agik
ortiiliisti, kapanislart A kiimesini orten sonlu bir alt aileyi kapsarsa A kiimesine kapanis

kompakt (closure compact) [4] denir.

1.15 Tanim: (X,T) topolojik bir uzay olsun. Herhangi bir xe X noktasini iceren VcX acik

kiimesi i¢in W~ cV olacak sekilde x noktasini iceren bir WV acik kiimesi varsa, X uzayina

regiiler (diizenli) uzay [11] denir.

1.16 Tanmm: (X,7) topolojik uzay ve AcX alt kiimesi verilsin. Eger A~ =A oluyorsa A ya

regiiler agik kiilme, A° =A oluyorsa A ya regiiler kapali kiime denir. [6]

1.17 Tammm: (X,T) bir topolojik uzay olsun. Her x, yeX (xzy)) icin xeU, yeV ve
U™ NV~ =0 olacak sekilde UcX ve Vc X acik kiimeleri varsa X uzayina Urysohn Uzayi [18]

denir.

1.18 Tamim: f: X—Y bir fonksiyon olsun. Her xe X icin g(x) = (x, f(x)) olarak tanimlanan

g: X—XxY fonksiyonuna f nin grafik fonksiyonu denir. [18]

1.19 Tanmim: (X,T) topolojik uzay ve bir AcX alt uzayi verilsin. Her a€ A i¢in r(a) = a olarak
tanimlanan, siirekli bir r: X—A fonksiyonu varsa A ya X in geriye doniisii (retract1) denir. r

fonksiyonuna X den A ya bir geriye doniisiim (retraction) denir. [18]

1.20 Tanm: (X,t) topolojik uzay ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A {iizerindeki
Ta={ANU:Uet} topolojisine A nin alt uzay (relatif) topolojisi denir. (A, Ts) topolojik

uzayina da (X, T) uzayinin bir alt uzay1 denir. [28]



1.21 Tanmm: f: (X,7)—(Y,y) fonksiyonu ve AcX kiimesi verilsin. Her xe A i¢in f | 4 (X)=f(x)
seklinde tanimlanan f | 4 (A;ta)—=(Y,y) fonksiyonuna, f fonksiyonunun A ya kisitlanmis

fonksiyonu denir. [28]

1.22 Tanmm: f: (X,7) )—(Y,y) fonksiyonu verilsin. Her UcX agik kiimesi i¢in f(U) kiimesi Y
de acik ise, f fonksiyonuna agik fonksiyon denir. [28]

1.23 Tanmmm: BcX kiimesi verilsin. B kiimesinin her yerde yogun olmasi icin gerek veyeterli

sart B” =X olmasidir. Eger ACc B~ ise B kiimesi A kiimesi icinde her yerde yogundur denir.

1.24 Tanmm: [1] (X,7) bir topolojik uzay AcX bir alt kiime olsun.Herhangi bir xe X noktasim
iceren her T acik kiimesi A kiimesinin x den farkli en az bir noktasini iceriyorsa, x noktast A
kiimesinin bir yig1lma noktasidir denir. A nin y1gilma noktalarinin kiimesi A~ ile gosterilir. Bu
tanim1 sembolik olarak :

xe X, xe A sVTe 3 xe T igin (T\{x})NA#0 seklinde yazabiliriz.



BOLUM II

Asagidaki zayif siireklilik tiiriinii N.Levine [12] 1961 yilinda tanimlamistir.

2.1. Tamm: f: X—Y fonksiyonu ve herhangi bir xe X noktas1 verilsin. f(x) noktasini igeren

her VY agik kiimesi i¢in f(U)c V™ olacak sekilde x noktasini igeren bir Uc X acik kiimesi
varsa, f fonksiyonuna zayif siirekli [12] denir.
1961 yilinda N.Levine [12], zayif siirekli fonksiyonlarin asagidaki karakterizasyonunu

vermistir.

2.1 Teorem: [12] X ve Y topolojik uzaylar olmak iizere f: X—Y bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f fonksiyonunun zayif siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul Y’deki her V agik

kiimesi i¢in £ (V)c( £ (V™) )° olmasidir.

Ispat: = f fonksiyonu zayif siirekli olsun. Herhangi bir VCY acik kiimesi ve xe f (V)
noktasi verilsin. Buradan f(x)e V dir. f zayif siirekli oldugundan xe U ve f(U)c V™ olacak
sekilde bir UcX acik kiimesi vardir. Buradan xe Ucf ™' (V™) olur. Béylece xe(f (V™) )°
olur. O halde f ™' (V)c( £ (V™))° dir.

<: Bir xe X ve f(x) noktasini iceren bir VCY agik kiimesi verilsin. Hipotez geregince

xe ' (V)c(f'( V7))° dir.

U=(f~"'(V7))° diyelim. Buradan xe U ve f(U)=f((f (V™ )°)cf(f '(V~ )<V~ olur.

2.1 Tanim geregince f zayif siireklidir.

2.1. Sonug: [12]: Eger f: X —Y fonksiyonu zayif siirekli ise bu durumda X deki bir A agik
kiimesi ve Y deki her V acik kiimesi icin f ' (V)c £~ (V™ )nA’dur.

Ispat: VCY herhangi bir acik kiime olsun. f fonksiyonu zayif siirekli oldugundan 2.1 Teorem
[12] geregince ' (V)cf ' ((V™))° olur.

£ (V)cf ™' (V™) oldugundan f " (V)cf (V)N (f (V")) elde edilir.

A=(f'(V7))° diyelim. Buradan f ' (V)cf "' (V™ )NA elde edilir.



2.2 Teorem: [18] Eger f: X—Y fonksiyonu zayif siirekli ise bu durumda her VCY acik
kiimesi i¢in (f ' (V)) cf (V™) dur.

Ispat: Bir xe ((f ' (V))"\f ' (V")) noktasinin var oldugunu kabul edelim. Bu xe (f "' (V))~
ve x¢ f (V™) olmasini gerektirir. x¢ f ' (V™) ifadesinin f altindaki goriintiisii almirsa
f(x)¢ V™ olur. Dolayisiyla kapanis noktasi tanmimimdan WNV=¢ olacak sekilde f(x)’i iceren
bir WY acik kiimesi vardir. V acik bir kilme ve Wc W™~ oldugundan VAW ™ =¢ olur. f
fonksiyonu zayif siirekli oldugundan f(U)c W~ olacak sekilde x noktasini iceren bir Uc X
acik kiimesi vardir. Boylece f(U)NV=¢ elde edilir. Diger taraftan xe (f "' (V))~ oldugundan
UNf ™ (V)#0 olur. Bu ifadenin f altindaki goriintiisii almirsa f(U)NV#¢ olur boylece bir

celiski elde edilmis olur. Yani (f ' (V)) " cf ™' (V™) dur.

1974 yilinda T.Noiri [18] tarafindan verilen yukaridaki teorem 1982 yilinda Espelie ve
Joseph [7] tarafindan genellestirilerek zayif siirekli fonksiyonlarin asagidaki karakterizasyonu

verilmistir.

2.3 Teorem: [7] f: X—Y fonksiyonunun zay1f siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y’deki

her V agcik kiimesi igin (f 7' (V)) " <f (V") dur.

Ispat: =2.2 Teorem [18] den agiktir.

«: Herhangi bir xe X noktasin1 alalim. f(x) noktasini iceren herhangi bir VCY acik kiimesi
verilsin. Bu durumda f(x)&(Y\V™)~ ve x¢ £ (Y\V")7) olur. Y\V~ kiimesi, Y de acik
oldugundan hipotez geregi (f'(Y\V™)) cf'((Y\V~)") olur. Buradan x&(f ' (Y\V "))~
elde edilir. Kapanis noktas1 tanimindan UN(f ™ (Y\'V™))=0 olacak sekilde x noktasini iceren
bir UcX agik kiimesi vardir. Buradan UN(X\f ' (V™))=0 olur. Dolayisiyla Ucf ™ (V™) elde

edilir. Boylece f(U)c V™ olur. O halde f fonksiyonu zay1f siireklidir.
Simdi zayif siirekli bir fonksiyonun diger karakterizasyonlar1 icin, 1968 yilinda

N.V.Velicko [27] tarafindan tanimlanan 0- kapali kiime tanimim verelim.



2.2. Tammm: [27] (X,7) topolojik uzay, AcX alt kiimesi ve xe X noktasi verilsin. x noktasini
iceren her VcX acik kiimesi icin ANV~ #( ise x noktasina A kiimesinin 6- kapanis noktasi
denir ve xe A ile gosterilir. Eger A=A ise A kiimesine 0- kapal1 kiime [27] denir.

Uyar: (X, 7) topolojik uzay ve AcX olsun. A" c Ay oldugu agiktir. Ayrica A kiimesi, kapali

ise bu durumda A™=A dir.

2.4 Teorem [7] :

f: (X,7)— (Y, ) fonksiyonu icin asagidaki ifadeler esdegerdir.
a) f fonksiyonu zayif siireklidir.

b). Her ACY igin (f '((A;)%) < ' (A)

¢) Her VCY acik kiimesi i¢in (f ' (V7)) <f'( V")

d) Her VCY regiiler kapali kiimesi i¢in (f 7' (V®) "cf ' (V)

e) Her VCY acik kiimesi icin (f 7' (V)) cf ' ( V™)

Ispat: a) =b) Her AcCY kiimesi ve xe (X\f'(Aj;)) noktasi verilsin. Buradan f(x)¢ A,
dir. f fonksiyonu zayif siirekli oldugundan, f(B)c(Y\Ay )~ olacak sekilde x noktasini iceren
bir BcX agik kiimesi vardir. Boylece f(B)M( Ay )°=0 olur. Dolayisiyla BN f ™' (A, )*)=0 dir.
Buradan x¢ (f ' ((A;)%) " olur.

b) =c) Her VY acik kiimesi i¢cin V™ =V, oldugundan ¢ikar.

c) =d) Her VY regiiler kapali kiimesini alalim. Buradan c) geregince;

(F7 (V) =(F7 (V) ) et (V) )=f " (V) olur

d) =e) Her VCY acik kiimesi i¢cin V™ regiiler kapali oldugundan

(f7'(V) <(f(V)?) <f (V") olur.

e) =a) 2.3. Teoremden elde edilir.

D.A. Rose [24] tarafindan verilen zayif siirekli fonksiyonun bir diger karakterizasyonu

asagidaki teoremle verilmistir.

2.5.Teorem: [24] f: X — Y fonksiyonunun zayif siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her
Ve icin 7' (V) c(f(V7))° olacak sekilde Y iizerindeki topolojinin bir B acik tabaninin

olmasidir.



Ispat: : =2.1 Teorem [12] den agiktur.
«: Bir xe X noktas1 ve f(x) noktasim iceren herhangi bir VcY acik kiimesi verilsin.

V:BUﬁB oldugunu varsayalim. Bu durumda f(x)e B olacak sekilde bir Be acik kiimesi

vardir. Hipotez geregince xe f ' (B)c( f ' (B™))° olur. Boylece
! (V)=f_l(]}JBB)=]}JB £ (E")CBU[3 (f 7 (B7))"( BUB f(B7))=
=(f~ (BIEJB B™))’=(f7(( BIEJBB) N)=(FT(V))°

elde edilir. O halde 2.1 Teorem [12] geregince f fonksiyonu zayif siireklidir.
Simdi de siireklilik ile zayif siirekliligi karsilagtiralim.
2.6.Teorem: [12] f: X — Y fonksiyonu siirekli ise zayif siireklidir.

Ispat: Herhangi bir xe X noktas1 verilsin. f fonksiyonu siirekli oldugundan f(x) noktasini
iceren her VY acik kiimesi i¢in f(U)cV olacak sekilde x noktasini igeren bir UcX agik

kiimesi vardir.

Vc V™ ve f(U)cV olur. Boylece f fonksiyonu zayif siireklidir.

Zayif siirekli fonksiyonlarin, genellikle siirekli olmasi gerekmez. Bu asagidaki Ornekte

verilmigtir.

2.1 Ornek: X={1, 2, 3, 4} kiimesi iizerinde t={X,d, {2}, {3}, {2,3}, {1,2}, {1,2,3}, {2,3.4} }
topolojisi  verilsin. f: (X,1)—(X,t) fonksiyonu f(1)=3, f(2)=4, f(3)=2, f(4)=1 seklinde
tanimlansin. Bu durumda f zayif siireklidir. Fakat 1€ X i¢cin f(1)=3e V={2,3}et ve

leU={1,2}e7 icin f(U)={3,4} oldugundan f(U)zV elde edilir. O halde f fonksiyonu x=1

noktasinda siirekli degildir.
Deger uzayinin regiiler olmasi durumunda siireklilik ile zay1f siireklilik cakismaktadir.

2.7. Teorem: [12] Y regiiler uzay olmak iizere f:X—Y fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun

zayif siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun siirekli olmasidir.
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Ispat: <: 2.6 Teorem [12] den agiktur.

: = Bir xe X noktas1 ve f(x) noktasini iceren herhangi bir VCY acik kiimesi verilsin.
Y regiiler uzay oldugundan f(x) e Wc W™ cV olacak sekilde bir WY agik kiimesi vardir. f

fonksiyonu zayif siirekli oldugundan f(U)c W~ cV olacak sekilde x noktasini igeren bir UcX
acik kiimesi vardir. Dolayisiyla xe X olmak iizere f(x) noktasini iceren her V'Y acgik kiimesi
icin f(U)cV olacak sekilde x noktasim iceren bir UcX acgik kiimesi vardir. Boylece f
fonksiyonu siireklidir.

Zayif siirekli fonksiyonlarin 6zelliklerini inceleyelim. Oncelikle zayif siirekli

fonksiyonlarin kisitlanmis fonksiyonlarla ilgisini aragtiralim.

2.8. Teorem: [20] Eger f: X—Y fonksiyonu zayif siirekli ve A, X’in bir alt kiimesi ise bu

durumda f | A ‘A=Y kisitlanmis fonksiyonu zayif siireklidir.

Ispat: V,Y de herhangi bir acik kiime olsun. f zayif siirekli oldugundan 2.3 Teorem [7]
geregince (f '(V)) <f ™' (V) elde edilir. Buradan;
(] )" OVDA™=(F ' V) nA- (T (V)" NAC T (V)NA= (], )" (V)

olur. Boylece f | A kisitlanmis fonksiyonunun zayif siirekli oldugu goriiliir.

2.2. Sonuc: [20] Zayif siirekli bir fonksiyonun acik bir kiimeye kisitlanis1 zayif stireklidir.
ispat: 2.8. Teorem [20] den aciktir.
Zay1f siirekli fonksiyonlarin bileskesi zayif siirekli degildir. Ancak asagidaki teoremler vardir.

2.9. Teorem: [20] Eger f: X—Y zayif siirekli ve g: Y—Z fonksiyonu siirekli ise bu durumda
gof bileske fonksiyonu zayif siireklidir.

Ispat: Bir xe X noktas1 ve (gof) (x) noktasini iceren herhangi bir VCZ agik kiimesi verilsin. g

fonksiyonu siirekli oldugundan g~'(V) kiimesi Y’de agiktir. f zayif siirekli fonksiyon
oldugundan f(U)c( g~'(V))~ olacak sekilde x noktasi igeren Uc X agik kiimesi vardir.
Buradan,Ucf ' (g7 (V) )cf ' (g7 (V7)) elde edilir. Boylece Ucf'(g' (V7)) ve

dolayisiyla (gof) (U)c V™ olur. O halde gof bileske fonksiyonu zayif siireklidir.
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2.10 Teorem: [20] Eger f: X—Y fonksiyonu siirekli ve g: Y—Z fonksiyonu zayif siirekli ise

bu durumda gof bileske fonksiyonu zayif siireklidir.

Ispat: Herhangi bir xe X noktas1 ve (gof)(x)=g(f(x))e Z noktasini iceren herhangi bir VcZ
acik kiimesi verilsin. g fonksiyonu zayif siirekli oldugundan g(U)c V™ olacak sekilde ye Y
noktasini iceren bir UCY acik kiimesi vardir. Burada g(y)=(gof)(x) ve Ucg™' (V™) olur. Her

iki tarafin f~' altindaki goriintiisii almirsa; £~ (U)cf ™' (g™ (V7)) elde edilir. f fonksiyonu

siirekli oldugundan f ™' (U) kiimesi aciktr. f ™' (U)=T diyelim. Buradan Tc (gof)" (V™) olur.

Boylece (gof (T)c V™ elde edilir.
O halde gof bileske fonksiyonu zayif siireklidir.

Bir fonksiyon zayif siirekli ise grafik fonksiyonu da zayif siireklidir. Bu teorem asagida

verilmigtir.

2.11.Teorem: [18] f: X —Y bir fonksiyon ve g: X—X x Y fonksiyonu her xe X noktasi icin
g(x)=(x,f(x)) seklinde tamimlanan f’nin grafik fonksiyonu olsun. Bu durumda g
fonksiyonunun zayif siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun zayif siirekli

olmasidir.

Ispat: = Herhangi bir xe X noktasi ve f(x) noktasim iceren herhangi bir VCY acik
kiimesini alalim. Bu durumda XxV, XxY de g(x)’i iceren bir agik kiimedir..

g grafik fonksiyonu zayif siirekli oldugundan g(U)c(XxV) =XxV~ olacak sekilde x
noktasin1 igeren bir UcX acik kiimesi vardir. g fonksiyonu f'nin grafik fonksiyonu
oldugundan f(U)c V™~ olur. O halde f fonksiyonu zayif siireklidir.

& : Herhangi bir xe X noktas1 ve g(x) noktasini iceren X x Y’deki herhangi bir W acik
kiimesini alalim. Bu durumda g(x)=(x, f(x)) € RxVcW olacak sekilde xe RcX ve f(x)e VY
acik kiimeleri vardir.

f fonksiyonu zayif siirekli oldugundan UcR ve f (U)c V™ olacak sekilde x noktasinm igeren
bir UcX acik kiimesi vardir. Boylece g(U)cRx V™ c(RxV) c W™ elde edilir. O halde g

fonksiyonu zayif stireklidir.
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2.12.Teorem: [18] AcX ve f: X—A fonksiyonu, X uzayindan A kiimesi iizerine bir zayif
stirekli geriye doniisiim olsun. Eger X Haussdorff uzayi ise bu durumda A, X’in kapali bir alt

kiimesidir.

Ispat: A kiimesinin kapali olmadigimi varsayalim. Bu durumda A~ A olur. Dolayisiyla bir
xe (A7 \A) noktasi vardir. f fonksiyonu zayif siirekli geriye doniisiim oldugundan f(x)# x elde
edilir. X Hausdorff uzay1 oldugundan xe U ve f(x)eV olacak sekilde ayrik, acik U ve V
kiimeleri vardir. Boylece UN'V™ =0 elde edilir. W, x noktasini iceren X deki herhangi bir acik
kiime olsun. Bu durumda UNW, x noktasini iceren bir acik kiimedir ve dolayisiyla xe A~
oldugundan (UNW)NA#¢ olur. Buradan bir ye UNWnNA noktas1 vardir. ye A oldugundan
f(y)=ye U ve boylece f(y)¢ V™ olur. Bu ise f(W)Z V"~ olmasi demektir. Bu da f’nin zayif
siirekli geriye doniisiim olmasiyla celisir. O halde A kiimesi X’de kapal1 bir kiimedir.

Baglantihik, zayif siirekli fonksiyonlarla korunur. Bu durum asagidaki teoremde

verilmistir.

2.13 Teorem: [18]: X baglantili bir uzay ve f: X—Y fonksiyonu orten ve zayif siirekli ise bu

durumda Y uzay1 da baglantilidir.

Ispat: Y uzayinin baglantili olmadigim varsayalim. Bu durumda Vi~ Vo=0 ve V,UV,=Y
olacak sekilde bog olmayan VY ve V,CY agik kiimeleri vardir.

Buradan ' (V)N f ' (Vo)=0 ve ' (Vi)uf "' (V2)=X elde edilir. f fonksiyonu 6rten
oldugundan j=1,2 i¢in ' (V;)#0 olur. Teorem 2.1 geregince, f fonksiyonu zayif siirekli

oldugundan f~'(V))cf™(V,"))° olur. Y baglantisiz uzay oldugundan, V; kiimeleri agik ve

ayni zamanda kapali olup £~ (V))c( £~ (V;))° elde edilir.

(f7'(V))°’cf ™ (V) oldugundan, j=1,2 i¢in f'(V;) kiimeleri X i¢inde agik olur. Bu ise X
uzaymin baglantisiz olmasiyla ¢elisir. O halde Y uzay1 baglantilidir.

Kompakt bir kiimenin zayif siirekli bir fonksiyon altindaki goriintiisii, kapanis kompakttir. Bu
asagidaki teoremle verilmistir. Fakat biz oncelikle kompakt uzay ve kompakt kiime tanimini

verelim.
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2.3 Tanim: a) (X, 7) bir topolojik uzay ve y, X’in ortiiliisii olsun. Eger y’nin her elemani bu
uzayda agik ise y’ye bir acik oOrtiiliis ad1 verilir.

b) (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger X’in her acik ortiiliistiniin sonlu bir alt ortiiliisii varsa
bu topolojik uzaya kompakttir denir.

¢) (X, 1) bir topolojik uzay ve A cX olsun. Eger (A, 7,) alt uzay: kompakt ise A kiimesine bu

topolojik uzayda kompakttir denir.

2.14 Teorem: [4] f: X—Y fonksiyonu zayif siirekli ve A, X’de kompakt bir kiime olsun. Bu
durumda f(A), Y de kapanis kompakt bir alt kiimedir.

Ispat: v, f(A) min agik bir ortiiliisii olsun. Ve 6={Vey: VNf(A)zd} diyelim. Bu durumda ¢
ailesi f(A) nmin bir acgik ortiiliisiidiir. Vke A ve baz1 Vie o kiimeleri icin f(k)e Vi dir. f
fonksiyonu zayif siirekli oldugundan f (Uyc V, olacak sekilde X de k y1 iceren bir Uy acgik
kiimesi vardir. Buradan {Ui:ke A} ailesi, A nin bir agik ortiiliisii ve dolayisiyla A, | A nin
sonlu bir alt kiimesi olmak iizere A nin sonlu bir {Uy:ke A,} alt ortiiliisii vardir.

Boylece {(V, ):ke A,} ailesi f(A) kiimesini oOrter. O halde f(A), Y’de bir kapanis kompakt alt

kiimedir.

Zayif siirekli fonksiyonlarla Urysohn uzayimmin ters goriintiisii, Hausdorff uzayidir. Bu
asagidaki teoremle verilmistir. Teoremi vermeden Once Hausdorff uzay1 ve Urysohn uzayi

tanimlarini verelim.

2.4. Tanim: a) (X, T) bir topolojik uzay olsun. Eger her x, y € X (x#y) icin xe€G, yeH ve
GNH=¢ olacak sekilde GcX ve HcX agik alt kiimeleri bulunabiliyorsa bu (X,T) topolojik
uzayina Hausdorff uzay1 (veya T, - uzayi) adi verilir.

b) Eger her kapal1 ve ayrik AcX ve BcX alt kiimeleri ve G&X ve HcX acik alt kiimeleri i¢in
GNH=¢ olacak sekilde AcG ve BcH bulunabiliyorsa bu (x,7) topolojik uzayina bir Urysohn
uzayi (veya T4 — uzay1) denir. [28]

14



2.15 Teorem: [18]: Y Urysohn uzay1 olmak iizere f : X—Y fonksiyonu zayif siirekli ve bire

bir ise, bu durumda X uzay1 Hausdorff uzayidir.

ispat: Her x;, x; € X (x; # X2) noktalar1 i¢in f fonksiyonu bire bir oldugundan f(x;)#f(x,) dir.
Y Urysohn uzay: oldugundan f(x;)e Vi, f(x2)e V, ve V, NV, =0 olacak sekilde VicY ve
V> Y acik kiimeleri vardir. Buradan;

(f 'I(Vl_))"m(f ’I(Vz_ ))°=0 elde edilir. f fonksiyonu zayif siirekli oldugundan 2.1. Teorem
[12] geregince;

j=1,2igin xje £ (Vyc(f ' (V, ) elde edilir. Boylece X uzayimn Hausdorff uzay1 oldugu

gosterilmis olur.

2.16 Teorem: [18]: Y Urysohn uzay1 olmak iizere f;:X—Y ve f,:X—Y fonksiyonlar zayif
stirekli ise bu durumda {xe X: f;(x)=f>(x)} kiimesi X de kapalidir.

Ispat: A={xeX: fi(x)=f,(x)} diyelim. Eger xe (X\A) ise bu durumda f;(x)#f»(x) dir. Y
Urysohn uzay1 oldugundan fi(x)e Vi, f2(x)e Vo, ve V, NV, =0 olacak sekilde V,CY ve
VoY agik kiimeleri vardir. f; fonksiyonlan zayif siirekli oldugundan 2.1. Teorem[12]
geregince j=1,2 i¢in xe j'l (Vyc(f j'l (Vy ))° elde edilir.

U=(f, ' (V,)°’(f,' (V,” ))° diyelim. Bu durumda V,” "V, =0 oldugundan

xe Uc(X\A) olacak sekilde U, X de bir acik kiimedir. Boylece X\A kiimesi, X de aciktir.
Dolayisiyla A kiimesi, X de kapalidir.

2.3 Sonug: Y Urysohn uzay1 olmak iizere f;: X—Y ve f,: X—Y fonksiyonlar1 zayif siirekli

fonksiyonlar olsun. Eger B, X de yogun ve B iizerinde f;=f, ise bu durumda f;=f, dir.

Ispat: 2.16 Teorem [18] ispatindaki A kiimesini B={xe X: f;(x)=f»(x)} olarak alalim. Bu
durumda B kiimesi, X de kapalidir. B, X de yogun oldugundan, B~ =X olup B=X dir. O halde

f}, f: X—Y fonksiyonlar1 esit fonksiyonlardir.
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BOLUM III

ZAYIF' SUREKLILIK VE SUREKLILIK

1961 yilinda N.Levine [12] tarafindan tanimlanan zaylf* stirekliligin zay1f siireklilikle

birlikte siirekliligi gerektirdigi gosterilmistir.

3.1. Tanim: f: X—Y fonksiyonu verilsin. V, Y de herhangi bir agik kiime olmak iizere

71 (V) kiimesi, X de kapali ise f fonksiyonuna zayif siirekli [12] denir.

3.1. Lemma: [12] Zayif siireklilik, zayif siirekliligi gerektirmez.

3.1.0rnek: X={a, b} kiimesi iizerinde T={X, ¢, {a} } topolojisi ve Y={1, 2} kiimesi iizerinde
o={Y, 0, {2} } topolojisi verilsin. f: X—Y fonksiyonu f(a)=1 ve f(b)=2 seklinde tanimlansin.
f fonksiyonu zayif siireklidir, fakat zayif siirekli degildir. Gergekten; beX igin
f(b)=2e V={2}Y acik kiimedir.

(@V)=V N(Y\V) ={2} n{1} =YN{1}={1} oldugundan f~' (V)= f~'({1})={a} kiimesi,
X de kapal1 degildir.

3.2. Lemma: [12] Zaylf* siireklilik, zayif siirekliligi gerektirmez.
3.2. Ornek: X = {a, b} kiimesi iizerinde; 1={X, 0} topolojisi ve Y={1, 2} kiimesi tizerinde
o={Y, ¢, {1}, {2} } topolojisi verilsin. f: X— Y fonksiyonu f(a)=1 ve f(b)=2 seklinde

tanimlansin. Bu durumda f fonksiyonu zayif siireklidir, fakat zayif siirekli degildir.

Gergekten ae X icin f(a)=1€ V={1}Y acik kiimedir ve a’y1 i¢eren agik kiime sadece X dir ve

V™ ={1} oldugundan f(X)=YZ{1}=V~dir. Dolayisiyla f fonksiyonu zayif siirekli degildir.

Stireklilikle, Zaylf* stireklilik kavramlar1 asagida incelenmistir.

3.1. Teorem: [12] f: X — Y fonksiyonu siirekli ise zaylf* sureklidir.
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Ispat: Her Vc Y acgik kiimesi icin (dV)=V ™ N(Y\V) ™~ kiimesi, Y de kapali bir kiimedir. f
fonksiyonu siirekli oldugundan 1.1. Teorem [1] geregince f~' (dV) X de kapali bir kiime olur.

Boylece f fonksiyonu zayif  siireklidir.
3.3. Lemma: [12] Zayif " siireklilik, siirekliligi gerektirmez.

3.3. Ornek: 3.2. ornekteki f fonksiyonu zaylf* siireklidir, fakat siirekli degildir. Gercekten
ae X ic¢in; f(a)=1le V={1}eo ve aeU=Xe7 icin f(U)=f(X)=Yz{1}=V dir. Dolayisiyla f

fonksiyonu siirekli degildir.

1961 yilinda N.Levine [12] nin verdigi asagidaki teorem, siirekliligin
genellestirilmesinde iki cesit ¢caligma alaninin baslangici olarak kabul edilebilir. Birincisi yeni
tip siireklilik cesitlerinin tespit edilip genellestirilmesi, ikincisi de siirekliligin ayrigimi

konusunda yeni ¢aligmalarin baglamasidir.

3.2. Teorem: [12] X ve Y topolojik uzaylar olmak iizere f: X—Y bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f fonksiyonunun siirekli olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun hem zayif

siirekli hem de zayif  siirekli olmasidr.

Ispat: =2.6 Teorem [12] ve 3.1 Teorem [12] geregince f fonksiyonunun siirekli ise zayif
siirekli ve zayif siirekli oldugu agiktir.
< f fonksiyonu zayif siirekli ve Zaylf* stirekli olsun. Herhangi bir xe X noktas1 verilsin.

f(x) noktasim iceren herhangi bir VCY acik kiimesini alalim. f fonksiyonu zayif siirekli
oldugundan f(x) noktasini igeren her V agik kiimesi i¢in f(U)c V™~ olacak sekilde x noktasini
iceren bir UcX acgik kiimesi vardir. V=V \V oldugundan f(x)¢dV olur. Buradan
xe (V) elde edilir. f fonksiyonu zayif siirekli oldugundan xe (U\f ' (@V)=UNf "' (QV)'
dir. 7' (V) kapali oldugundan (f~'(dV))' acik bir kiimedir. UcX de agik bir kiimedir.
Dolayistyla agik iki kiimenin ara kesiti de agik oldugundan xe (U\f ™' (dV)) acik bir kiimedir.
Simdi f(U\f ' (0V))cV oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin bir ze (U\f ' (9V)) alalim.
Buradan zeU olur. f(U)cV oldugundan f(z)e V- elde edilir. z¢ f'(@V) oldugundan
f(z)¢ (@V)=V~\V olur. Boylece f(z)eV olur. Yani f(U\f™'(0V))cV olur. O halde f

fonksiyonu siireklidir.
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3.1 Lemma: [12] Zayif siirekli fonksiyonlarin bileskesi zayif siirekli degildir. Ancak

asagidaki ozellikler saglanir.

3.3 Teorem: [12] f: X—Y siirekli fonksiyon ve g: Y—>Z zaylf* stirekli fonksiyon ise gof:
X—Z bileske fonksiyonu zaylf* siireklidir.

Ispat: Herhangi bir WcZ acik kiimesi alalm. g Zaylf* siirekli oldugundan g~' (W)Y

kapalidir. f siirekli oldugundan (gof) "' (@W)=f "' (g~ (dW)) kiimesi, X de kapalidir. Boylece

gof fonksiyonu zaylf* stireklidir.

3.4 Ornek: X={1,2,3} kiimesi iizerinde ={¢, X, {1}}, v=P(X) ve 6={0, X, {2}} topolojileri
verilsin. f: (X,7)—(X,0) ve g: (X,0)—(X,0) birim fonksiyonlar olsun. Bu durumda f ve g
fonksiyonlari zaylf* stireklidir. Fakat gof bileske fonksiyonu Zaylf* stirekli degildir. Gergekten
(20f) " @({2))=(20f) " ({1,3D=F " (g™ ({1,3D)=F " ({1,3))=({1,3}) kiimesi (X,T) uzayma
gore kapali degildir.
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BOLUM IV

Bu boliimde 1982-1983 yilinda A.S. MASHOUR ve arkadaglar1 tarafindan [15] tanimlanan 6n
acik kiime (pre open), 6n siirekli (pre continuous) fonksiyon, o- agik kiime, ¢~ siireklilik ve

a-agik fonksiyon ve Husain anlaminda hemen hemen siireklilik kavramlar incelenmistir.

4.1.Tanmim: (X,7) topolojik uzay ve AcX olsun. Eger A= A°" ise A kiimesine “regiiler kapali

kiime” denir. [15]

4.2.Tanmmm: (X,7) topolojik uzay ve AcX olsun. Eger A=A ise A kiimesine “regiiler agik”
kiime denir. [15]

4.3. Tanmim: (X,7) topolojik uzay ve AcX olsun. Ac A ™°ise A kiimesine 6n acik (pre open)

kiime ve eger A°” cA ise A kiimesine on kapali (pre close) kiime denir. [15]

A kiimesinin kapsadig biitiin 6n acik kiimelerin birlesimine A kiimesinin On i¢i [22] denir ve

A} ile gosterilir.

4.1. Teorem: [15] Her acik kiime 6n aciktir.

Ispat: (X,1) topolojik uzay ve AcX acik alt kiime olsun. ACA~ oldugundan
A=A°c A" =Ac A° olur. O halde A kiimesi 0n agiktir.

4.1. Lemma: [15] On acik bir kiimenin agik olmasi1 gerekmez. Gergekten X={a,b,c} kiimesi
tizerinde T={¢, X, {a,b}} topolojisi verilsin. {a} kiimesi 6n agik bir kiimedir, fakat acik bir

kiime degildir.

4.3. Tamm: f: (X,71)—(Y,0) fonksiyonu verilsin. Y deki her ac¢ik kiimenin ters goriintiisii, X

de 6n acik ise f fonksiyonuna on siirekli denir. [15]

4.4. Tanmm: f: (X,7)—(Y,0) fonksiyonu verilsin. X in her kapali kiimesinin goriintiisii 6n

kapali ise f fonksiyonuna 6n kapali fonksiyon denir. [15]
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4.5. Tanmm: (X,7) bir topolojik uzay ve AcX olsun. Eger AC A" ise A kiimesine o- agik

kiime, eger A" c A ise A kiimesine a-kapali kiime denir. [15]

4.6. Tanmm: (X,7) bir topolojik uzay ve AcX olsun. Eger AC A® ise A kiimesine yar1 agik

kiime, eger A™° A ise A kiimesine yari kapali kiime denir. [12]

4.7. Tamm: (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar ve f: X—Y fonksiyon olsun. Y deki her acik

kiimenin ters goriintiisii X de yari agik kiime ise f fonksiyonu yar siireklidir.

4.8. Tanmm: (X,7) bir topolojik uzay ve AcX olsun. Eger A°° cA ise A kiimesine yar1 6n

kapali kiime veya B-kapali kiime ve eger ACA™* ise A kiimesine yar1 6n agik veya B-acik

kiime denir. [15]

4.9. Tanmm: (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar ve f : X—Y bir fonksiyon olsun. X in her kapali

kiimesinin goriintiisii yar1 kapali ise f fonksiyonuna yar1 kapali fonksiyon denir. [15]

4.10. Tanim:X, Y topolojik uzaylar olmak {iizere f:X—Y taniml bir fonksiyon olsun. Her
AcX acik kiimesi icin f(A) goriintii kiimesi yar agik bir kiime ise f fonksiyonu yar1 acgik bir

fonksiyondur. [15]

4.11. Tanmmm. X, Y topolojik uzaylar olmak iizere f : X—Y taniml bir fonksiyon olsun. Her
A cX acik kiimesi icin f(A) goriintii kiimesi 6n acik bir kiime ise f fonksiyonuna on agik bir

fonksiyon denir. [15]
4.1. UyanX deki tiim « —agik kiimelerinin ailesi & (X) olarak gosterilsin. Her bir & —acik

kiimesinin yar1 acik ve 6n agik oldugu agiktir, fakat terslerinin dogru olmasi gerekmez. (4.1.

Lemma [15] de gosterildigi gibi)
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4.2. Uyan [9]

X deki yar1 agik kiimeler ailesi Y.A.(X) ile ve X deki 6n acik kiimeler ailesi O.A.(X) ile
gosterilecektir. Y.A.(X) ailesinin her zaman bir topoloji olmas1 gerekmez.

Ja,b], [a,b], [a,b[ araliklarinin her biri IR’ uzayinda yar1 aciktir. Oysa ]Ja,b[ M [b,c[ kesisim
kiimesi IR uzayinda yar1 acik degildir. Bu araliklarin hig biri 6n agikta degildir.

Q Rasyonel sayilar kiimesi IR uzayinda 6n acik olmasina karsin yari acik degildir.

geIR \Q olmak iizere A=IR \Q ve B=Qu{q} 6n acik kiimelerinin kesisimi 6n agik
olmadigindan O.A.(X) ailesinin her zaman bir topoloji olmasinin gerekmedigi anlasilir. Oysa
O.AX)NY.A(X) ailesi bilindigi gibi daima bir topolojidir.

Dikkat edilirse tiim yogun kiimeler on agik tiim seyrek kiimeler yar1 kapalidir.

o-SUREKLILIK

Aksi soylenmedigi siirece X, Y, Z uzaylari, ayirma aksiyomlarinin olmadigi varsayilan

topolojik uzaylar olsun.

4.12.Tammm: f: X—Y taniml bir fonksiyon olsun. Eger her VCY ag¢ik kiimesinin ters
goriintiisit X de bir o~ acgik kiime ise f fonksiyonuna o~ siirekli denir. Yani her VCY acik

kiimesi icin £~ (V)c(f ' (V))°™° ise f fonksiyonu o- siireklidir. [15]

4.2. Teorem: [15] f: X—Y bir fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler esdegerdir.

a) f a-siireklidir.

b) Her xe X ve f(x) i igeren her bir VCY agik kiimesi i¢in xe W, f(W)c V olacak sekilde
We o(X) vardir.

¢) Y deki her bir kapali kiimenin tersi o- kapali kiimedir.

d) Her AcX icin f(A ™ )c(f(A)) ™~ dur.

e) Her MY igin (f '(M)) ° cf ' (M") dur.

4.1. Sonug: X deki tiim 6n agik kiimelerin ailesi O.A(X) ile ve Y deki tiim &n agik kiimelerin

ailesi O.A.(Y) ile tanimlansin. f: X—Y o- siirekli olsun. Bu durumda [15]
a) Her Ae O.A(X) icin f(A™)c(f(A)) ™ dir
b) Her Ve O.A(X) igin (f (V) <f (V™) dur.
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Ispat: a) Her Ac O.A(X) icin A kiimesi regiiler aciktir. Dolayisiyla 4.2. Tamim [15] geregince
A=A"° dir. Buradan A" =A"°" olur. 4.2. Teorem [15] in d) ifadesinden
f(A™)=f(A™")c(f(A))~ ve benzer sekilde

b) Her Ve O.A(X) O.A(X) i¢in V kiimesi regiiler agiktir. 4.2. Tanim [15] geregince V=V ~°
dir. 4.2. Teorem: [15] 1n e) ifadesinden (f ' (V)) =(f '(V™°)) cf (V") dr.

4.1. Not: X topolojik uzayinda X\A regiiler — acik (yar agik, on-agik a-acik, B-acik) ise A ya
regiiler — kapali (yar1 — kapali, 6n-kapal a-kapali, B-kapali) kiime denir.
A regiiler —kapali ©A=A"°" dur.

4.13 Tamm: f: X—Y fonksiyonu verilsin. Eger her xe X noktas1 ve f(x) noktasini iceren her
VY acik kiimesi icin f(U ™ )cV ™ olacak sekilde x noktasini igeren bir UcX agik kiimesi var

ise f fonksiyonuna - siirekli denir.

4.3. Teorem: [15] f: X—Y fonksiyonu - siirekli ise ayn1 zamanda 6- siireklidir.

ispat: xe X ve f(x) i iceren VCY acik kiimesi verilsin. 4.2. Teorem [15] in e) ifadesinden
(f7'(V)) " <f (V") duw. f, a- siirekli oldugundan

(£ V)£ (V) )(F(V)°°) cf (V) > <f (V™) dir. Boylece ™' (V)cf (V)
olur. (f™(V))°°=U diyelim. Buradan U cf (V") olacak sekilde x noktasini iceren bir
UcX acik kiimesi vardir. Ifadenin her iki tarafinin f altindaki goriintiisiinii alirsak f(U ™)<V~

elde edilir. Boylece f, - siirekli olur.

HUSAIN ANLAMINDA HEMEN HEMEN
SUREKLILIK VE ZAYIF SUREKLILIK

Bu siireklilik c¢esidi 1966 yilinda T.Husain [10] tarafindan tanimlanmig ve

incelenmistir. Daha sonra 1982 yilinda Mashhour ve arkadaslar1 [15] tarafindan tanimlanan

on siireklilik kavramiyla cakistigi da ifade edilmistir.
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4.14. Tamm: Bir f: X—Y fonksiyonu verilsin. Eger her xe X noktasi ve f(x) noktasini igeren
her VY acik kiimesi icin (f'(V))~, xe X in bir komsulugu ise f ye Husain anlaminda

hemen hemen siirekli denir. [10]

4.2. Lemma: [10] Her siirekli fonksiyon on siireklidir, fakat karsit1 genellikle dogru degildir.

Gergekten R reel sayilar kiimesi iizerinde U alisilmis topolojisi verilsin. f: (R,U)—(R,U)

l,xe
fonksiyonu; f(x)= {0 E% seklinde tanimlansin. f Dirichlet fonksiyonu on siireklidir, fakat

’

stirekli degildir.

Simdi T.Noiri (1987) ve D.A Rose (1984) tarafindan tanimlanan 6n siireklilik kavramlarinin

cakistigini ifade eden asagidaki teoremi inceleyelim.

4.4. Teorem: [23],[20] f: X—>Y fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun Husain anlaminda

hemen hemen siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart f nin 6n siirekli olmasidir.

Ispat: :=Herhangi bir xe X noktas1 ve f(x) noktasini iceren her VCY acik kiimesi verilsin.
Bu durumda xe f'(V) olur. f fonksiyonu Husain anlaminda hemen hemen siirekli
oldugundan xeUc(f'(V))~ olacak sekilde bir UcX agik kiimesi vardir. Buradan
xeU=U°c(f " (V)) ™ olup, £ (V)c(f'(V))™ olur. Dolayisiyla f~'(V) kiimesi, X de 6n

aciktir. Boylece f fonksiyonu on siireklidir.

«: Herhangi bir xeX noktas1 ve f(x) noktasini igceren her VY acik kiimesi icin
(f'(V)(£'(V)7)° olsun. (f'(V))°=U diyelim. U, X de acik bir kiimedir ve x
noktasini icerir. Dolayistyla U=(f (V) °c(f ' (V))~ elde edilir. Buradan (f ' (V))~ kiimesi
x noktasinin bir komsulugudur. Boylece f fonksiyonu Husain anlaminda hemen hemen

sureklidir.
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4.5. Teorem:[22] X ve Y iki topolojik uzay olsun. f : X—Y fonksiyonu verilsin. bu takdirde
asagidaki ifadeler denktir.

a) f fonksiyonu Husain anlaminda hemen hemen siireklidir.

b) f fonksiyonu 6n siireklidir

c) Herhangi bir xe X noktasi i¢in f(x) noktasim iceren her VcY acik kiimesinin ters
goriintiisii, X noktasini igeren 6n acik bir kiimedir

d) Her xe X ve f(x) noktasini iceren her VCY acik kiimesi i¢in f(U)cV olacak sekilde x

noktasini iceren bir UcX 6n acik kiimesi vardir.

e) Her UcX i¢in f(U ) < (f(U))~
g) Her VCY igin (f(V)), < f7(V")

f) Her VCY igin £ '(V*) c (f ' (V));

On siireklik ile zayif siireklilik birbirinden bagimsiz kavramlardir. Ancak asagidaki 6zellikler

vardir.

4.6. Teorem: [18] Eger f: X—Y fonksiyonu o6n siirekli ve her VCY agik kiimesi icin
(f'(V))” < f (V" )ise bu durumda f fonksiyonu zay1f siireklidir.

Ispat: Herhangi bir xe X noktas1 ve f(x) noktasini iceren her VCY acik kiimesi icin hipotez
geregince (f™'(V))” < f ' (V") olur. f fonksiyonu 6n siirekli oldugundan, xe U c (f ' (V))~
olacak sekilde bir UcX acik kiimesi vardir. Bu ifadenin f altindaki goriintiisii alimirsa 4.1.
sonuc [15] in d) ifadesinden f(U)cf((f' (V) )cfE (V7)) c V™ elde edilir. Bu ise f

fonksiyonun zayif siirekli oldugunu gosterir.

4.2.Sonug: [18] f : X — Y fonksiyonu 6n siirekli olsun. Bu durumda f fonksiyonunun zayif
siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart her Vc'Y acik kiimesi icin (f™'(V))" cf'(V")

olmasidir.

ispat: 2.2. Teorem [18] ve 4.6 Teorem [18] in direkt sonucudur.
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4.3. Lemma [20] Zayif siirekli bir fonksiyonun 6n siirekli olmas1 gerekmez.

4.1. Ornek: X={ab,c,d} kiimesi iizerinde T={ 0,X,{b},{c},{b,c},{a,b},{a,b,c},{b,c,d}}
topolojisi verilsin. f: (X,1) = (X,1) fonksiyonu f(a) = ¢, f(b) = d, f(c) =b ve f(d) = a seklinde
tanimlansin. Bu durumda f fonksiyonu zayif siireklidir, fakat on siirekli degildir.

Gercekten;
V = {c}cX acik kiimesi i¢in £ (V)=f"({c})={a} ve (V)" ={a}) " ={a}°=¢
oldugundan (V)& (f™'(V))™ elde edilir. Dolayisiyla f fonksiyonu Husain anlaminda

hemen hemen siirekli degildir.

4.4. Lemma [20] On siirekli bir fonksiyonun zayif siirekli olmas1 gerekmez.

4.2. Ornek: X = {1,2,3,4} kiimesi iizerinde T ={0,X,{1},{2},{1,2},{3,4},{2,3,4}} topolojisi
ve Y = {x,y,z} kiimesi iizerinde ¢ ={0,Y,{y},{z},{y,z},{X,y}} topolojisi verilsin.
f=(X,1)— (Y, o) fonksiyonu f (1) =x, f(2)=f(3)=y vef (4) =z seklinde tanimlansin. Bu
durumda f fonksiyonu ©On siireklidir, fakat zayif siirekli degildir. Gercekten 3eX icin
f(3)=ye V={x,y}e 6 ve V™ ={x,y} oldugundan ve 3e U ={3,4} icin f(U) = f({3,4}) =
{y,z} oldugundan f(U) = {y,z}& V™ ={x,y} elde edilir. Dolayisiyla f fonksiyonu zayif
stirekli degildir.

Asagidaki orneklerden zayif siireklilik ile zaylf* stireklilik kavramlart birbirinden bagimsiz

oldugu goriiliir.

4.5 Lemma: On siirekli bir fonksiyonun zaylf* stirekli olmas1 gerekmez.

Gercekten 4.2.0rnekteki f fonksiyonu alindiginda, V= {y}e o kiimesi icin
V=V Nn(Y\V) ={x,y}n{x,z}={x} oldugundan ' (V) =f ' ({x}) = {1} kiimesi X de
kapali degildir. Dolayisiyla f fonksiyonu zaylf* siirekli degildir.

4.6.Lemma: Zayif siirekli bir fonksiyonun n siirekli olmasi gerekmez.

4.3.0rnek: X = {1,2,3,4} kiimesi iizerinde t={X, ¢,{3},{2,3},{2,3,4},{1,2,3}} topolojisi ve

Y={x,y,z} kiimesi iizerinde ¢ ={0,Y,{x},{y}.{y,z},{x,y}}topolojisi verilsin.
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f:(X,1) = (Y,0) fonksiyonu f(1) = f(2) = x, f(3) = y ve f(4) = z seklinde tanimlansin. Bu
durumda f fonksiyonu Zaylf* stireklidir. Fakat 6n siirekli degildir. Gergekten
V={x}e o kiimesi i¢in;

£ (V) ={1,2}ve(f (V) =({1,2})” ={1,2,4}, (V)™ =({1,2,4})° = ¢ oldugundan

£f7'(V) & (f (V)™ elde edilir. Dolayistyla f fonksiyonu 6n siirekli degildir.
4.7. Lemma: Ac OA(X) ve Be ou(X) olsun. Bu durumda AN Be a(A) dur.

Ispat: A 6n acik bir kiime oldugundan Ac A™ B a-acik bir kiime oldugundan Bc B°™°
(ANB)c (A NnB?)=(A""NnB")  c(ANnB)”" veya

(ANB)c((ANnB°)*"NA) c(AnB°) nA)°’ =(AnB°)°=(AnB)*”

Dolayisiyla (AN B) c (AnB) °° olur ki bu da (A NB)nin a- agik kiime oldugunu gosterir.
Yani (AN B)e o(A)dir.

4.7. Teorem: [16] Eger f : X—Y fonksiyonu o- siirekli ve A, X in bir alt kiimesi olsun.

Ae OA.(X) ise f | A A = Y kisitlanmus fonksiyonu o- siireklidir.

Ispat: Vc Yacik bir alt kiime olsun. f o- siirekli oldugundan f~'(V) X de o- acgik bir
kiimedir ve ™' (V)e a(X) olur. Lemma 4.7.den Ae O.A.(X) oldugundan

AN (V)= (f\A)-1 (V)e a(A)dir. Bu da (f\A)-1 (V) nin A da o~ agik bir kiime oldugunu
gosterir, dolayisiyla f | , fonksiyonu o- siirekli olur.

4.8. Lemma: [16] AcYc X, Ye a(X) veAe a(Y) ise Ae a(X) dir.

Ispat: Ae a(Y) ise A, Y de a- agik bir kiimedir ve dolayisiyla Ac (A3)™ dir. AJ° Y de
acik bir kiimedir ve (A% )™ = (Y nU) olacak sekilde bir U X acik kiimesi vardir. Ye o(X)

ise Y, X de o~ agik bir kiimedir ve Y Y°° dir. Dolayisiyla AcY < Y°° oldugundan
Ac Y eldeedili. Ac A”° =(YNU) ise Ac (Y nU) olur. Buradan

Ac((Y*)c D) (YU =((A)) )" =((AY) )" =(A})™
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(A5) Y de acik bir kiime oldugundan (AY)=VNY olacak sekilde bir V&X acik kiimesi
vardir. Ye a(X) ve A€ oY) oldugundan Y Y°° ve Ac(AY) ° dir. Buradan
Ac(VNY) c(VNn )N c(VNY)" " =(A°)"° c A”° dir. Yani Ac A°° elde

edilir. Dolayisiyla Ae ou(X) olur. Yani A, X de o acik bir kiimedir.

4.8. Teorem: [16] f : X— Y bir fonksiyon ve her iel i¢in U, € o(X) olacak sekilde
{U; :ie I} X in bir ortiiliisi olsun. Eger her ie I i¢in f|, :U; =Y kisitlanmis fonksiyonu

- siirekli ise f fonksiyonu da o siirekli olur.

Ispat: VcY agk bir kime olsun. Her iel igin f|U, o~ siirekli oldugundan
(f‘Ui YH(V)e o(U,) dir. Herieli¢in U, € a(X) oldugundan 4.8. Lemma [16] dan dolay1 her
iel icin (f‘U‘ Y (V)e au(X)dir. Fakat £ (V) = UI((f‘Ui)‘l (V)) dir.

Bu durumda ' (V)e a(X) dir. Ciinkii o- acik kiimelerinin birlesimi bir o- acik kiimedir. Bu
da f fonksiyonunun o- siirekli oldugunu gosterir. o~ siirekli f : X— Y fonksiyonlarinin daha

farkli karakterizasyonlar1 asagidaki sekilde verilmistir.
a) Eger X baglantili bir uzay ise f(X) de baglantilidir.
b) Eger f lizerine bir fonksiyon ve eger X hemen hemen her yerde kompakt ise Y de hemen

hemen her yerde kompakttir.

Not: f:X—Y bir fonksiyon olsun. Her ye Y i¢in f(x)=y olacak sekilde bir xe X noktas1 var ise

f fonksiyonuna iizerine fonksiyon denir.
Bu durumdan su sonuclar da ¢ikarilabilir.

4.3. Sonug: [16] f : X— Y tamimli bir fonksiyon ve her xe X icin g(x) = (x, f(x)) seklinde
tanimlanan g: X — XxY fonksiyonu f nin grafik fonksiyonu olsun. g fonksiyonun o- siirekli

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun « - siirekli olmasidir.
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4.4. Sonug: [16] Her ie I i¢in f;: X; — Y, seklinde ve her {x;}e IIX, icin f : IIX, — I1Y,
fonksiyonu f({x;})={fi(x;)} seklinde tanimli olsun. her i€ I icin f fonksiyonunun «- siirekli

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her i€ I i¢in fj fonksiyonlarinin o- siirekli olmasidir.

a- ACIK VE a-KAPALI FONKSIYONLAR

4.15 Tammm: f : X—Y taniml bir fonksiyon olsun. X deki her AcX acik kiimesi icin f(A)

goriintii kiimesi o- agik kiime ise f fonksiyonuna o- acik fonksiyon denir. [16]

4.9 Teorem: [15] f: X—Y fonksiyonunun o- acik fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
her xe X ve x noktasim iceren her UcX acik kiimesi icin Wcf (V) olacak sekilde f(x)

noktasini iceren bir WCY o~ acik kiimesinin bulunmasidir.

Ispat: Tanim 4.15. ten acikca goriilmektedir.

4.16 Tammm: AcX alt kiimesini igeren biitiin « - kapali kiimelerinin kesisimine A nin o-

kapanis1 denir ve A ile gosterilir. [16]

4.10 Teorem: [16] f: X—Y fonksiyonunun o~ kapali fonksiyon olmasi icin gerek ve yeter

kosul her AcX alt kiimesi i¢in (f(A) , )~ <f(A™) olmasidir.

Ispat: Tanim 4.16 dan acik¢a goriilmektedir.

4.11 Teorem: [16] f: X—Y o- acgik bir fonksiyon olsun . Eger WY ve FcX alt kiimesi
f~' (W) yi iceren kapali bir kiime ise bu durumda f~' (H)c F olacak sekilde W y1 iceren bir

HcY o- kapali kiimesi vardir.
Ispat: H=(Y\f(X\F)) olsun. f ' (W)cF oldugundan f(X\F)c(Y\W) dir. f @~ agik bir fonksiyon

oldugundan 4.2. Teorem [15] in c¢). maddesinden dolay1 HCY alt kiimesi o- kapali bir

kiimedir ve ' (H) = (X\f "' (f(X\F)))c(X\F)= F elde edilir. Yani f ' (H)c F dur.

28



4.5 Sonug: [16] Eger f:X — Y fonksiyonu « - acik bir fonksiyon ise bu durumda :
a) Her BCY kiimesi igin ™' (B™)°")c(f ' (B)) ~
b) AcO.A.(Y) i¢in ' (A7 )c(f ' (A))~ dur.

4.9 Lemma. [16] Eger f: X — Y fonksiyonu 6n —agik bir fonksiyon ise bu durumda her VcY
alt kiimesi icin ' (V° ) c (' (V)™ dur.

4.12 Teorem: [16] Eger f: X—Y fonksiyonu 0n siirekli ve yar siirekli bir fonksiyon ise f o-

stirekli bir fonksiyondur.

Ispat: VCY acik bir kiime olsun. f &n siirekli bir fonksiyon oldugundan £ ™' (V), X de 6n agik
bir kiimedir ve dolayisiyla

a) £ (V)c(f™' (V)™ dir. f yan siirekli bir fonksiyon oldugundan ™' (V), X de yar1 agik bir
kiimedir ve dolayisiyla;

b) f'(V)c(E (V) dir. £ (V) ((F (V) ) =t (V)™ dir.

Bu da f fonksiyonun o-siirekli bir fonksiyon oldugunu gosterir.

4.13 Teorem: [16] f: X—Y fonksiyonu a-siirekli ve 6n acik bir fonksiyon ise her VY o-

acik kiimesi i¢in ' (V), X de bir a-acik kiimedir.

Ispat: VCY bir a-agik kiime olsun. Bu durumda VcV°™® olur. 4.12 Teorem [16] dan
yararlanarak her iki tarafin f~' altindaki goriintiisii alinirsa

£Vt (V) cE(VO ) c(f (V)™ dir. 4.9 Lemma [16] dan

£ (V)c(f™" (V°))™° dir. f « -siirekli bir fonksiyon oldugundan 4.12. Teorem [15] geregince
£ (V)c(f ' (V))°° dir. Buda f~' (V) nin X de o -acik kiime oldugunu gosterir.

4.5 Sonug: [16] Eger f: X—Y fonksiyonu o -siirekli ve 6n acik bir fonksiyon ise:
a) Her bir o -kapal1 kiimenin ters goriintiisti o -kapalidir.

b) Her bir AcX alt kiimesi i¢in f (A) c (f(A)), dir.

Ispat: Dogrudan dogruya 4.13. Teorem [16] y1 takip eder.

29



4.14 Teorem: [16] f: X —>Y ve g: Y —»Z tanimh iki fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu 6n
acik ve a -siirekli, g fonksiyonu o-siirekli bir fonksiyon ise bu durumda gof: Y—Z bileske

fonksiyonu o-siireklidir.

Ispat: g fonksiyonu o -siirekli oldugundan VcZ acik kiimesi icin g ' (V) kiimesi Y de a-agik
kiime olur. f fonksiyonu 6n acik ve o-siirekli oldugundan g~'(V) o-agik kiimesi igin

£ (g7'(V)) kiimesi X de o-agik bir kiime olur. Dolayistyla gof fonksiyonu o -siireklidir.

4.15 Teorem: [16] f: X—Y fonksiyonu 6n siirekli ve a-acik bir fonksiyon olsun. Bu durumda

Y deki her 6n acik kiimenin ters goriintiisii X de 6n agik bir kiimedir.

Ispat: VCY alt kiimesi Y de bir 6n acik kiime olsun. Bu durumda V< V™ dir ve buradan
(V) cf (V) cE (V)™ cf' (V7)) dir. f a-acik bir fonksiyon oldugu icin 4.5.
Sonug: [16] a) geregince ' (V) < (' (V7)™ < ((F7'(V))°=( " (V)™ dir.

Yani f' (V)c (™ (V))™ oldugundan f' (V) kiimesi X de 6n acik bir kiimedir.
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BOLUM V
SINGAL ANLAMINDA HEMEN HEMEN SUREKLILIiK VE ZAYIF SUREKLILIK

Bu bolimde zayif siirekli fonksiyonlarin Singal anlaminda hemen hemen siirekli

fonksiyonlarla ilgisi incelenmistir.

5.1. Tammm: f: X—Y fonksiyonu verilsin. Eger her xe X noktasi ve f (x) noktasini iceren her

VY acik kiimesi icin f (U)c V™ olacak sekilde x noktasin iceren bir Uc X acik kiimesi

varsa f fonksiyonuna Singal anlaminda hemen hemen siirekli denir. [25]

5.1. Uyarn: [25] Siirekli her fonksiyon Singal anlaminda hemen hemen siireklidir, fakat karsiti

genellikle dogru degildir.

5.1. Ornek: X={1,2,3,4} kiimesi iizerinde t={X,$,{3},{1,2},{1,2,3},{3,4}} topolojisi ve
Y={x, y, z} kiimesi iizerinde 6={9,Y,{z},{x,z}.{y,z}} topolojisi verilsin. f: (X, T)—(Y, ©)
fonksiyonu f(1) = f(2) = x, f(3) =y ve f(4) = z seklinde tamimlansin. Bu durumda f fonksiyonu
Singal anlaminda hemen hemen siireklidir, fakat siirekli degildir.

Gercekten 4eX icin f(4)=z € V ={z}ec ve 4e U={3,4}e7 icin f(U) = f({3,4})={y,z}
oldugundan f(U)z V elde edilir. Dolayisiyla f fonksiyonu siirekli degildir.

5.2. Uyar: [25] Singal anlaminda hemen hemen siirekli her fonksiyon zayif stireklidir, fakat

karsit1 genellikle dogru degildir.

5.2. Ornek: X={1,2,3.4} kiimesi iizerinde T={9,X,{2},{3}.{2,3}.{1,2},{1,2,3},{2,3.4}}
topolojisi verilsin. f: (X,T) —(X,T) fonksiyonu f(1)=3, f(2)=4, f(3)=2, f(4)=1 seklinde
tammmlansin. 1€ X i¢in f(1)=3e V={3}et ve V =({3}) ={3.4}, V°=({3,4})°={3}
oldugundan ve 1e U={1,2} i¢cin f(U)= f({1,2})={3,4} oldugundan f(U)gV° elde edilir.
Dolayisiyla f fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siirekli degildir.

Singal anlaminda hemen hemen siireklilik kavrami zayif* siireklilik ile on stireklilik

kavramlarindan bagimsizdir. Bu durum asagidaki 6rneklerden ¢ikar.

31



5.1. Lemma: Singal anlaminda hemen hemen siirekli bir fonksiyonun zayif* siirekli olmasi
gerekmez.

5.3. Ornek: X={1,2,3,4} kiimesi iizerinde t={¢,X,{3},{1,2},{1,2,3},{3,4}} topolojisi ve
Y={x,y,z} kiimesi iizerinde c={0,Y,{z},{x,z},{y.z}} topolojisi verilsin. f (X,T)— (Y,0)
fonksiyonu f(1)=f(2)=x, f(3)=y ve f(4)=z seklinde tanmimlansin. Bu durumda f fonksiyonu

Singal anlaminda hemen hemen siireklidir fakat zayif* siirekli degildir. Gergekten
V={x,z}ec  kiimesi igin V' =Y ve (Y\V)~ = {y} ={y}oldugundan
V=V N(Y\V) =YN{y}={y} olur. Buradan f™'(dV)={3}e 1 kiimesi X de kapali

degildir. Dolayisiyla f fonksiyonu zaylf* stirekli degildir.

5.2. Lemma:Singal anlaminda hemen hemen siirekli bir fonksiyonun 6n siirekli olmasi

gerekmez.

5.4. Ornek:5.3. Ornekteki f fonksiyonu alindiginda V={z}e ¢ acik kiimesi i¢in f (V) = {4},
E'(V) ={4}ve ((f'(V))°=¢ oldugundan f'(V)z (f(V)))° elde edilir.

Dolayisiyla f fonksiyonu 6n siirekli degildir.

5.1. Teorem: [14] f: X — Y fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siirekli ve V'Y agik

bir kiime olsun. Eger x¢ f ' (V) fakat xe (f ' (V))~ ise bu durumda f(x)e V™ dur.

Ispat: xef'(V) ve xe(f'(V))~ olacak sekilde bir xe X noktas: alahm. f(x)¢ V-
oldugunu varsayalim.Bu durumda kapanis noktasi tanimindan W NV = ¢ ve f(x)e W olacak
sekilde bir Wc Y agik kiimesi vardir. V kiimesi acik oldugundan W™ NV =¢ ve buradan
W™ NV =¢ olur. f fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siirekli oldugundan

f(U)c W™ olacak sekilde x noktasini igeren bir Uc Xagik kiimesi vardir. Boylece

f(U)NV = ¢ olur. xe (f'(V)) oldugundan UNf~' (V) # ¢ olur. Buradan f(U)NV # ¢ olur

ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla f(x)e V™ olur.

5.2. Teorem: [14] f: X — Y fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siirekli olsun. Bu

durumda her V c Y agik kiimesi icin (f (V)" < f (V") dir.
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Ispat: Vc Y acik bir kiime olsun. 5.1 Teorem [14] geregince f ((f™'(V))") =V~ olur.

(f7'(V) cf 't "(V)))) cf (V) elde edilir. Buradan (f '(V))” < f (V") olur.

5.3. Teorem: [14] f: X—Y acik bir fonksiyon olsun. Bu durumda her AcCY igin
f (A7) c(f'(A)) dir.

5.1. Sonug: [14] f: X — Y fonksiyonu ag¢ik ve Singal anlaminda hemen hemen siirekli ise, bu

durumda her VY acik kiimesi i¢in (f'(V))" =f (V") olur.

Ispat: 5.2. ve 5.3 Teoremlerinden dolay1 agiktir.

Zayif siirekli fonksiyonlarin, Singal anlaminda hemen hemen siirekli olmasi1 i¢in fonksiyonun

acik olmasi gerekir. Bu durum asagida verilmistir.

5.4. Teorem: [25] f: X —Y fonksiyonu acik ve zayif siirekli ise bu durumda f fonksiyonu

Singal anlaminda hemen hemen siireklidir.

Ispat: Bir xe X noktas1 ve f(x) noktasini iceren herhangi bir V agik kiimesi verilsin. f

fonksiyonu zayif siirekli oldugundan f(U)c V™ olacak sekilde x noktasim iceren bir Uc X
acik kiimesi vardir. f fonksiyonu ag¢ik oldugundan f(U) kiimesi; Y de agiktir. Dolayisiyla f(U)

=(f(U))°c V™ elde edilir. Yani f(U)c V™ oldugundan f fonksiyonu Singal anlaminda

hemen hemen siireklidir.

5.2. Sonug: [25] Acik bir fonksiyonun Singal anlaminda hemen hemen siirekli olmasi igin

gerek ve yeter kosul fonksiyonun zayif siirekli olmasidir.

Ispat: 2.3 Teorem, 5.1. Sonug ve 5.4. Teorem kullanilarak ispat yapilir.

[25] de incelenen Singal anlaminda hemen hemen siirekli fonksiyonlarinin

karakterizasyonunun yalnizca asagidaki sekilde ifadesini verelim.
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5.5. Teorem: f: (X, t) — (Y,o) fonksiyonu i¢in asagidaki ifadeler denktir.

a) f fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siirelidir.

b) Y uzayindaki her regiiler acgik alt kiimenin ters goriintiisii, X uzayinda agik kiimedir.

¢) Y uzayindaki her regiiler kapali alt kiimenin ters goriintiisii, X uzayinda kapali kiimedir.

d) Her xe X noktas1 ve f(x) noktasini igeren her regiiler acik Vc Y kiimesi i¢in f(U)c V

olacak sekilde x noktasi igeren bir U < X acik kiimesi vardir.
e) Y uzayindaki her V agik kiime i¢in £ (V) < (f ' (V™°))° dur.

f) Y uzayindaki her W kapal kiime icin (f (W ™))" < f (W) dur.

* Baglantililik, Singal anlaminda hemen hemen siirekli fonksiyonlarla korunur.

5.6. Teorem: [14] f:X — Y fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siirekli ve orten

olsun. X uzay1 baglantili ise bu durumda Y uzay1 da baglantilidir.

Ispat: X uzay1 baglantili, fakat Y uzay1 baglantisiz olsun. Bu durumda f(X) = Y =AUB ve

ANB=¢ olmak iizere A ve B kiimeleri hem agik hem kapalidir. Dolaysiyla Y uzayinin
regiiler acik ve regiiler kapal alt kiimeleridir. f fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen
siirekli oldugundan 5.5. Teorem geregince f~'(A) ve f~'(B) kiimeleri, X de agik ve kapali
kiimelerdir. Aym zamanda ANB=¢ oldugundan f'(A)nf'(B)=¢ ve Y=AUB

oldugundan f~'(A)Uf ™ (B)=X olur. Bu ise X uzaymin baglantili olmasiyla gelisir. O halde
Y uzayi1 baglantilidir.

Singal anlaminda hemen hemen siirekli bir fonksiyonun herhangi bir kiimeye

kisitlanisinin - Singal anlaminda hemen hemen siirekli oldugu asagidaki teoremde

gosterilmistir.
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5.7. Teoerm: [25] f : (X, 1) = (Y,0) fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siirekli ve

A c X olsun. Bu durumda f | A A =Y fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siireklidir.

Ispat: f fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siirekli ve A c X herhangi bir alt kiimesi

olsun. Vc Y herhangi bir regiiler acik alt kiimesi icin kisitlanmis fonksiyon tanimindan

(f ‘ A)'l (V)=AnNnf"'(V) olur. f fonksiyonu Simgal anlaminda hemen hemen siirekli
oldugundan, f~'(V) alt kiimesi, X de agiktir. Dolayisiyla (f ‘ L) 7(V) kiimesi, A da agiktir.

Boylece f | . kisitlanmis fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siireklidir.

Singal anlaminda hemen hemen siirekli fonksiyonun bileskesi Singal anlaminda

hemen hemen siirekli degildir. Ancak asagidaki teorem vardir.

5.8. Teorem: [25] f: X — Y acik ve siirekli bir fonksiyon, g: Y — Z herhangi bir fonksiyon
olsun. gof bileske fonksiyonunun Singal anlaminda hemen hemen siirekli olmasi icin gerek ve

yeter kosul g fonksiyonunun Singal anlaminda hemen hemen siirekli olmasidir.

Ispat. = A, Z de regiiler acik bir alt kiime olsun. gof fonksiyonu Singal anlaminda hemen
hemen siirekli oldugundan (gof) ™' (A)=f ' (g ' (A)) kiimesi, X de agiktir. f fonksiyonu acik
oldugundan, f(f ' (g ' (A))) kiimesi, Y de agiktir. Dolayisiyla g ' (A) kiimesi, Y de agiktir.

Boylece g fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siireklidir.

< A,Z nin regiiler acik herhangi bir alt kiimesi olsun. g fonksiyonu Singal anlaminda hemen
hemen siirekli oldugundan g~'(A) kiimesi, Y de agiktir. f fonksiyonu siirekli oldugundan
(gof) ' (A)=f ' (g'(A)) kiimesi, X de acgiktir. Boylece gof bileske fonksiyonu Singal

anlaminda hemen hemen siireklidir.

Singal anlaminda hemen hemen siirekli fonksiyonlarin, siirekli olmasi i¢in acaba deger

uzay1 nasil olmalidir? Simdi bu durumu inceleyelim.

5.2. Tamm: (X,7) topolojik uzay olsun. Her xe X noktasi ve x noktasim igeren her U acgik

kiimesi icin xe V. V™ c U olacak sekilde bir V acik kiimesi varsa X uzayina yar1 regiiler

uzay [25] denir.
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5.9. Teorem: [25] Y yan regiiler uzay olmak iizere f: X—Y fonksiyonu Singal anlaminda

hemen hemen siirekli ise bu durumda f fonksiyonu siireklidir.

Ispat: Bir xe X noktas1 ve f(x) noktasini iceren herhangi bir VY acik kiimesi olsun. Y yari
regiiler uzay oldugundan f(x) e AcA™° cV olacak sekilde bir A acik kiimesi vardir. f
fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siirekli oldugundan f(x) € f(U)c A™ olacak
sekilde x noktasini igeren bir U agik kiimesi vardir. Boylece f(U) <V bulunur. Dolayistyla f

fonksiyonu siireklidir.

5.3. Sonug: f: X —Y bir fonksiyon ve Y yan regiiler uzay olsun. f fonksiyonunun siirekli
olmas1 icin gerek ve yeter kosul f fonksiyonun Singal anlaminda hemen hemen siirekli

olmasidir.

Ispat: Her siirekli fonksiyon Singal anlaminda hemen hemen siirekli oldugundan ve 5.9.

Teoreminden sonug elde edilir.

Zayif siirekliligin, Singal anlaminda hemen hemen siirekli olmasi icin deger uzayinin

hemen hemen regiiler olmasi gerekir. Asagida hemen hemen regiiler uzay tanimi verilmistir

5.3. Tanim: (X,7) topolojik uzay olsun. Her xe X noktas1 ve x noktasini iceren her V regiiler

acik kiimesi icin xe Uc U™ < V olacak sekilde bir U regiiler acik kiimesi varsa X uzayina

hemen hemen regiiler uzay [26] denir.

5.3. Uyari: [26] Hemen hemen regiilerlik ile yan regiilerlik birbirinden bagimsiz
kavramlardir. Ayrica hemen hemen regiiler ve yari regiiler bir uzay, regiiler bir uzaydir. Bagka
bir deyisle yan regiiler bir uzayin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul uzayin hemen
hemen regiiler olmasidir. Ancak hemen hemen regiiler bir uzayin regiiler olmas: gerekmez.
Aym sekilde yar1 regiiler bir uzayinda regiiler olmasi gerekmez. Bunlardan baska bir

Hausdorff uzay1 hemen hemen regiiler ise uzay Urysohn uzayidir.

5.10 Teorem: [29] Y hemen hemen regiiler uzay olmak iizere f: X — Y fonksiyonu verilsin.
Bu durumda f fonksiyonunun Singal anlaminda hemen hemen siirekli olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul f fonksiyonunun zayif siirekli olmasidir.
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Ispat: = Singal anlaminda hemen hemen siirekli bir fonksiyonun zayif siirekli oldugundan
aciktir.
< f fonksiyonu zayif siirekli olsun. Herhangi bir xe X noktas1 ve f(x) noktasim iceren

herhangi bir regiiler acik V'Y kiimesi verilsin. Y uzay1 hemen hemen regiiler oldugundan
f(x)e A c A™ < V™ olacak sekilde regiiler acik bir AcY kiimesi vardir. f fonksiyonu zayif
stirekli oldugundan, f(U)c A~ olacak sekilde x noktasini igeren acik bir U X kiimesi vardir.

Buradan f(U) <V ™ olur. Boylece f fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen siireklidir.

Smngal ve Husain anlaminda hemen hemen siireklilikler birbirinden bagimsiz

kavramlardir. Bu kavramlar i¢in asagidaki teoremler verilebilir.

S.11.Teorem: [14 ] f: X — Y fonksiyonu agik ve Singal anlaminda hemen hemen siirekli ise,

f fonksiyonu Husain anlaminda hemen hemen siireklidir.

Ispat: xe X noktasi ve f(x) noktasim iceren herhangi bir V. cY acik kiimesi olsun. f
fonksiyonu acik oldugundan 5.3. Teorem geregince, f ' (V™)< (f™'(V))™ olur. V° regiiler
acik bir kiimedir ve Vc V™ c V™ oldugu aciktir. f fonksiyonu Singal anlaminda hemen
hemen siirekli oldugundan, 5.5. Teorem geregince, f ' (V™°) kiimesi X de aciktir. Dolayisiyla
f'(V)cf ' (V)c(E'(V))" olur. Bu ise (f7'(V))~ kiimesinin x noktasmin bir

komsulugu olmasi demektir. O halde f fonksiyonu Husain anlaminda hemen hemen siireklidir.

5.12 Teorem: [14] f: X — Y fonksiyonu agik ve Husain anlaminda hemen hemen siirekli

olsun. f fonksiyonunun Singal anlaminda hemen hemen siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul her VY acik kiimesi igin (f ' (V))” =f (V") olmasidur.

Ispat: = 5.1. Sonugtan elde edilir.
& Her VY acik kiimesi icin (f7'(V))” =f (V") olsun. Bir xe X noktas1 ve her f(x)
noktasini igceren herhangi bir Vc Y acik kiimesi verilsin. f fonksiyonu Husain anlaminda

hemen hemen siirekli oldugundan xe U < (f '(V))” < f'(V") olacak sekilde bir Uc X

acik kiimesi vardir. Buradan f(U)c f((f ' (V))") c V™ elde edilir. Boylece f fonksiyonu zayif

stireklidir. f fonksiyonu acik ve zayif siirekli oldugundan 5.4. Teorem geregince, f fonksiyonu

Singal anlaminda hemen hemen siireklidir.
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BOLUM VI

YARI ACIK KUMELER VE TOPOLOJiK UZAYLARDA YARI SUREKLILIiK

Bu bolimde =zayif siirekli fonksiyonlarin yar1 siirekli fonksiyonlarla ilgisi

arastirilmistir. Oncelikle yar1 acik kiime kavramini inceleyelim.

6.1. Tammm: (X,7) bir topolojik uzay ve A < X alt kiimesi verilsin. Uc Ac U~ olacak sekilde

X i¢inde agik bir U kiimesi varsa A alt kiimesine yar1 acik [13] denir.

6.1. Teorem: [13] (X,7) bir topolojik uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun. A kiimesinin yar1

acik bir kiime olmasi icin gerek ve yeter kosul ACc A°" olmasidir.

Ispat: = (X,1) bir topolojik uzay ve A alt kiimesi X icinde yar1 acik bir kiime olsun. Bu
durumda 6.1. Tanimdan Uc Ac U~ olacak sekilde U acik kiimesi vardir.
UcA=>UcA°=UcA’°=U" cA° elde edilir. Dolayisiyla AcU™ cA° olur. Boylece
AcA” elde edilir.

&: AcA° olsun. U=A° diyelim.

U =A" olur. Buradanda A° cU" dur.

A" cU =AcA” cU =UcAcU" elde edilir.

6.2. Teorem: [13] Her acik kiime yar1 aciktir.

Ispat: (X, 1) topolojik uzay ve A, X de acik bir kiime olsun. A=A° olur. Dolayisiyla
A=A°c A°° cA° elde edilir. Boylece Ac A°” olup A kiimesi X de yar1 agiktir.

6.1 Lemma: Yan acgik bir kiimenin genelde agik olmasi gerekmez. Gercekten X = {a, b, c}
kiimesi iizerinde 7= {X, ¢, {a}, {b}, {a, b} } topolojisi verilsin. {a, c} kiimesi, X de yar1
aciktir, fakat acik degildir. Iki yar1 acik kiimenin kesisimi genellikle yari agik degildir.
Gercekten {b, c} kiimesi, X de yar1 aciktir. Fakat {a, c} m{b, c} = {c} kiimesi X de yar1 acik
degildir.
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6.3. Teorem: [13] X bir topolojik uzay ve { A% }, X icindeki yart acik kiimeler ailesi olsun.

Bu durumda Y A kiimesi yar1 agiktir.

Ispat: Her ae A igin U, c A, c (U,) olacak sekilde bir U, c X agik kiimesi vardir.
Buradan UAU“ c UAA“ c UA(U“)_ c (kJAUa)_olur. U= uAUaolarak alinirsa

Uc UA, c U elde edilir. Dolayisiyla UAAa kiimesi, X de yar1 aciktir.

acA

6.4. Teorem: [13] A, X topolojik uzayinda yart acik ve A c B cC Aolsun. Bu durumda B

kiimesi, X de yar1 agiktir.

Ispat: A yan acik oldugundan UcAcU~ olacak sekilde bir U acik kiimesi vardr.
AcBcA™ oldugundan UcB olur. AcU™ dan A" cU" elde edilir. O halde Bc U™ dir.

Dolayisiyla Uc B c U™ olur. Boylece B kiimesi, X de yar1 agiktir.

6.5. Teorem: [17] U acik bir kilme ve A yar1 agik bir kiime olsun. Bu durumda U A yar
aciktir.

Ispat: A kiimesi yar1 acik oldugundan O c A — O~ olacak sekilde bir O acik kiimesi vardir. U
acik kiime oldugundan UN O™ < (UNO) olur. Buradan ONUc ANnU c(ONnU)™ elde

edilir. Dolayisiyla O n U acik oldugundan A U kiimesi yar1 agiktir.
6.6. Teorem: [17] A kiimesinin yar1 acik olmasi igin gerek ve yeter sart A~ =A°" olmasidir.

Ispat: = A yan agik olsun. 6.1. Teoremden Ac A° olup buradan A~ < A° olur. Diger
taraftan A° c A oldugundan A°~ < A~ olur. Dolayisiyla A~ = A°” elde edilir.

< Hipotez geregince A° ¢ A c A=A olur. Dolayisiyla A yar1 agiktir.
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6.7. Teorem: [17] A bos olmayan yari agik bir kiime olsun. Bu durumda A°# ¢ olur.

Ispat: A kiimesi yar1 acik oldugundan 6.4. Teoremden A~ = A°" elde edilir. A° = ¢ oldugunu

farz edelim. Bu durumda A~ =¢ ve boylece A=¢ olur. Bu hipotezle celisir. Dolayisiyla
A°# ¢ dir.

6.8. Teorem: [13] X topolojik uzay ve Y, X in alt uzayr olmak iizere AcYcX olsun. A

kiimesi, X de yar agik ise, bu durumda A kiimesi Y de yar1 acik olur.

Ispat: A kiimesi, X de yar1 acik olsun. Bu durumda Uc Ac U™ olacak sekilde bir Uc X agik
kiimesi vardir. Buradan Uc AcY = UcCY dir. Boylece U=sUNY cANnYc U NY olur.

O halde U c A c (U)y olur. U kiimesi Y de aciktir. Dolaysiyla A kiimesi, Y de yar1 aciktir.

Not: X uzayinin tiim yan agik kiimelerinin ailesi Y.A (X) ile gosterilsin.

6.9. Teorem: [13] T, X icindeki acik kiimeler ailesi olsun. Bu durumda;
(1) tc Y.AX),

(2) Ae Y. A(X)ve AcBc A™ igcin Be Y.A(X) dir.

ispat: 6.4. Teorem [13] den aciktir.

6.10. Teorem: [13] B={B_ } X icindeki kiimeler ailesi olsun. (1) Tc [} ve eger (2) Be Bicin

Bc D c B ise De Bdir. Buradan Y.A (X) (1) ve (2) yi saglayan en kiigiik kiimeler ailesidir.

Ispat: Ae Y.A(X)olsun. Bu durumda Uc A c U~ olacak sekilde X icinde acik bir U kiimesi

vardir. U agik oldugundan Uetcf ise UeP dir. tcPve UeP icin Uc A c U sart1
sagladigindan Ae B dir. Boylece Y.A(X) (1) ve (2) kosullarim1 saglayan X deki en kiigiik

kiimeler ailesidir.
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6.11 Teorem: [13] (X,7) bir topolojik uzay ve U, X i¢inde acik bir kiime olsun. U~ \U kiimesi
X icinde hi¢bir yerde yogun degildir.

6.12 Teorem: [13] X bir topolojik uzay olmak iizere Ae Y.A(X) olsun. (1) Ue~, (2)
UnNB =0 ve (3) B hicbir yerde yogun degil ise A=UuU B dir.

Ispat: Ae Y.A(X)olsun. Bu durumda A, X icinde yar1 acik bir kiimedir. Dolayisiyla

Uc A c U olacak sekilde X i¢inde agik bir U kiimesi vardir. Fakat A=U U (A\U) dur.
B=(A\U) olarak secelim. Buradan A=Uu B olur. Bc(U "\U) oldugundan 6.11 Teorem [13]
den dolayr B hicbir yerde yogun degildir. Dolayisiyla A=UuUB oldugundan (1) ve (2)
dogrudan elde edilir, UNB=UN(A\U)=0 dir. Yani U X i¢inde acik oldugundan (1) Ue 1 ve
B=A\U aldigimizdan (2) UnB = UN(A\U)= ¢ dir.

6.13 Teorem: [13] Yan acik bir kiimenin bilesenlerinin de yar1 agik olmasi gerekli degildir.

Bu teorem asagidaki ornekte verilmistir.

6.1. Ornek: X reel bir uzay ve

1 11 1
A_{O}U(E’DU(Z’E)U ....... U ( )U.....olsun

A yar agik bir kiimedir. Fakat A nin bileseni olan {0}, X de yar acik degildir.

6.14 Teorem: [13] X ve Y topolojik uzaylar olmak iizere f: X —Y siirekli ve i¢ine bir

fonksiyon olsun. Ae Y.A(X)ise f(A)e Y.A (Y) dir.

Ispat: Ae Y.A(X) olsun. Bu durumda Uc A c U™ olacak sekilde X icinde acik bir U
kiimesi  vard. U acik olmak iizere A=UuB ve Bc(U \U) olsun.
UcA=UuB=UcUuUB dir.
f(U)cf(A)=f(UuB)=f(U)ufB)cf(U)uf(U)cfU)ufU) =fU)"

Buradan da f(U) cf(A) cf(U) olacak sekilde Y ic¢inde acik bir f(U) goriintii kiimesi de

vardir. Bu da f(A) nin Y i¢inde yar agik oldugunu gosterir.
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6.15 Teorem: [17] A ve X,, bir X topolojik uzayinn alt kiimeleri olsun. Oyle ki Ac X_ ve

Xo, X de yar1 agik bir kiime olsun. Bu durumda A kiimesinin X de yar1 acik olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul A kiimesinin X, da yar1 a¢ik olmasidir.

Ispat: = 6.8 Teoreminden [13] den aciktir.

<: A kiimesi X, da yan acgik olsun. Bu durumda U,c A (U);O olacak sekilde bir
Uy X, actk kiimesi vardir. U_,X da ac¢ik oldugundan U,=UnNX olacak sekilde bir
U c X acik kiimesi vardir. Boylece,

UnX, cAcU,), nX, cU), =(UnX)), <(UnX,) elde edilir. X, kiimesi, X
de yar1 agik oldugundan 6.5 Teorem [17] den UN X, X de yar aciktir. Boylece 6.4. Teorem
[13] geregince A kiimesi X de yar agiktir.

YARI SUREKLILIK
Asagidaki tanimi N.Levine (1963) yapmustir.

6. Tanim: f : X — Y tek degerli ve siirekli olmas1 gerekli olmayan bir fonksiyon olsun. Y deki
her V acik kiimesi icin f™' (V) kiimesi, X de yar1 agik oluyorsa f fonksiyonuna yar1 siirekli

[13] bir fonksiyon denir.
6.16. Teorem: [13] Her siirekli fonksiyon yan siireklidir, karsit1 dogru degildir.

Ispat: Her acik kiimenin yari acik olmasindan cikar. Fakat yar siirekli bir fonksiyonun
genelde siirekli olmasi gerekmez. Gergekten X = {a, b, c, d} kiimesi iizerine

1={X, 0,{a},{a,d},{a,b,d},{a,c,d}} topolojisi ve Y = {a,b} kiimesi tizerinde

o={Y,¢,{a}} topolojisi verilsin.

f : (X, 1)— (Y,0) fonksiyonu f(a) = f(b) = a, f( ¢) = f(d) = b seklinde tanmimlansin. f
fonksiyonu yan siireklidir, fakat siirekli degildir. Ciinkii be X noktas1 ve

f(b)=ae V={a}c Yacik kiimesi icin be U={a,b,d} acik kiimesi ve f(U) = {a,b} olur.
Buradan f(U) ¢ V oldugundan f fonksiyonu siirekli degildir.
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6.1. Lemma: [20] Yan siireklilik zayif siireklilikten bagimsizdir.

6.2 Ornek: Zayif siirekli bir fonksiyonun yar siirekli olmasi gerekmez. X = {a,b,c,d} kiimesi
iizerinde T = {0, X,{b},{c},{b,c},{a,b},{a,b,c},{b,c,d}}topolojisi verilsin.

f:(X, 1) — (X, 1) fonksiyonu f(a) = c, f(b) = d, f(c) = b ve f(d) = a seklinde tanimlansin. Bu
durumda f fonksiyonu zayif siireklidir. Fakat yar siirekli degildir. Ger¢ekten V = {c} =X
acik kiimesi icin 1 v) = f'({c}) = {a} icin Uc{a} c U™ olacak sekilde bir Uc X acik

kiimesi yoktur. Dolayisiyla f yan siirekli degildir.

6.3. Ornek: Yar siirekli bir fonksiyonun zayif siirekli olmas1 gerekmez. X = {1, 2, 3, 4}
kiimesi iizerinde 7= { ¢, X, {1}, {3}, {1, 3}, {1, 2, 3}, {3, 4} topolojisi ve Y= {X, y, z}
kiimesi tizerinde ¢ ={¢, Y,{x},{y,z} } topolojisi verilsin. f: (X, t) = (Y, o) fonksiyonu

f(1) = x, f(2) =Y, f(3) = f(4) =z seklinde tanimlansin. f fonksiyonu yari siireklidir, fakat zayif
stirekli degildir. Gergekten, 2€ X noktas1 ve f(2)=ye V={y, z} acik kiimesi i¢cin V™ ={y,z} ve
2e U = {1, 2, 3} kiimesi icin f(U)={x, y, z}=Y oldugundan f(U) & V™ elde edilir. Dolayisiyla

f fonksiyonu zayif siirekli degildir.

6.17. Teorem: [13] X ve Y topolojik uzaylar olmak iizere f: X — Y fonksiyonu verilsin. Bu
durumda f fonksiyonunun yart siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul her pe X noktasi ve
f(p) noktasinin iceren her V'Y agik kiimesi icin f(U) 'V olacak sekilde p noktasini igeren

bir Uc X yart acgik kiilmesinin var olmasidir.

Ispat: = f:X — Y yan siirekli bir fonksiyon ve f(p)e V olsun. Bu durumda pe f™'(V)
kiimesi X de yar1 agiktir. U=f ' (V) diyelim. Buradan pe U ve f(U) cV olur.
&:V, Y icinde agik herhangi bir kiime ve pe f (V) olsun. Bu durumda f(p)e V olur ve

boylece pe U, ve f(U, )<V olacak sekilde bir U < X yar1 agik kiimesi vardir. Buradan

pe U, cf™(V) ve f(V)=U(U,) olur. 6.3 Teorem [13] geregince f~' (V) kiimesi, X de

pef (V)

yar1 agiktir.
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6.4. Tammm: Bir topolojik uzayin her noktasinda sayilabilir bir komsuluk tabani varsa bu
topolojik uzaya “birinci sayilabilir uzay” veya bir “ A, -uzay1” denir.
6.5. Tammm: Bir topolojik uzayin sayilabilir bir taban1 varsa bu topolojik uzaya “ikinci

sayilabilir uzay” veya bir “A, —uzay1” denir.

6.18. Teorem: [13] f: X — Y yar siirekli bir fonksiyon ve Y, ikinci sayilabilir bir uzay olsun.
P, f fonksiyonunun siirekli olmadigi noktalarinin kiimesi olsun. Bu durumda P, birinci

kategoriden bir kiime olur.

Ispat: pe P olsun. Y, ikinci sayilabilir bir uzay oldugundan Y nin sayilabilir bir her ie I icin

O,, seklinde agik bir taban vardir. Bu durumda pe O € X alt kiimesi X i¢inde agiktir ve P, f
fonksiyonunun siirekli olmadigr noktalarinin kiimesi oldugundan f(O) ¢ O, olur. 6.17
Teorem geregince pe A vef(A,)) c O, olacak sekilde bir A; < X yan agik kiimesi
vardir. A =0, UB, olmasi durumunda B, < (O;\O;)) olur. Bdylece p Q;, ve pe By,
higbir yerde yogun olmayan bir kiime olur. Yani (B,,)™ = ¢ olur.

Pc UB, ve UB, birinci kategoriden oldugundan P kiimesi de birinci kategoriden
peP peP

bir kiime olur.

6.19 Teorem: [13] X, ve X, topolojik uzaylar olmak iizere X=X xX, den olusan bir
carpim uzay1 olsun. A; | X icinde yar1 acgik bir kiime ve A; , X i¢inde yar1 acik bir kiime

olsun. Bu durumda A xA; ¢arpim kiimesi de X, x X, i¢inde yar1 acik bir kiime olur.

Ispat: A, X, icinde yar1 acik bir kiime oldugundan V, c A, c V| olacak sekilde X, icinde
acik bir V; kiimesi vardir. Benzer sekilde A, X, icinde yar1 acik bir kiime oldugundan
V, € A, c 'V, olacak sekilde X i¢inde agik bir V; kiimesi vardir.

Vi, X, i¢inde agik bir kiime ve B, < (V \V) olmak lizere A, =V, UB, dir.

V,, X, icinde agik bir kiime ve B, < (V,\V,) olmak iizere A, =V, UB, dir.

A xA,=(V,uB)x(V,UB,)=(V,xV,)u(V,xB,)u(B,xV,)u(B,;xB,) dir. V; x V,,

X, x X5 i¢inde acik bir kiimedir ve (B,xV,) U (V,xB,)uU(BxB,) c V;xV, =(V,xV,)" dir.
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V,xV, € A xA, c (V,xV,)" olacak sekilde X;xX, icinde acik bir VxV; kiimesi vardir ve

dolayistyla AjxA; kiimesi X;xX; i¢inde yar1 acik bir kiimedir.

6.20. Teorem: [13] i = 1,2 icin fi : Xi—Y; yann siirekli fonksiyonlar olsun.
£: X, xX, = Y,xY,,f(x,,x,) =(f,(x,),f,(x,)) seklinde tammlanan f fonksiyonu yar1

sureklidir.

Ispat: V,xV, c Y,xY, olsun. i = 1,2 igin f; fonksiyonlar1 yar1 siirekli oldugundan Y; iginde
acik birer O; kiimeleri vardir. ™' (V,xV,) =" (V))xf;'(V,) dir. £7'(V,) ve f,"(V,) sirasiyla
X; ve X, iginde yari agik olduklarindan 6.19 Teorem geregince f,'(V,)xf,'(V,) carpim
kiimesi de X;xX; i¢inde yar1 acik olur. Y xY; i¢inde acik bir V kiimesi i¢in V=UV_, olacak
sekilde V,, kiimelerini V, xV, formunda yazahm. (V, cYveV, cY,)

£ v)y=f" (WV,)= (™ (V,)) ve u(f™ (V,)) kiimesi 6.3. Teorem [13] geregince yar1
acik kiime oldugundan f~'(V,) kiimesi de X;xX, i¢inde yari acik olur. Bu durumda f

fonksiyonu yar stireklidir.

6.21. Teorem: [13] X, X; ve X; topolojik uzaylar olmak iizere xe X icin h(xX)=(x;, X2)

seklinde tanimlanan h: X — X xX, fonksiyonu yar siirekli olsun. i = 1,2 i¢in fi (X) = x;

seklinde tanimlanan f; : X — X, fonksiyonu da yar siireklidir.

Ispat: Yalmzca f;: X — X, fonksiyonunun yar siirekli bir fonksiyon oldugunu géstermemiz

yeterlidir.

Vi, X i¢inde agik bir kiime olsun. VxX; ¢arpim kiimesi X;xX; i¢inde agik bir kiime olur. h

fonksiyonu yari siirekli oldugundan h~'(V,xX,) kiimesi X icinde yari agik bir kiimedir.
Buradan f;'(V,)=h™'(V,xX,) oldugundan f,"'(V,) kiimesi X iginde yar agik bir kiime olur.

Boylece f; fonksiyonu yar siirekli bir fonksiyon olur.

6.2. Lemma: [13] 6.4. Ornekte gosterildigi gibi 6.21. Teorem [13] iin karsit1 genellikle dogru
degildir.
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6.4. Ornek: [13] X =X,=X,=[0,1] olsun.

1
. 1,0<x<—i¢in .
fi : X— X, fonksiyonu f,(x) :{ .2 seklinde ve
0,—<x<li¢in
2
. 1,()leigin . .y . .
f: X— X, fonksiyonu f,(x) =< | 2 seklinde tanimli iki fonksiyon olsun.
0,—<x<ligin
2

i= 1,2 i¢in f; : X— X, fonksiyonlar1 yan siireklidir fakat h(x)=(f;(x).f2(x)) seklinde

tamimlanan h: X — X xX, fonksiyonu yar1 siirekli degildir. Ciinkii X xX, icindeki

S, (1,0)ile gosterilen yar1 ¢ap: % ve merkezi (1,0) olan kiiresel komsuluk (acik yuvar) acik
2

oldugu halde h™(S, (1,0)) = (%j, X i¢inde yart acik degildir. Dolayisiyla h fonksiyonu yar

2

stirekli degildir.

6.3. Lemma: [13] Yan siirekli fonksiyonlarn limiti genellikle yar siirekli degildir. Bu 6.5.

Ornek ile gosterilmistir.

6.5. Ornek: X=Y=[0,1] ve f,;: X—>Y fonksiyonu her ne N i¢in  f, (x)=x" seklinde
tantmlanmais olsun.

f: XY, f,(x)= {?ffﬁ:el“e seklinde tanimlanmus yar1 siirekli bir fonksiyonun limiti olsun.

(% ,1] araligr Y icinde aciktir fakat f_ 1((%,1]) =1, X i¢inde yan acgik bir kiime degildir.

Dolayisiyla f, : X — Y limit fonksiyonu yari siirekli degildir.

Simdi de yan siirekliligin, Singal anlaminda hemen hemen siireklilikten bagimsiz

oldugunu gosterelim.

6.4. Lemma: Singal anlaminda hemen hemen siirekli bir fonksiyonun yari siirekli olmasi

gerekmez.
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6.6. Ornek: X={1,2,3,4} kiimesi iizerinde 7=1{0,X,{3},{1,2},{1,2,3},{3.4}} topolojisi ve
Y={x,y,z} kiimesi iizerinde ¢ = {q),Y,{z},{x,z}{y,z}} topolojisi verilsin. f:(X,1) = (Y,0)
fonksiyonu f(1)=f(2)=x, f(3)=y ve f(4)=z seklinde tanimlansin. f fonksiyonu Singal anlaminda

hemen hemen siireklidir, fakat yar1 siirekli degildir. Gercekten V={z} ac¢ik kiimesi icin

f~' (V) ={4} kiimesi X iginde yar1 a¢ik olmadigindan f fonksiyonu yar siirekli degildir.

Yan siireklilik, zaylf* siireklilikten bagimsizdir.

6.5. Lemma: Yarn siirekli bir fonksiyonun zaylf* siirekli olmasi1 gerekmez.

6.7. Ornek: X = {x,y,z} kiimesi iizerinde T = {q),X,{x}} topolojisi verilsin. f: (X,71) = (X, 1)
fonksiyonu f(x)=f(y)=x, f(z)=z seklinde tanimlansin. f fonksiyonu yar siireklidir, fakat Zaylf*
stirekli degildir. Ger¢ekten V={x} < X acik kiimesi i¢in

OV=V"N(Y\V) ={x} n{y,z}” ={y.z} olup f'(@V)=f"({y,z})={z} kiimesi X de

kapali bir kiime olmadigindan f fonksiyonu zayif  siirekli degildir.

6.6. Lemma: Zayif  siirekli bir fonksiyonun yari siirekli olmas gerekmez.

6.8. Ornek: X={1,2,3,4} kiimesi iizerinde T={0,X,{3},{2,3},{2,3,4},{1,2,3}} topolojisi ve
Y={x,y,z} kiimesi iizerinde ¢ ={0,Y,{x},{y}.{y,z}{x,y}} topolojisi verilsin.

f: (X,1) > (Y,0) fonksiyonu f(1)=f(2)=x, f(3)=y ve f(4)=z seklinde tanmimlansin. Bu
durumda f fonksiyonu zayif  siireklidir, fakat yar siirekli degildir. Gercekten Y deki V={x}
acik kiimesi igin ™' (V)={1,2} oldugundan A cf™'(V) < A~ olacak sekilde T topolojisinde
acik bir kiime bulunamaz. f~'(V)={1,2} kiimesi X de yar1 acik olmadigindan f fonksiyonu
yart siirekli degildir.

Yan siireklilik, on siireklilikten bagimsizdir.

6.7. Lemma: Yarn siirekli bir fonksiyonun 6n siirekli olmasi gerekmez.
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6.9. Ornek: X={1,2,3,4} kiimesi iizerinde t:{¢,X,{l},{3},{1,3},{1,2,3}{3,4}} topolojisi ve
Y={x, y, z} kiimesi iizerinde G = {¢, Y,{x},{y,z}} topolojisi verilsin.

f: (X,1) = (Y,0) fonksiyonu f(1)=x, f(2)=y, f(3)=f(4)=z seklinde tamimlansin. f fonksiyonu
yart siireklidir fakat on stirekli degildir. Gercekten Y deki V={y,z} acik kiimesi i¢in

£ (V)=(234) ve (E7'(V)) =((234)) ={234) ve (E7'(V))° =((234}) ={3.4}

oldugundan f (V) & (f - (V))_0 elde edilir. Dolayisiyla f fonksiyonu 6n siirekli degildir.
6.8. Lemma: On siirekli bir fonksiyonun yar1 siirekli olmas1 gerekmez.

6.10. Ornek: X={1,2,3,4} kiimesi iizerinde ©={,X,{1},{2},{1,2}{3,4}{2,3,4}} topolojisi ve
Y={x,y,z} kiimesi iizerinde 6={q),Y,{y},{z},{y,z},{x,y}} topolojisi ve f:(X,T) — (Y,0)
fonksiyonu f(1)=x, f(2)=f(3)=y ve f(4)=z seklinde tanimlansin. Bu durumda f fonksiyonu 6n
siireklidir fakat yari siirekli degildir. Gercekten Y deki V={z} acik kiimesi icin f ' (V) = {4}
oldugundan A cf™'(V)c A~ olacak sekilde T topolojisinde agik bir A kiimesi bulunamaz.

Dolayistyla f~'(V)={4}kiimesi X de yar1 agik olmadigindan f fonksiyonu yari siirekli
degildir.

6.22. Teorem: [17] f: X — Y acik ve yar siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Y deki her
B yari1 agik kiimesi i¢in f ' (B) kiimesi, X de yar agiktir.

Ispat: B kiimesi, Y de herhangi bir yar1 acik kiime olsun. Bu durumda V < B < V™~ olacak

sekilde Y i¢inde acik bir V kiimesi vardir. f fonksiyonu agik oldugundan
' (V)cf'B)cf (V) c (f’l (V))_ olur. f yar1 siirekli ve V kimesi Y de agik
oldugundan f~'(V) kiimesi, X de yar agiktir. 6.4. Teorem [13] geregince ' (B) kiimesi X

de yar1 agiktir
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6.23. Teorem: [17] X, Y ve Z topolojik uzaylar olmak iizere f: X — Y acik ve yari siirekli bir
fonksiyon ve g: Y —Z yan siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda gof: X—Z bileske

fonksiyonu yar stireklidir.

Ispat: B cZ acik herhangi bir alt kiimesi olsun. g fonksiyonu yari siirekli oldugundan
g~ (B) kiimesi, Y de yar1 agiktir. f fonksiyonu agik ve yari siirekli oldugundan 6.22. Teorem
[17] geregince f~' (g‘1 (B)):(gof )"'(B) kiimesi X de yar agiktir. Dolayisiyla gof bileske

fonksiyonu yan siireklidir.

6.24. Teorem: [16] f: X —Y fonksiyonu 6n acik ve yar siirekli ve g: Y —Z fonksiyonu yar1

stirekli olsun. Bu durumda gof: X — Z bileske fonksiyonu yan stireklidir.

Ispat: g fonksiyonu yari siirekli oldugundan V c Z agik kiimesi i¢in g™ (V) kiimesi Y de yari
acik olur. f fonksiyonu 6n agik ve yar siirekli oldugundan 6.22. Teorem [17] geregince, Y
deki her g™' (V) yan acik kiimesi icin f~'(g™'(V)) kiimesi, X de yar1 agik olur. Dolayisiyla

gof fonksiyonu yart siireklidir.

Yan siirekli fonksiyonlarin bir diger karaterizasyonunun yalnizca ifadesini verelim.

Once yar1 kapali kiime tanimini verelim.

6.6. Tammm: (X, 1) bir topolojik uzay ve X kiimesinin bir A alt kiimesi verilsin. V° c A c 'V
olacak sekilde X de kapali bir V kiimesi varsa A kiimesine “yar1 kapali” kiime denir. A
kiimesini kapsayan biitiin yar1 kapali kiimelerin kesisimine, A kiimesinin yar1 kapanis1 denir.

A} ile gosterilir. [3]

6.25. Teorem: [3] X ve Y iki topolojik uzay olsun. f: X —Y fonksiyonu verilsin. Bu durumda
asagidaki ifadeler denktir.

a) f fonksiyonu yar siireklidir.

b) Y uzayindaki her agik kiimenin ters goriintiisii, X uzayinda yar1 aciktir.

c) Her pe X noktasi ve f(p) noktasim iceren her V 'Y acik kiimesi i¢in f(U)c V olacak

sekilde p noktasini igeren bir Uc X acik kiimesi vardir.
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d) Y uzayindaki her kapali kiimenin, ters goriintiisii X uzayinda yar1 kapalidir.

e) Her Uc X i¢in f(US_)C (f(U))" dur.

f) Her Ve Y icin (£ (V)); c£7' (V") dir.

6.26. Teorem: [16] A kiimesi, X de 6n agik ve B kiimesi, X de yar1 a¢ik olsun. Bu durumda
AN B kiimesi, A da yan agiktir.

Ispat: A kiimesi 6n agik ve B kiimesi yar1 acik oldugundan
AnBc(A°)n(B")c (A nB°) c(A-nB°) c(AnB°) olur. Boylece

AnBc(AnB°) nA=(ANB°); elde edilir. Buradan B° kiimesi, X de acik oldugundan,

(A mB") kiimesi, A da aciktir. Dolayisiyla ANBc ((A N B° ): ); c ((A N B)} ) . olur.

Boylece AN B kiimesi, A da yar agiktir.

6.27. Teorem: [16] f: X —Y fonksiyonu yar siirekli ve A kiimesi X uzayinda on acik bir

kiime olsun. Bu durumda f | A - A =Y kisitlanmis fonksiyonu yart siireklidir.

Ispat: V, Y de herhangi bir acik kiime olsun. f fonksiyonu yar1 siirekli oldugundan f~'(V)
kiimesi, X de yar1 aciktir. A kiimesi X uzayinda 6n agik oldugundan ve 6.26. Teorem [16]
geregince, f’l(V)mAzf‘:(V) kiimesi, A da yart acik olur. Dolayisiyla f| LAY

kisitlanmis fonksiyonu yari siireklidir.

6.28. Teorem: [16] V kiimesi, X uzayinda 6n acik ve A kiimesi, X de yar1 acik olsun. Bu

durumda ANV kiimesi, A da 6n aciktir.

Ispat: V kiimesi, on acik ve A kiimesi yar1 acik oldugundan
AnV=AnV=)canve) ca” Av=) cl(a nve) ) e
c ((A" AV) )OA c ((A V) ): elde edilir. Boylece

Anvelanv)y L )raz=(anvy nal =(Anv);) ol Dolaysyla ARV

kiimesi, A da 6n aciktir.
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6.29. Teorem: [16] f: X —Y fonksiyonu on siirekli ve A kiimesi, X de yart agik olsun. Bu

durumda f | A+ A=Y kisitlanmis fonksiyonu 6n siireklidir.

Ispat: V, Y de herhangi bir agik kiime olsun. f fonksiyonu 6n siirekli oldugundan f~'(V)

kiimesi, X de 6n agiktir. A kiimesi yar1 agik oldugundan ve 6.28 Teorem [16] geregince

f‘l(V)mA:f‘:(V) kiimesi A da 6n agik olur. Dolayisiyla f| AL A=Y kasitlanmis

fonksiyonu on stireklidir.
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BOLUM VII

Bu boliimde calismamiz boyunca inceledigimiz zayif siirekli fonksiyon cesitlerinin
stireklilikle birlikte bir karsilastirilmasi1 diyagram olarak yapilarak bir sonuca varilmistir. Bu
diyagramdaki gerektirmelerin karsitlarinin genellikle dogru olmadigt bundan 6nceki
boliimlerde 6rnekler verilerek gosterilmistir.

Husaun anlaminda hemen hemen siireklilik (6n siireklilik)

0

Yan siireklilik < stireklilik = Zaylf* stireklilik

U

Singal anlaminda hemen hemen siireklilik

U
Zayif siireklilik

[1]  Zayif siireklilik, Singal anlaminda hemen hemen siirekliligi gerektirmez. (5.2. Ornek)
[2] Singal anlaminda hemen hemen siireklilik, zayif* siirekliligi gerektirmez. (5.3. Ornek)
(3] Zaylf* siireklilik, zayif siirekliligi gerektirmez. (3.2. Ornek)

[4]  On siireklilik, zayif siirekliligi gerektirmez. (4.2. Ornek)

[5] Singal anlaminda hemen hemen siireklilik, yar1 siirekliligi gerektirmez. (6.6. Ornek)
[6] Yan siireklilik, zayif siirekliligi gerektirmez. (6.3. Ornek)

[7] Singal anlaminda hemen hemen siireklilik, 6n siirekliligi gerektirmez. (5.4. Ornek)
[8] Singal anlaminda hemen hemen siireklilik, siirekliligi gerektirmez. (5.1. Ornek)

[9]1 Zayif siireklilik, yar siirekliligi gerektirmez. (6.2. Ornek)

[10] Yarn siireklilik, Zayif" siirekliligi gerektirmez. (6.7. Ornek)

[11] Zayif siireklilik, yan siirekliligi gerektirmez. (6.8. Ornek)

[12] Yan siireklilik, 6n siirekliligi gerektirmez. (6.9. Ornek)

[13] On siireklilik, yari siirekliligi gerektirmez. (6.10. Ornek)

Acik fonksiyonlarin bir karsilastirmast da asagidaki diyagramda verilmistir. Bu

gerektirmelerin karsitlarr asagida verilen drneklerde gosterildigi gibi genellikle dogru degildir.
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On acik fonksiyon (resp. 6n kapali)

f
Acik fonksiyon = o- Acik fonksiyon (resp.o- kapali)
U U

On yar1 a1k fonksiyon => Yari agik fonksiyon (resp yar1 kapali)

7.1. Ornek: X=Y={x,y,z} kiimesi verilsin. X iizerindeki topoloji T=1{9,X,{x,y},{x}} ve Y
izerindeki topoloji ¢ = {(]), Y,{x,y},{x}} olsun. f: X—Y fonksiyonu f(x)=x, f(y)=z, f(xz)=y

seklinde tanimlanan f fonksiyonu - acik ve - kapaldir, fakat ne acik ne de kapal

fonksiyon degildir.

7.2. Ornek: Acik bir fonksiyonun 6n yar1 acik olmasi gerekmez. 7.4. Ornekteki f fonksiyonu
aciktir, fakat on yart acik degildir. Gercekten X deki U={a,c} yar1 acik kiimesi i¢in
f(U)={a,c} kiimesi, Y de yar a¢ik olmadigindan f fonksiyonu 6n yan agik degildir.

Ornek: On yar agik bir fonksiyonun acik olmasi gerekmez. X=Y={a,b,c} kiimeleri iizerinde
T= {q),X,{a},{b,c}} ve O = {¢, Y,{a},{b},{a,b}} topolojileri verilsin. f: (X — 1) = (Y,0)
fonksiyon olsun. f fonksiyonu 6n yar1 aciktir. Fakat acik degildir. Ger¢ekten X deki U={b,c}
acik kiimesi i¢in f(U)={b,c} kiimesi, Y de acik degildir. Dolayisiyla f fonksiyonu agik
degildir.

YARI-ON ACIK KUMELER

7.1. Tamm: X topolojik uzayinda Ac X kiimesi i¢cin U c A c U™ olacak sekilde X icinde
bir U 6n acik kiimesi var ise A kiimesine “yar1-on acik kiime” denir. X deki tiim yar1 6n agik

kiimelerin sinift Y.O.A(X) ile gosterilecektir. [5]

7.1. Teorem: [S] X topolojik uzayinda herhangi bir A alt kiimesi icin asagidaki ifadeler
denktir.

a) Ae Y.0.A(X)

b)Ac A™"

¢) A" e DK.(X)

Not: X deki tiim regiiler kapali kiimelerin sinif1 D.K.(X) ile gosterilecektir.
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Ispat: a)=b) A, X de yar1 — 6n acik bir kiime oldugundan U c A c U~ olacak sekilde X
icinde on acik bir U kiimesi vardir. Bu da A™ =U~ oldugunu gosterir ve bu nedenle
A~ =U""elde ediliri. U kiimesi 6n acik bir kiime oldugundan Uc U™ dir ve buradan
AcU cU™ =A™ elde edilir.

b)=c) Ac A™ olsunve A" =A™ ise Ae D.K.(X) dir.

c)=a) A" = A" oldugunu farz edelim ve U=AnN (A "°") seklinde segelim. Bu durumda U
kiimesi 6n acik kiimedir. Buradan A™ = A" NA™ (A NA™ )_ =U" olur.

AcA =A" c U eldeedilir ve Ae Y.O.A(X) olur.

7.1. Lemma: [5] (X,7) bir topolojik uzay olsun. Her G agik kiimesi ve her Ac X i¢in
A"NnGc(ANnG) dm.

Ispat: Her xeGNA =xeG ve xeA  dir. xeA  ise her Tert igin

xeT>TNA#¢ dir. Her TetxeT icin (TNnG)et ve xe(TNG) olacagimdan

(TMG)NA#0¢ olur. Buradan her Tet acik kiimesi icin xe T ve TN(GNA)%0

olacagindan x € (A NG)~ olur.

7.2. Tanim:f: X —Y fonksiyonu verilsin. X deki her U yar1 acik kiimesi i¢in f(U) kiimesi, Y

de yar1 agik ise f fonksiyonuna “6n yar1 a¢ik” fonksiyon denir.
7.2. Lemma: [19] Ac¢ik ve yart siirekli bir fonksiyonun 6n yar1 agik olmasi gerekmez.

7.4. Ornek: X=Y={a,b,c,d} kiimeleri ile X {izerindeki 7 :{¢,X,{a},{b,},{a,b}} topolojisini
ve Y lizerindeki o= {q),Y,{a},{b},{a,b} {b,c,d}} topolojisini alalim. f: (X,r) - (Y,G)
fonksiyonu birim fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu agik ve yan siireklidir. Fakat 6n
yar1 acgik degildir. Gercekten A={a,c} kiimesi i¢in U={a}cX acik kiimesi vardir ve
U={a}c A={a,c}c U ={a}  ={a,c,d} olur. Dolayisiyla A kiimesi X de yar1 aciktir. Fakat
f(A)=f ({a,c}) ={a,c} icin B c f(A) c B~ olacak sekilde bir B Y acik kiimesi yoktur. Bu

nedenle f(A) kiimesi Y de yan agik degildir. Boylece f fonksiyonu 6n yan agik degildir.
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7.3. Tamm: (X,7) topolojik uzay olsun. Her x € X icin {x} tek elemanl kiime, X de acik

degilse X uzayina kendi i¢inde yogun denir. [19], [21]

7.2. Teorem: [19] Eger Y topolojik uzay1 kendi i¢inde yogun ve f: X — Y fonksiyonu 6n

yart acik ve yar1 siirekli ise bu durumda f fonksiyonu zayif siireklidir.

Ispat: f fonksiyonunun zayif siirekli olmadigim varsayalim. 2.3. Teorem[7] geregince

(f ! (V))_ & f'(V7)olacak sekilde Y de acik bir V kiimesi vardir. Bu nedenle x ¢ f (V")

olacak sekilde x e (f - (V))f vardir. f fonksiyonu yari siirekli oldugundan f~' (V) kiimesi de
X de yart agiktir. f fonksiyonu 6n yari acik oldugundan H =f (f (V) u{x}) kiimesi, Y de

yarl aciktir. Diger taraftan, x& f~' (V™) oldugundan f(x)g V™ olup WV =¢ olacak
sekilde f(x) noktasinin bir W ac¢ik komsulugu vardir. Dolayisiyla

f(x)e WnHc W n(Vu{f(x)})={f(x)} elde edilir. Boylece {f(x)}=W N H kiimesi, Y de
yar1 aciktir. 6.7. Teorem [17] geregince {f(x)} kiimesi Y de aciktir. Bu ise Y uzayiin kendi

icinde yogun olmasi ile ¢eligir. O halde f fonksiyonu zayif siireklidir.

7.4. Teorem: [19] Y topolojik uzay1 regiiler (diizenli) ve kendi i¢inde yogun olsun. f: X—>Y

fonksiyonu 6n yar agik ve yar siirekli ise bu durumda f fonksiyonu siireklidir.
Ispat: f: X =Y fonksiyonu 6n yar1 acik, yar siirekli ve Y uzay1 kendi icinde yogun olsun. Bu
durumda 7.3. Teorem [19] geregince, f fonksiyonu zayif siirekli olur. f fonksiyonu zayif

stirekli ve Y regiiler uzay oldugundan 2.7.Teorem [12] geregince f fonksiyonu siireklidir.

7.1 Sonug: [19] Y metrik uzayi, kendi icinde yogun olsun. f: X —'Y fonksiyonu 6n yar1 acik

ve yart siirekli ise f fonksiyonu siireklidir.

Ispat: Her metrik uzay regiiler oldugundan, bu sonug 7.4. Teorem [19] un bir sonucudur.
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