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 v 

ÖZET 
 
 
İÇ İLİŞKİ DURUMUNDA COX ORANSAL HAZARD MODELİ 
İÇİN FARKLI TAHMİN EDİCİLERİN İNCELENMESİ  
 

Bu çalışmada, açıklayıcı değişkenler arası iç ilişki olması durumunda Cox 

oransal hazard regresyon model parametrelerinin kestirimi için farklı yaklaşımlar 

incelenmektedir. 

Genel olarak Cox oransal hazard regresyon modelinin parametrelerinin 

tahmininde kısmi ençok olabilirlik tahmin edicisi kullanılmaktadır. Fakat iç ilişkinin 

varlığı ençok olabilirlik tahminlerini ciddi şekilde etkileyebilir. Parametre tahminleri 

çok büyük varyanslara sahip olacaklarından gerçek değerlerden çok uzak olabilirler. 

2007 yılında Ridge regresyon yaklaşımını Cox oransal hazard regresyon 

modeline genellemişlerdir. Fakat özellikle yüksek iç ilişki durumunda bu yaklaşım 

sorunun çözümünde yetersiz kalmaktadır. 

Bu çalışmada Cox oransal hazard regresyon modeline; Liu-tipi tahmin edici, 

temel bileşenler tahmin edicisi ve bu iki tahmin edicinin bir kombinasyonu olan yeni 

bir tahmin edici uyarlanmış ve bu tahmin ediciler Ridge tahmin edicisi ile “ortalama 

hata kareler“ ölçütüne göre kıyaslanmışlardır. Son olarak tahmin edicilerin 

performansları benzetim çalışmaları ile ayrıntılı olarak incelenmiştir. 

 
 
 
 
 
 
Kasım, 2010                 Deniz İNAN 
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ABSTRACT 

 
 

A STUDY ABOUT DIFFERENT KIND OF ESTIMATORS FOR 
COX PROPORTIONAL HAZARD MODEL IN PRESENCE OF 
COLLINEARITY  
 

This paper considers new approaches to estimate Cox proportional hazard 

regression model parameters in presence of collinearity between covariates. 

Usually partial maximum likelihood estimator is used to estimate Cox 

proportional hazard regression model parameters. But when there exist collinearity 

partial maximum likelihood estimates can be effected seriously . Parameter estimates 

have large variances so they may be far from true values. 

In 2007 ridge regression approach was generalized to the Cox proportional 

hazard regression model. But especially when there exist severe collinearity this 

approach may not fully addresses the collinearity problem. 

In this study we developed; Liu-type estimator, principal component 

estimator and a new estimator, which combine these two estimators, for Cox 

proportional hazard regression model and compared with ridge regression estimator 

in terms of mean squared error (MSE). Finally we evaluated their performances 

through simulation studies. 

 

 

 

 

 

November, 2010                Deniz İNAN 
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 vii 

YENİLİK BEYANI 
 
 
İÇ İLİŞKİ DURUMUNDA COX ORANSAL HAZARD MODELİ 
İÇİN FARKLI TAHMİN EDİCİLERİN İNCELENMESİ  
 

Bu çalışmada, iç ilişki durumunda Cox Oransal Hazard Regresyon modeline 

uyarlanmış olan ridge regresyon paremetre tahmin yöntemine alternatif olarak, 

modele; Liu-tipi tahmin yöntemi, temel bileşenler tahmin yöntemi ve bu iki tahmin 

yönteminin bir kombinasyonu olan yeni bir tahmin yöntemi uyarlanmıştır.   

Yapılan kuramsal ispatlarla, Cox oransal hazard modele uyarlanmış olan, Liu-

tipi tahmin yöntemi ve Liu-tipi ile temel bileşenler tahmin yöntemlerinin bir 

kombinasyonu olarak üretilmiş olan yeni tahmin yönteminin, ridge tahmin 

yönteminden daha küçük hata kareler ortalaması verdiği özel koşullar belirlenmiştir. 

Ayrıca bu yeni yöntemler birbirleri ile hata kareler ortalaması ölçütü bakımından 

kıyaslanmıştır. 

Yapılan benzetim çalışmaları ile önerilen yeni yöntemlerin performansları 

daha ayrıntılı bir şekilde incelenmiş ve özellikle yüksek iç ilişki durumunda, Cox 

oransal hazard model parametrelerinin tahmininde, kısmi ençok olabilirlik ve ridge 

tahmin yöntemleri yerine kullanılmaları önerilmiştir. 

  
 
 
 
 
 
 
 
Kasım, 2010                           Prof. Dr. Müjgan TEZ                       Deniz İNAN 
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BÖLÜM I 
 

 

GİRİŞ VE AMAÇ 

 

Hastalık ve ölüm gibi insan yaşamını doğrudan etkileyen olaylar, belirli çevre 

ve çalışma koşulları altında bir ürünün arızalanması, bir şirketin iflas etmesi ya da 

boşanma, grev gibi sosyal başarısızlık durumu olarak tanımlanabilen durumlar, 

araştırmacılar için her zaman ilgi çekici olmuştur.  Yapılan birçok araştırmada birer 

başarısızlık durumu olarak varsayılan bu olayların gerçekleşmesi üzerinde etkili olan 

faktörlerin belirlenmesine ve başarısızlık zamanlarının analiz edilebilmesine 

çalışılmıştır.  Önceleri sadece insan yaşamı ve özellikle ölüm zamanının istatistiksel 

çözümlenmesine ilişkin olarak yaşam tabloları yardımıyla yapılan çalışmalar, daha 

sonra herhangi bir olayın meydana gelmesi zamanının, çözümlenmesi amacıyla 

oluşturulan modellerle geliştirilmiştir. 

Başarısızlık zamanı analizi ilk olarak 17. yüzyılda kullanılmaya başlanmıştır.  

1687-1691 yılları arasında Edmund Halley ilk yaşam tablosunu tasarlamıştır.  

Halley’in tasarladığı yaşam tablosu günümüzde demografi ve aktüerya 

çalışmalarında kullanılan yaşam tabloları ile benzerlik göstermektedir. 

20. yüzyılda İkinci Dünya Savaşı sırasında özellikle askeri teçhizatların 

güvenilirliği ve yaşam sürdürme süreleri üzerine araştırmalar hızlanmıştır.  Savaş 

sonrasında da özellikle elektronik endüstrisi alanında yaşam sürdürme analizlerinin 

önemi artmıştır.  20. yüzyılın ikinci yarısından sonra başta tıp olmak üzere fen ve 

sosyal bilimlerde yapılan araştırmalarda yaşam sürdürme analizi daha çok kullanılır 

hale gelmiştir.   
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Başarısızlık zamanı analizinde tahminler, çeşitli parametrik başarısızlık 

zamanı dağılımları ya da dağılıma ilişkin hiç bir varsayım gerektirmeyen parametrik 

olmayan yöntemler kullanılarak yapılabilir.  Ancak gerek insan yaşamında, gerekse 

endüstriyel ve sosyal yaşamda görülen başarısızlıklar üzerinde zaman kadar, olayın 

gözlem birimlerine ait özellikler de etkilidir.  Bu nedenle söz konusu değişkenlerin 

geliştirilen modellere eklenmesiyle başarısızlık zamanı analizi daha kapsamlı olarak 

incelenmeye başlanmıştır. 

Başarısızlık zamanlarının bağımlı değişken ve bu zaman değişkeni üzerinde 

etkili olduğu düşünülen diğer değişkenlerin de bağımsız değişken olarak yer aldığı 

başarısızlık zamanı modellerinde, bağımsız değişkenler hazard fonksiyonu üzerinde 

(oransal hazard model) ya da yaşam sürdürme zamanı üzerinde (hızlandırılmış 

başarısızlık zamanı modeli) çarpımsal etkiye sahiptirler.  Başarısızlık zamanı 

analizinde kullanılan bu modeller yardımıyla, durdurulmuş gözlem olarak 

adlandırılan ve herhangi bir şekilde çalışma kapsamından çıkarılmış ya da çalışmanın 

sona ermesine rağmen hala başarısızlığa uğramamış olan veriler de analize dahil 

edilir.  Elde edilen tüm verilerin kullanılabilmesi, başarısızlık zamanı analizini diğer 

yöntemlerden ayıran en büyük özelliktir. 

Başarısızlık zamanı analizinin uygulamaya yönelik çalışmalarında en fazla 

kullanılan modellerden birisi, dağılımsal hiçbir varsayım gerektirmeyen ve yarı 

parametrik bir model olan Cox oransal hazard regresyon modelidir.  Cox tarafından 

1972’de geliştirilen model, başta kronik hastalık çalışmaları olmak üzere tıbbi alanda, 

demografik ve endüstriyel yaşamın test edilmesi çalışmalarında uzun süre 

kullanılmış ve son yıllarda da ekonomik çalışmalarda artarak kullanılmaya 

başlanmıştır [1]. 

Başarısızlık zamanı analizinde, değişkenler arası iç ilişki problemi sıklıkla 

rastlanılan bir problemdir.  İç ilişki durumunda, literatürde genel olarak kullanılan 
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yöntem olan kısmi ençok olabilirlik tahmin yönteminin kullanılması, dengesiz 

tahmin değerlerine yol açabileceği gibi, önemli bir değişkenin etkisini gizleyebilir ya 

da olduğundan fazlaymış gibi gösterebilir.  Birbiri ile ilişkili olan değişkenlerin 

gruplandırılması, iç ilişki düzeyini düşürebilir fakat genellikle etkinlik kaybına sebep 

olur [2].  Bunun yanında iç ilişkiye sebep olan değişkenlerin analizden çıkartılması 

daha yanlı tahminler elde edilmesini sağlar. 

Son yıllarda bu problemin çözümüne yönelik Cox oransal hazard regresyon 

modeline ridge tahmin edicisi uyarlanmıştır.  Kısmi ençok olabilirlik tahmin 

edicisine göre ridge tahmin edicisi genellikle daha küçük hata kareler ortalamasına 

sahiptir.  Ayrıca kısmi ençok olabilirlik tahmin edicisi sadece asimptotik olarak 

yansız olduğundan, ridge tahmin edicisinin kullanımından kaynaklanan yanlılık çok 

önemsenmeyecek boyutlardadır. Fakat özellikle çok yüksek iç ilişkinin söz konusu 

olduğu durumlarda ridge tahmin edicisi kötü koşulluluk problemini çözmekte 

yetersiz kalmaktadır.  

Bu çalışmanın amacı, Cox oransal hazard regresyon modelinin 

parametrelerinin tahmini için alternatif tahmin yaklaşımları üretmek ve özellikle 

yüksek iç ilişki varlığında bu yaklaşımların performanslarını incelemektir.  

Geliştirilen teoremler ile tahmin edicilerin hata kareler ortalaması (HKO) ölçütü 

açısından birbirlerine göre durumları ortaya konmuştur.  Son olarak yapılan benzetim 

çalışmaları ile tahmin edicilerin performansları daha ayrıntılı bir şekilde 

incelenmiştir. 
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BÖLÜM II 

 

YAŞAM SÜRDÜRME ZAMANI ANALİZİNİN KAPSAMI VE TEMEL 
KAVRAMLARI 

 

II.1 YAŞAM SÜRDÜRME ANALİZİNİN KAPSAMI ve ÇALIŞMA 
ALANI 

Yaşam sürdürme analizi, sonuç değişkeninin ilgili olay meydana gelene kadar 

geçen süre olduğu veri analizi için kullanılan istatistiksel yöntemler topluluğudur. Bu 

yöntemler doğrultusunda kurulan modeller yardımı ile yaşam sürdürme zamanını 

etkileyen değişkenler belirlenebileceği gibi, ölüm ya da başarısızlık gibi açık ve 

kesin olarak tanımlanmış herhangi bir olayın meydana gelmesi zamanı da analiz 

edilebilir. 

Yaşam sürdürme analizi, hastalara uygulanan tedavi biçimlerinin başarısının 

belirlenmesi, farklı tedavi yöntemlerinin başarısının kıyaslanması gibi tıp 

araştırmalarında, herhangi bir sürecin güvenilirlik uygulamalarının test edilmesi, 

elektronik parçaların garanti sürelerinin belirlenmesi gibi endüstriyel alanda 

kullanılabileceği gibi demografik bir çalışmada ikametgah değişikliği süresi, evli 

çiftlerin evli kalma süresi, ekonomide işsizlik dönemleri, işçilerin grevde bulunma 

süreleri, şirketlerin ya da bankaların iflas süreleri gibi ölçülebilir bir sürece ilişkin 

verilere de uygulanabilir.   

Bu tip veriler, lojistik regresyon ya da ikili yanıt değişkenleri için kullanılan 

diğer yöntemlerle de incelenebilir. Ancak bu yöntemlerin bilgi kaybı, hesaplamada 

kısıtlama ve yanlılık gibi bir takım olumsuz sonuçları görülebilir.  Oysa yaşam 

sürdürme analizi, hem bir olayın meydana gelmesi durumunun, hem de olayın 

meydana gelme süresinin incelenebilmesi gibi avantajlara sahiptir.  Bu analizde 
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çalışma süresi boyunca elde edilen bilgiler kullanılır ve çalışmadaki bütün birimler 

gözlenebildikleri sürece analize katkıda bulunurlar. 

Veri analizinde kullanılan standart istatistiksel işlemler, yaşam sürdürme 

verilerine uygulanamaz. Bunun birinci sebebi, yaşam süresi verilerinin genellikle 

simetrik dağılmamış olmasıdır. Benzer birim ya da bireylerden oluşmuş bir grubun 

yaşam sürelerinden oluşan histogram, sağa eğimli olacak ve sonuç olarak, bu tip 

verilerin normal dağıldığını varsaymak uygun olmayacaktır.  İkinci sebep, incelenen 

bazı birim ya da bireylerin yaşam sürdürme zamanlarının net olarak gözlenememiş 

olmasıdır.  Durdurulmuş gözlemler olarak adlandırılan bu gözlemler, daha çok 

yaşam sürdürme zamanı takip süresinden uzun olan birim ya da bireylerden oluşur.  

Analize dahil edilen bu gözlemlere ilişkin durdurma olayı, sonraki bölümlerde 

incelenecektir.  

II.2 YAŞAM SÜRDÜRME ANALİZİNİN TEMEL KAVRAMLARI  

II.2.1 Yaşam sürdürme zamanı     

 Yaşam sürdürme zamanı analizinde, bir birim için, belirli bir başlangıç 

zamanından, birimin bozulmasına kadar geçen süreye, o birim için  “yaşam sürdürme 

zamanı” denilir.   Bu tanımda birim ile kastedilen canlı bir varlık (insan, hayvan, 

bitki) olabileceği gibi herhangi bir nesne (elektronik eşya, araba vs.) ya da sosyal bir 

kurum (aile, banka, şirket vs.) olabilir.  Bozulma ise; ölüm, arıza, boşanma, iflas, suç 

işleme gibi pek çok farklı olay olabilir. 

Yaşam sürdürme zamanı analizinde, belirli bir takip süresi içersinde izlenilen 

grup ya da gruplara ilişkin veriler ile ilgilenilir.  Yaşam sürdürme sürelerinin tam 

olarak belirlenebilmesi için çalışmadaki her bir birim için kesin bir başlangıç ve 

bozulma zamanı tanımlanmalıdır.  Aksi takdirde elde edilen gözlemler durdurulmuş 

gözlemler olacaktır.  Başlangıç zamanı, genellikle her bir birim için aynı takvim 
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zamanında başlamaz ve gerekli de değildir.  Örneğin birçok tıbbi araştırmada 

bireyler, belirli bir zaman periyodunda ayrı ayrı başlangıç zamanlarına sahiptir ve bir 

hastanın yaşam sürdürme zamanı, çalışmaya girdiği tarihten itibaren ölçülür.  Bu 

katılım, özel bir durumun teşhisi, bir tedavi şeklinin başlangıcı ya da bazı olumsuz 

durumların oluşumu ile başlayabilir.  

Yaşam sürdürme sürelerinin belirlenmesinde bir zaman ölçeği kullanılmalıdır. 

Çoğu çalışmada zamanın ölçülmesi için ölçek olarak gerçek zaman (gün, ay, yıl) 

kullanılmasına rağmen örneğin taşıt ömrü için arabanın kilometre ile ölçülen yaşı 

gibi farklı ölçekler de vardır. 

Bozulma yani ilgilenilen olay net bir şekilde tanımlanmalıdır.  Örneğin, 

akciğer kanseri ile ilgili yapılan bir çalışmada ilgilenilen olay hastanın akciğer 

kanserinden dolayı ölmesidir.  Eğer hasta bu takip süreci içersinde akciğer 

kanserinden bağımsız olarak beyin kanaması sebebiyle öldüyse bozulma yani 

ilgilenilen olay gerçekleşmemiştir.  Dolayısı ile bu hastadan elde edilecek olan 

gözlem durdurulmuş gözlem olacaktır.  Bu uygulamada bozulma tanımı net bir 

şekilde tanımlıdır ve keyfilikten uzaktır.  Fakat bazı uygulamalarda bozulma 

tanımında çok az miktarda keyfilik olabilir.  Örneğin bir şirketin insan kaynakları 

müdürü çalışanların başarısızlık durumları ile ilgileniyor olabilir.  Bu gibi bir durum 

da bozulma tanımı, herhangi bir nicel yolla ölçülen performansın, kabul edilebilir bir 

düzeyin altına düşmesi olarak tanımlanır.  Bu durumda başarısızlığın tanımında bir 

miktar keyfilik olabilecektir.   

  

II.2.2.Durdurma 

Yaşam sürdürme analizinde sıklıkla rastlanan bir problem durdurulmuş 

verilerdir.  Bu tip veride, birimin yaşam sürdürme zamanına ilişkin bir takım 

bilgilere sahip olmamıza rağmen yaşam sürdürme zamanı net olarak bilinmez. 
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Bu durumları örneklemek için aşağıdaki gibi grafiklenmiş olan 12 haftalık 

çalışmayı inceleyelim. 

 

 

 

Şekil II.1 Durdurmaya ilişkin grafiksel örnek 
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Bu grafikteki A birimi çalışmanın başlangıcında çalışmaya katılmış ve 5. 

haftada olayı yaşamıştır.  Bu birim için yaşam sürdürme zamanı T=5 dir ve veri 

durdurulmuş veri değildir. 

B birimi de çalışmanın başlangıcında çalışmaya katılmış fakat çalışmanın 

sonuna kadar olayı yaşamamıştır.  Bu durumda bu birim için gerçek yaşam sürdürme 

zamanının 12 haftadan büyük olduğunu bilmemize rağmen tam olarak kaç hafta 

olduğunu bilemeyiz.  Bu veri durdurulmuş veridir ve yaşam sürdürme zamanı T=12 

alınır. 

C birimi çalışmaya 4. haftada katılmış ve 3,5 hafta sonra olayı yaşamadan 

çalışmadan çekilmiştir.  Bu birim için de gerçek yaşam sürdürme zamanının 3,5 

haftadan fazla olduğunu bilmemize rağmen tam olarak kaç hafta olduğunu bilemeyiz. 

Bu veride durdurulmuştur ve T=3,5 alınır 

D birimi çalışmaya 4. haftada başlamış ve çalışmanın sonuna kadar olayı 

yaşamamıştır.  Bu veride durdurulmuştur ve T=8 dir. 

E birimi çalışmaya 2. haftada katılmış ve 8. haftada olayı ilgilenilen neden 

den farklı bir nedenle yaşamıştır.  Bu veride durdurulmuştur ve T=6 dır. 

F birimi çalışmaya 8. haftada girmiş, 3,5 hafta sonra olayı yaşamıştır.  Bu veri 

durdurulmuş değildir ve T=3,5 dir [3]. 

İncelenen olayın yapısı ve elde edilen verilerin türüne göre birçok durdurma 

tipinden bahsedilebilir. Analizde kullanılan temel durdurma çeşitleri: 

• Sağdan durdurma 

a) I. tip durdurma      b) II. tip durdurma 

• Soldan durdurma 

• Çifte durdurma  

• Aralık durdurması  

olarak sınıflandırılabilir. 
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II.2.2.1. Sağdan durdurma 

Bu durdurma tipi ençok karşılaşılan tiptir.  Bu tip gözlemler de bozulma 

gerçekleşmemektedir.  Bu tip durdurmada gerçek yaşam sürdürme süresi (T) takip 

süresi (t) den daha fazladır.  Örneğin bir kanser hastasının gerçek yaşam sürdürme 

süresi (T) olarak alındığında üç farklı durum söz konusudur. 

• Hasta takip süresi boyunca ölmemiştir. Takip süresi çalışma süresine 

eşittir ve T t>  dir. (Çalışma bitmiştir fakat bozulma gerçekleşmemiştir.) 

• Hasta takip süresi içersinde gözlem dışı kalabilir. Burada da T>t dir. 

(Hasta çalışmadan çekilebilir.  ) 

• Ölüm kanser dışında farklı bir olaydan dolayı gerçekleşmiş olabilir. 

Hastanın yaşama devam etme şansı kalmamıştır. 

 

a) I. Tip durdurma 

Sağdan durdurmanın özel bir tipidir.  Tıp ve endüstride yaşam sürdürme 

zamanı deneylerinde sıklıkla karşılaşılmaktadır.  I. tip durdurma, deneyin sabit bir 

tamamlanma zamanında sonlandırılması ile oluşur. 

 

b) II. Tip durdurma 

Bu tip durdurmada deney, önceden belirlenmiş sayıda olay meydana geldi- 

ğinde sona erdirilir. 

 

II.2.2.2 Soldan durdurma  

Soldan durdurma ile  tanımlanan olayın başlangıç zamanının kesin olarak 

bilinmediği durumlarda karşılaşılır.  Örneğin, belirli bir kanserin incelendiği, ilk 

tümörün alınmasından sonra ikinci tümörün oluşması süresinin takip edildiği bir 

araştırmada, hastalar üç ayda bir kontrol edilsin.  İlk kontrol esnasında tümör tespit 
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edilen hastalarda, tekrarlama süresinin üç aydan daha kısa olduğu bilinmekte fakat 

kesin süre bilinememektedir.  Bu tip verilere soldan durdurulmuş veri denir.  Soldan 

durdurulmuş veride T t<  dir.  Soldan durdurulmuş veri ile, sağdan durdurulmuş 

veriye oranla daha az karşılaşılır. 

  

 II.2.2.3. Çifte durdurma 

 Sağdan ve soldan durdurulmuş gözlemlerin bir arada bulunduğu veri tipidir. 

Örneğin bir çalışmada, belirli bir sayıdaki farenin bulunduğu ortama bulaşıcı bir 

hastalığı olan başka bir fare konulsun ve farelerin hastalığa yakalanma süreleri 

araştırılsın.  Bu amaçla bir ay süre ile fareler iki günde bir kontrol edilsin.  Kontrol 

esnasında hastalığı kapmış olan fareler tespit edilecektir fakat bunların hastalığı kaç 

saat içersinde kaptığı belirlenemeyecektir.  Bunun yanında takip süresi boyunca 

hastalığı kapmayan ya da takip süresi içersinde farklı sebeplerden ölen fareler de 

olacaktır.  Bu tip verilere çifte durdurulmuş veri denir. 

 

 II.2.2.4. Aralık durdurması 

 Bu tip durdurmada beklenilen olay iki zaman noktası arasında bir yerlerde 

gerçekleşmiştir.  Ancak gerçekleşme anı hakkında kesin bir bilgi yoktur.  Örneğin üç 

ayda bir kontrol edilmek üzere takibe alınmış bir hastanın birinci ve ikinci 

kontrolünde hastalık belirtilerine rastlanmamış, fakat üçüncü kontrolünde hastalığın 

tekrarlamış olduğu görülsün.  Hastalığın gerçek tekrarlama süresinin, ikinci kontrolle 

üçüncü kontrol arasında geçen üç aylık süre içersinde olduğu bilinir.  Fakat hastalığın 

tam olarak ne zaman ortaya çıktığı hakkında bir kesin bilgi yoktur.  Dolayısı ile 

gözlenen tekrarlama süresinin aralık durdurmalı olduğu söylenebilir.  Aralık 

durdurması soldan durdurmaya benzemekle birlikte, incelenen olayın 

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


 11 

gerçekleşmediği bir zaman aralığını da içermesi yönüyle soldan durdurmadan ayrılır. 

1 2t T t< <  dir. 

 

II.3. YAŞAM SÜRDÜRME ZAMANI ANALİZİNDE KULLANILAN 
TEMEL FONKSİYONLAR 

Başlangıç zamanı iyi tanımlanmış belirli bir gözlemleme sürecinde, her 

birimin bir yaşam sürdürme zamanına sahip olduğu homojen (açıklayıcı değişkenleri 

olmayan) bir kütle içinden seçilen birimlerin T ile gösterilen, negatif olmayan ve 

çoğunlukla sürekli olduğu varsayılan başarısızlık zamanlarının olasılık dağılımı, 

genellikle ve aksi belirtilmedikçe [0,∞) aralığında, yaşam sürdürme fonksiyonu ve 

hazard fonksiyonu olmak üzere iki şekilde tanımlanırlar. 

Veriye uygun olan yaşam sürdürme dağılımının bilinmediği durumlarda bu 

fonksiyonlar parametrik yöntemlerle belirlenemez. Bu fonksiyonların tahmin 

edilmesinde ençok kullanılan yöntemler, “yaşam tablosu tahmin yöntemi” ve 

“Kaplan-Meier tahmin yöntemi” dir. Yaşam sürdürme zamanlarının dağılımı ile ilgili 

olarak özel dağılımsal varsayımlar gerektirmediğinden, parametrik olmayan ya da 

dağılımdan bağımsız olarak adlandırılan bu yöntemler, oransal frekans tablolarının, 

olasılık noktalamalarının ve deneysel dağılım fonksiyonunu kullanılmasını içerirler. 

 

II.3.1 Yaşam sürdürme fonksiyonu 

Yaşam sürdürme fonksiyonu S(t) ile ifade edilir ve bir birimin belirli bir t 

anından daha uzun süre yaşam sürdürmesi olasılığını verir. 

Bir zaman noktasına ilişkin anlık bir ölçüm olan ve bir birimin t anında 

koşulsuz başarısız olma yoğunluğunu gösteren T’nin olasılık yoğunluk fonksiyonu 

f(t) ile ve dağılım fonksiyonu F(t) ile gösterilsin.  
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0

( ) ( ) ( )
t

F t P T t f u du= ≤ = ∫                                                                          (2.1) 

dur. 

 S(t) fonksiyonunu, olasılık yoğunluk fonksiyonu f(t) ve dağılım fonksiyonu 

F(t) nin yardımıyla, T nin sürekli ya da kesikli değişken olmasına göre iki şekilde 

yazabiliriz. T sürekli değişken ise; 

( ) ( ) ( ) 1 ( )                           (0<t< )
t

S t P T t f t dt F t
∞

= > = = − ∞∫                    (2.2) 

T kesikli değişken ise; ( )j jf P T t= =  olmak üzere, 

( ) ( ) 1 ( )                             ( j=1,2,...)
j

j
t t

S t P T t f F t
>

= ≥ = = −∑                    (2.3) 

olarak tanımlanır. 

 

Yaşam sürdürme fonksiyonu, yaşam sürdürme analizinin temellerindendir. 

Çünkü farklı t değerleri için yaşamsal olasılıkları elde etmek, bize veri ile ilgili çok 

önemli ipuçları verir. 

Kuramsal olarak t, 0 ile ∞ arasında değer aldığından, bu fonksiyonun grafiği 

aşağıdaki gibi düzgün bir eğri olmalıdır. 

 
Şekil II.2 Yaşam sürdürme fonksiyonu 

( )0 1S =  

( ) 0S ∞ =  

1

0 t  

( )S t

∞  
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Bütün yaşam sürdürme fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlar: 

• Artmayan fonksiyonlardır. t artarken S(t) azalır. 

• t=0 için S(t)=S(0)=1 dir. Çalışma başlarken hiç bir birim olayı 

yaşamamıştır. Bu yüzden birimlerin t=0 anından daha uzun süre 

yaşaması olasılığı S(0)=P(T>0)=1 dir. 

• t=∞ için S(t)=S(∞)=0 dır. Kuramsal olarak çalışma periyodu limitsiz 

ise hiçbir birim sağ kalmayacağından t=∞ için yaşam sürdürme 

fonksiyonunun değeri 0 olacaktır. 

Bu özellikler yaşam sürdürme eğrilerinin kuramsal özellikleridir. Pratikte 

yaşam sürdürme fonksiyonları için, düzgün eğriler yerine basamak fonksiyonu 

grafikleri kullanılır. Bunun dışında çalışma süreleri sınırlı olduğundan ve bu süre 

içersinde olayı yaşamamış birimler olabileceğinden dolayı, çalışma sonunda S(t) 

sıfırlanmak zorunda değildir. 

 

Şekil II.3 Yaşam sürdürme sürelerine ilişkin basamak fonksiyonu 

 

 

 

Çalışma 

1

 

0 t  
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II.3.2. Hazard fonksiyonu 

Hazard fonksiyonu bize t- anına kadar yaşamış olan bir birimin t- anındaki 

anlık bozulma riskini verir. h(t) ile gösterilir ve matematiksel olarak şöyle ifade 

edilebilir [3]: 

 

0

( )
( ) lim

t

P t T t t T t
h t

t∆ →

≤ ≤ + ∆ ≥
=

∆
                                                                (2.4) 

 

Burada ∆t ifadesi çok küçük bir zaman aralığını göstermektedir. Hazard 

fonksiyonunun matematiksel ifadesinden de anlaşılacağı üzere, hazard bir olasılık 

değil bir hızdır ve 0 ile ∞ arasında değer alabilir.  

  Hazard fonksiyonu, bozulmamış olma ile ilgili bilgi veren yaşam sürdürme 

fonksiyonunun tersine bozulma ile ilgili bilgi vermektedir. Bu anlamda hazard 

fonksiyonu, yaşam sürdürme fonksiyonunun tersi gibi düşünülebilir. 

Yaşam sürdürme fonksiyonunun tersine, hazard fonksiyonu 1’den başlamak 

zorunda değildir. Herhangi bir noktada başlayabilir ve zaman üzerinde artan ya da 

azalan olarak istediği gibi hareket edebilir. Hiç bir zaman negatif değer almaz ve bir 

üst sınıra sahip değildir. 

Hazard fonksiyonu çok farklı grafik tipleri sergiler. Bu anlamda veriye ait 

hazard grafiği tipinin bilinmesi, o veriye uygun olabilecek model formunun 

belirlenmesine yardımcı olur. Örneğin akciğer kanseri ile ilgili çalışma yapan bir 

araştırmacı bilir ki normal şartlar altında zamanın ilerlemesi ile hastaların ölüm 

potansiyeli artan bir ivmeyle artar. Buradan yola çıkarak diyebiliriz ki tahmini olarak 

bu tip bir veri için hazard grafiği aşağıdaki gibi bir eğridir:      
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Şekil II.4. Artan hazard fonksiyonu    

   

Bu tip hazard grafiğine sahip bir veri için weibull dağılımının uygun olduğu 

bilinmektedir. Böylelikle veri için uygun olan model belirlenebilir. 

Başka bir örnek verilirse; hamile kadınlar için, düşük yapma riski ilk üç ayın 

sonuna kadar artar ve üç aydan sonra giderek azalır. Bu bilgiye dayanarak tahmini 

olarak denilebilir ki, bu veri için hazard grafiği aşağıdaki gibidir. 

 

 

Şekil II.5. Tek tepeli hazard fonksiyonu 

( )h t  

 

0 t

( )h t  

 

0 t
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Aynı şekilde bu tip bir hazard fonksiyonuna sahip olan bir veri için lognormal 

dağılımın uygun olduğu bilinmektedir. Bunlar gibi birçok farklı grafik tipi için uygun 

olabilecek dağılım bilgisi literatür de vardır. Böylelikle hazard grafiğinin tipi bize 

veriye uygun olabilecek olan yaşam sürdürme dağılımı konusunda çok önemli 

ipuçları verir. 

Eğer veriye uygun olan dağılım formu biliniyor ise S(t) ve h(t) fonksiyonları 

parametrik olarak belirlenebilir.  

f(t), veriye uygun olan dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu ve F(t), 

karşılık gelen dağılım fonksiyonu olmak üzere, 

 

( )( )                                     
( )

f th t
S t

=                                                              (2.5) 

ve S(t) ile h(t) kendi aralarında, 

 

0

( ) exp ( )                                                                   
t

S t h u du
 

= − 
 

∫              (2.6) 

 

( )
( )                                

( )

dS t
dth t

S t

 
 = −
 
  

                                                       (2.7) 

 

şeklinde ilişkilidirler [3]. 
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II.4. YAŞAM SÜRDÜRME VE HAZARD FONKSİYONUNUN 
TAHMİN EDİLMESİ 

Aşağıdaki bölümlerde, dağılım bilgisinin var olmadığı durumlarda yaşam 

sürdürme ve hazard fonksiyonlarının tahmininde kullanılan “yaşam tablosu yöntemi” 

ve “Kaplan-Meier yöntemi sırasıyla incelenecektir. 

II.4.1. Yaşam tablosu tahmini 

Yaşam tablosu, yaşam sürdürme zamanı verilerinin tanımlanmasında ençok 

kullanılan ve en eski yöntemlerden birisidir. Bu yöntem ilk olarak 17. yüzyılda 

kullanılmaya başlanmış ve Edmund Halley (1963) tarafından geliştirilmiştir. 

Önceleri demograflar ve sigortacılar tarafından nüfusun ölümlülük yapısını 

incelemeye yönelik çalışmalarda neslin yaşam tabloları olarak kullanılmış ve daha 

sonraları başarısızlık zamanı analizinin çeşitli alanlardaki uygulamalarında bu 

tablolardan geniş ölçüde yararlanılmıştır. 

Yaşam tabloları, yaşam sürdürme zamanı çalışmalarında genellikle zamanın 

uygun eşit aralıklar içinde bölünmesi ile oluşturulur ve her bir zaman aralığı için, 

aralığın başlangıcında yaşayan birimlerin sayısı, aralık içersinde bozulan birimlerin 

sayısı ve izi kaybedilen ya da çalışmadan çekilen birimlerin sayısı hesaplanabilir. 

Çalışmadan çekilen ya da çeşitli nedenlerle gözlenemeyen birimler durdurulmuş 

gözlemlerdir. Belirlenen zaman aralığının sonunda hala yaşamakta olduğu varsayılan 

bu birimler de, aralık içinde risk altındadır. Yaşam tabloları kullanılarak yaşam 

sürdürme fonksiyonunun tahmin edilmesinde; her bir zaman aralığı içindeki yaşam 

sürdürme zamanı olasılığı; herhangi bir durdurulmuş gözlemin, önce durdurulmuş 

olmasaydı aralık sona ermeden başarısız olabileceği ve ancak aralığın yarısı için risk 

altında sayılacağı varsayımına dayanılarak hesaplanır. Kaplan-Meier yönteminden 

farklı olarak, her bir aralık içinde bozulan ya da durdurulan birimlerin sayısının 

bilinmesi koşuluyla, her bir birim için kesin yaşam sürdürme ya da durdurma zamanı 
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bilinmese de yaşam tabloları yöntemiyle yaşam sürdürme fonksiyonu tahmin 

edilebilir [4].  

Yaşam tablosu uygun aralıklarla gruplandırılmış yaşam sürdürme zamanı 

verilerinin, yaşam sürdürme durumlarının bir özetidir. N sayıda gözlemin 0 0t =  ve 

kt T=  (gözlenen yaşam sürdürme zamanlarının üst sınırı), 1kt + = ∞  olmak üzere 

1[ , )j j jI t t−= , j=1,2,...,(k+1) aralığında gruplandığı varsayılsın. jI  zaman aralığında 

gözlenen başarısızlık zamanlarının sayısı jD , gözlenen durdurulmuş başarısızlık 

sayısı jC  ve j-inci aralığın başında yaşayan ve bu nedenle bozulma riski altında olan 

birim sayısı da jN  ile gösterilirse; durdurulmuş başarısızlık zamanlarının j-inci 

aralık boyunca hep aynı şekilde oluştuğu varsayımı altında söz konusu aralıkta risk 

altında olan ortalama birim sayısı; 

/ 2j j jN N C′ = −                                                                                           (2.8) 

olarak hesaplanır. Bu durumda jI aralığının başında yaşamını sürdürdüğü bilinen bir 

birimin, bu aralıkta bozulmasının koşullu olasılığı; 

 ˆ /j j jq D N ′=                                                                                                   (2.9) 

olarak tahmin edilebilir ve “standart yaşam tablosu tahmini” olarak adlandırılır. 

Her bir aralık için koşullu başarısızlık olasılığı ˆ jq  ve buna bağlı olarak 

koşullu yaşam sürdürme olasılığı ˆ ˆ1j jp q= −  bulunduktan sonra, jt I∈  için tahmini 

yaşam sürdürme olasılığı aşağıdaki gibi hesaplanmaktadır: 

1

ˆ( ) ,                         j=1,2,...,k+1
j

j j

i j

N D
S t

N=

 −
=   ′ 

∏                                     (2.10) 
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Ayrıca jI  aralığı boyunca bozulma hızının sabit olduğu ve bu aralıkta 

ortalama hayatta kalma süresinin ( / 2)j j jN D− Γ  olduğu varsayılsın. Burada jΓ , j-

inci zaman aralığının uzunluğudur. Bu durumda j-inci zaman aralığında hazard 

fonksiyonunun yaşam tablosu tahmini, 1j jt t t +≤ ≤ , j=1,2,...,k+1 için 

ˆ( )
( / 2)

j

j j j

D
h t

N D
=

′ − Γ
                                                                                (2.11) 

olarak gösterilir [5]. 

 Yaşam tablosu yönteminin veri sayısının oldukça yüksek olduğu çalışma 

örnekleri için (n ≥ 100) kullanılması önerilmektedir. Grafik gösterimde de 

araştırmacının seçtiği dönemlere göre, dönem sonu yaşam sürdürme olasılıkları 

belirtilir. Başlangıç anı yaşam sürdürme olasılığı "1" (% 100) dir. Dönem sonu 

olasılık değer noktaları birleştirilerek çizim yapılır ve dönem içinde bozulmalar 

olması nedeni ile dönem içi yaşam sürdürme olasılıklarının azalarak sürmesi 

gösterilmiş olur. 

 II.4.2. Kaplan-Meier tahmini 

 Yaşam sürdürme fonksiyonunun Kaplan-Meier tahmini, 1900’lü yılların 

başlarından bu yana kullanılmaktadır. Kaplan ve Meier (1958) tarafından tahminin 

çıkarımı ençok benzerlik yöntemi kullanılarak yapılmış ve daha sonraları bu 

yöntemin özellikleri Breslow ve Crowley (1974) ve Meier (1975) tarafından ayrıntılı 

olarak incelenmiştir [6-8]. 

Bu yöntemde hayatta kalma süresinin tahmini, hayat tablosu ile benzerdir. 

Fakat Kaplan-Meier yönteminde hesaplamalar frekans dağılım tablosu üzerinden 

değil, tek tek veriler üzerinden yapılır. Kaplan-Meier tahmininin bu özelliği az sayıda 

birey içeren örnekler için kullanılmasına izin verir. 

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


 20 

 N birimlik bir örneklemde “r” tane bozulma gözlensin ve 1 2, ,..., rt t t ’ler sıralı 
bozulma zamanlarını göstersin. 

• in : [ it , 1it + ) aralığının başında risk altında bulunan birimlerin sayısı 

• id : it  anında gerçekleşen bozulmaların sayısı 

• ic : [ it , 1it + ) aralığında bulunan durdurulmuş verilerin sayısı  

• 1rt + = ∞  

olmak üzere, yaşam sürdürme fonksiyonunun Kaplan-Meier tahmini 
      

( )    ,                i=1,....r                                         
i

i i

t t i

n dS t
n≤

−
= ∏%              (2.12) 

 
olarak tanımlanır [9]. Burada; 

 
1 1 1( )   ,                i=1,...,r       i i i in n d c− − −= − +                                         (2.13) 

 
dir . Benzer biçimde hazard fonksiyonu, 1i it t t +≤ ≤  için; 
 

 ( ) i

i i

dh t
n τ

=%                                                               (2.14) 

olarak tahmin edilebilir. Burada 1i j jt tτ += −  dir. Son bozulma zamanında başlayan 

aralık açık olduğu için, bu aralıktaki hazard fonksiyonunun tahmin edilmesinde 
(2.14)’ü kullanmak olanaksızdır. 

 Yaşam tablosu yönteminden farklı olarak, Kaplan-Meier yönteminde bütün 

bozulma zamanları tek tek değerlendirilir. Bir önceki bozulma anından sonra, yeni 

bozulma zamanına dek, başka bozulma olmaması nedeni ile olasılık değişmez 

kalmaktadır ve grafiksel gösterimde, yaşam sürdürme olasılıkları, basamak 

fonksiyonu biçiminde belirmektedir. 
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BÖLÜM III 

 

COX ORANSAL HAZARD REGRESYON MODELİ VE 
KARAKTERİSTİKLERİ 

 

Yaşam sürdürme analizinin kullanıldığı çalışmalarda, ilgilenilen olaya bağlı 

olarak, her birey ya da birim için ilave bilgiler de kaydedilir. Örneğin iki tedavi 

şeklinin kıyaslandığı tıbbi araştırmalarda, hastanın yaşı ve cinsiyeti gibi demografik 

değişkenler, kandaki beyaz hücre sayısı ve nabız gibi fizyolojik değişkenler dışında, 

hastanın yaşam tarzına bağlı yeme-içme alışkanlığı, sigara kullanması gibi ek bilgiler 

de çalışmaya dahil edilir. Bu değişkenler hastanın yaşam süresinde ve tedavi şeklinde 

etkili olabilirler. Yaşam süresini etkilediği düşünülen bu tip değişkenlere “açıklayıcı 

değişkenler” denir [10]. 

 Yaşam sürdürme zamanı analizine, açıklayıcı değişkenlerin de dahil edilmesi 

sonucu bu değişkenlerin bozulma riski üzerindeki etkileri incelenebilir, ayrıca birim 

için yaşam sürdürme fonksiyonu tahminlerine de ulaşılabilir. Böylece birimin 

tahmini yaşam sürdürme zamanı konusunda çıkarımlar yapılabilir.    

Orantılı hazard modellerinin en popüler olanı, 1972 yılında Cox tarafından 

öne sürülen “Cox Orantılı Hazard Regresyon Modeli”dir. Cox regresyon modelinde 

yaşam sürdürme zamanı için belirli bir olasılık dağılımı yoktur. Bu nedenle Cox 

model yarı parametrik bir modeldir. Modelin ençok kullanılan modellerden biri 

olmasının sebeplerinden biri de bu özelliğidir. 

Modelin en önemli varsayımı, farklı birimlerin hazardları oranının, zamandan 

bağımsız olmasıdır. Eğer bu oran zamanla değişiyorsa, oransal hazard varsayımı 

sağlanmaz. 
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III.1 COX ORANSAL HAZARD REGRESYON MODELİNİN YAPISI 

Cox model formu genel olarak aşağıdaki gibi verilir [3]: 

10h(t,X)=h (t).e                                                           

p
i i

i
Xβ

=
∑

                       (3.1) 

 

Burada 1 2( , ..., )pX X X  açıklayıcı değişkenlerdir. Model, t-anında belirli açıklayıcı 

değişkenlere sahip olan bir birimin hazardını verir. 

Model iki kısımdan oluşur: ilk kısım 0 ( )h t , temel hazard fonksiyonu; ikinci 

kısım ise i ixβ  değerlerinin üssel fonksiyonudur. Bu modelin, oransal hazard 

varsayımı ile ilgili olan en önemli özelliklerinden biri, t’ye bağlı temel hazard 

fonksiyonunun, X açıklayıcı değişkenlerinden ve aynı şekilde X’e bağlı üssel 

ifadenin t’den tamamen bağımsız olmasıdır. X açıklayıcı değişkenleri zaman 

bağımsız değişkenler olarak adlandırılırlar. X açıklayıcı değişkenlerinin zaman 

bağımlı olacağı durumlar da söz konusu olabilir. Fakat bu durumda oransal hazard 

varsayımı sağlanmayacağından dolayı veriye klasik Cox model formu uygulanamaz. 

Bu tip veri kümeleri için genişletilmiş Cox model formu uygundur. 

Cox modelde 0( )h t  fonksiyonu belirlenmemiş olmasına rağmen regresyon 

katsayıları, hazard oranları ve yaşam sürdürme eğrileri etkili bir şekilde elde 

edilebilmektedir. Ayrıca bu elde edilen değerler, uygun dağılımın bilinmesi 

durumunda elde edilecek olan değerlere oldukça yakındır. 

Ayrıca Cox modelin çok kullanılmasını sağlayan bir başka özelliği de, yaşam 

sürdürme zamanları ile ilgili açıklayıcı bilgi var olduğunda ve durdurulmuş veriler 

söz konusu ise lojistik modele göre üstün oluşudur. Lojistik model, yanıt değişkeni 

olarak sadece { }0,1 kullanıp, durdurulmuş verileri yok sayarken; Cox model yaşam 

sürdürme zamanlarını yanıt değişkeni olarak kullanır ve durdurulmuş verileri de 

analize dahil eder. 
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III.2 COX ORANSAL HAZARD MODELİ İÇİN KISMİ ENÇOK 
OLABİLİRLİK TAHMİN EDİCİSİ 

Cox regresyon parametrelerinin tahmininde kısmi ençok olabilirlik yöntemi 

kullanılabilir. Genel olarak ençok olabilirlik fonksiyonu yanıt değişkeninin 

dağılımını kullanır. Fakat daha önce de belirttiğimiz gibi Cox modelde yanıt 

değişkeninin dağılımı bilinmemektedir. Bu sebeple Cox model için tam bir ençok 

olabilirlik fonksiyonu oluşturulamamaktadır. Cox model için kısmi ençok olabilirlik 

fonksiyonu, ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu yerine, olayların gözlemlenme 

sıralarını kullanır. 

Kısmi ençok olabilirlik fonksiyonu, yalnızca durdurulmamış gözlemler için 

olasılık değerini dikkate alırken, durdurulmuş verileri belirgin olarak hesaba katmaz. 

Bu sebeple kısmi ençok olabilirlik tahmin edicisi olarak adlandırılır. 

Genel olarak kısmi ençok olabilirlik fonksiyonu, ayrı ayrı olasılıkların 

çarpımı olarak yazılabilir. r- tane ayrı ölüm zamanına sahip n tane birey olsun ve bu 

bireylerin n-r tanesi sağdan durdurulmuş olsun. Bu durumda jt , j. sıradaki yaşam 

sürdürme zamanı olmak üzere, r tane yaşam sürdürme zamanı, 1 2, ,..., rt t t  ve jt  

anında risk altında bulunan bireylerin kümesi, R( jt ) olarak gösterilsin. Risk kümesi 

olarak adlandırılan R( jt ), en az jt  anına kadar yaşamış olan birimlerin grubudur. 

Genel olarak  kısmi ençok olabilirlik fonksiyonu  

 

0

0( ) ( )

( ) exp( ) exp( )
( )     

( ).exp( ) exp( )
j j

T T
j j j

j T T
j l ll R t l R t

h t X X
l

h t X X

β β
β

β β∈ ∈

= =
∑ ∑

            (3.2) 

şeklindedir. 
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  Burada pay, açıklayıcı değişken vektörü jX olan bir bireyin, jt  anındaki 

ölüm riskidir. Payda ise, jt  anında ölüm riski ile karşı karşıya olan bütün bireylerin 

ölüm risklerinin toplamıdır. Ayrıca ( )jl β , jt  anına kadar yaşamış olan bir birimin 

jt anında bozulması olasılığıdır. Sonuçta r tane bozulma zamanı üzerinden 

olasılıkların çarpımı olan, orantılı hazard regresyon modeli için kısmi ençok 

olabilirlik fonksiyonu, 

 

1 ( )

exp( )
( )      

exp( )
j

Tr j
T

lj l R t

X

X
l

β
β

β= ∈

= ∏ ∑
                                                      (3.3) 

 

biçiminde yazılır. (3.3) de verilen olabilirlik fonksiyonuna durdurulmuş birimler 

katılmazlar. Ancak herhangi bir durdurma zamanından hemen önceki zamanda risk 

kümesinde bulunurlar. Her bozulma zamanında risk kümesi yeniden belirlenmiş 

olduğu için olabilirlik fonksiyonu sadece bozulma zamanlarının sıralanmasına 

bağlıdır. Eğer olabilirlik fonksiyonuna gözlemlenmiş bireylerin yanı sıra 

durdurulmuş bireyler de katılırsa olabilirlik fonksiyonu değişerek durdurmaya uygun 

hale gelir.   

Cox oransal hazard modeli için kısmi ençok olabilirlik fonksiyonu; 

 

0,        durdurma var ise
       

1,         durdurma yok isejδ =




 

 

durdurma değişkeni olmak üzere, 
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( )1

exp( )

exp( )
( )  

j

j

T
j

T
ll R t

n

j

X
l

X

δ

β

β
β

∈=

 
 =  
  ∑

∏                                                   (3.4) 

 

biçiminde gösterilir [3]. 

ÖRNEK 

Tablo III.1 Örnek veri 

Birey   Hastalanma Zamanı         δ Sigara içme durumu 1( )X  

A      4         1         1 

B      5         1         1 

C      7         0         0 

D      9         1         1 

 

Tabloda, sigara içen bireylerin herhangi bir hastalığa yakalanma sürelerini 

veren, tek açıklayıcı değişkeni sigara içme durumu olan, bir veri kümesi verilmiş 

olsun. δ durdurma değişkeni olmak üzere, veri kümesinden anlaşılmaktadır ki, A 

kişisi t=4 anında hastalanmış sigara içen; B kişisi t=5 anında hastalanmış sigara içen; 

C kişisi t=7 anında çalışma dışı kalmış sigara içmeyen; D kişisi t=9 anında 

hastalanmış  sigara içen bir bireydir. 

Bu veri kümesi için Cox oransal hazard modeli, 

 

1 11 0( , ) ( )   xh t x h t eβ=                                                                            

 

şeklindedir. A, B, C, D bireyleri için bireysel hazardlar, 
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Tablo III.2 Bireylere ilişkin hazardlar 

Birey Hazard 

A 10( )h t eβ  

B 10( )h t eβ  

C 0
0 ( )h t e  

D 10( )h t eβ  

 

olacaktır. 

A kişisinin olayı yaşadığı anda tüm bireyler risk kümesindedir ve  

1
0

1 01 1 1
0 0 0 0

( )( )     
( ) ( ) ( ) ( )

h t el
h t e h t e h t e h t e

β

β β ββ
 

=  
+ + + 

                               

 

şeklinde yazılır. B kişisinin olayı yaşadığı anda A kişisi hariç herkes risk 

kümesindedir ve 

 

1
0

2 01 1
0 0 0

( )( )    
( ) ( ) ( )

h t el
h t e h t e h t e

β

β ββ
 

=  
+ + 

                                                 

 

dir. C kişisi durdurulmuş gözlem olduğundan kısmi ençok olabilirlik fonksiyonuna 

katılmaz. Son olarak D kişisinin olayı yaşadığı anda risk kümesinde kendisinden 

başka hiçbir birey kalmamıştır. Dolayısı ile 

 

1
0

3 1
0

( )( )   
( )

h t el
h t e

β

ββ
 

=  
 

                                                                                   

 

dir. 
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Kısmi ençok olabilirlik fonksiyonu bu veri kümesi için üç terimden oluşur ve 

 

1 2 3( ) ( ) x ( ) x ( )    l l l lβ β β β=                                                                      

 

şeklindedir. 

Yani, 

 

1 1 1

1 1 1 1 1 10 0( ) x x       e e el
e e e e e e e e

β β β

β β β β β β
β

     
=      

+ + + + +          
                 

 

şeklinde yazılabilir.  

( )l β  fonksiyonunun logaritması en büyük yapılarak β katsayılarının 

tahminleri elde edilir. β  katsayılarının tahmin edilmesinde Newton-Raphson 

yöntemi kullanılmaktadır. 

 

III.2.1 Newton-Raphson Yöntemi 

Durdurulmuş yaşam sürdürme verisinde β  katsayılarının tahminleri için 

kısmi ençok olabilirlik fonksiyonunun maksimumunun elde edilmesinde Newton-

Raphson yöntemi kullanılmaktadır. 

U(β), kısmi ençok olabilirlik fonksiyonunun logaritmasının β ’ ya göre birinci 

türevlerinden oluşan px1 tipinde vektör olsun. Bu değer “etkin skorların vektörü” 

olarak bilinmektedir. 

I(β), kısmi ençok olabilirlik fonksiyonunun logaritmasının β’ ya göre ikinci 

türevlerinin negatif işaretlilerinden oluşan pxp tipinde bir matristir ve   
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2

ˆ

( )I( )=     
PML

l

β β

β
β

β β
=

∂
−

′∂ ∂
                                                                          (3.5) 

 

şeklindedir ve I( )β  matrisi “tahmin edilen bilgi matrisi” olarak bilinmektedir [11].   

     Newton-Raphson yöntemi adımsal bir yöntemdir. Bu yöntem (s+1). 

iterasyonda iken β  parametre vektörünün tahmini  1
ˆ
sβ + ’ dir. ( )sU β , etkin skorların 

vektörü ve 1 ˆ( )sI β−  bilgi matrisinin tersi olarak ele alındığında, s=1,2,…. ve m adım 

sayısı olmak üzere; 

 

1
1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )       s s s sm I Uβ β β β−

+  = +                                                                (3.6) 

 

olacaktır. 

Log-olabilirlik fonksiyonundaki değişim yeterince küçük olduğunda ya da 

katsayı tahminlerinin değerlerindeki göreli değişim yeterince küçük olduğunda 

hesaplama süreci sona erdirilir [10]. 

 

III.3 PARAMETRELERE İLİŞKİN HİPOTEZ TESTLERİ  VE GÜVEN 
ARALIKLARININ BELİRLENMESİ 

iβ  parametresi için, 1, 2,...,i p=  olmak üzere 

 0

1

: 0
: 0

i

i

H
H

β

β

=

≠
 

hipotezi genel olarak aşağıdaki istatistikler kullanılarak test edilir. 
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III.3.1 Wald Test İstatistiği  

Modeldeki β  katsayılarının istatistiksel anlamlılığını test etmede kullanılan  

Wald testi, ençok olabilirlik tahmin edicilerinin normal dağıldığı varsayımına 

dayanır. ˆ ˆ( )iS β , ˆ
iβ ’nin tahmin edilen standart sapması olmak üzere; 

 

ˆ
  ˆ ˆ( )

i

iS
β
β

 ≈ Z                                                                                                 (3 .7) 

dir. 

Test istatistiğinin standart normal dağıldığı varsayılır. ( )ˆV̂ β , β̂ ’ nın varyans 

kovaryans matrisi olmak üzere, ( ) 1ˆ ˆ ˆV̂β β β
− ′

   ifadesi p serbestlik derecesi ile 

asimptotik ki-kare dağılımına sahip olacaktır. Dolayısıyla Wald test istatistiği 

 

( ) 12 ˆ ˆ ˆˆw Vχ β β β
− ′=  

                                                                                   (3.8) 

 

şeklinde de ifade edilebilir. 

 

III.3.2 Olabilirlik Oran Test İstatistiği  

Modeldeki β  katsayılarının istatistiksel anlamlılığını test etmede kullanılan 

bir başka test de olabilirlik oran test istatistiğidir.  Herhangi bir iβ  parametresinin 

anlamlılığının testi için olabilirlik oran test istatistiği elde edilirken; indirgenmiş yani 

iX ’yi içermeyen modelin ençok olabilirlik fonksiyonunun logaritmasının -2 katından, 

tam modelin yani iX ’yi de içeren modelin ençok olabilirlik fonksiyonunun 

logaritmasının -2 katı çıkarılır. Elde edilen test istatistiğinin p serbestlik dereceli ki-

kare dağılımından olduğu kabul edilir  

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


 30 

 

2 ln ln    indirgenmiş tamL L − −  ≈ 2  χ                                                         (3.9) 

 

Genel olarak Wald testi ile olabilirlik oran test istatistiği parametrelerin 

anlamlılığı için aynı sonuçları vermez. Bu gibi bir durumda olabilirlik oran test 

istatistiği daha iyi istatistiksel özelliklere sahip olması nedeniyle tercih edilmelidir. 

Bir iβ  parametresi için 1 α−  anlamlılık düzeyinde güven aralığı,  

 

/2
ˆ ˆ ˆ( )      i iz Sαβ β±                                                                                     (3.10) 

 

dir [9]. 

 

III.4 HAZARD ORANININ HESAPLANMASI VE YORUMU 

            Genel olarak hazard oranı, iki farklı birimin hazardlarının birbirlerine oranı 

olarak tanımlanır. Yaşam sürdürme analizinde iki farklı grubu karşılaştırmak için 

hazard oranları kullanılabilir.  1 2, ,..., pX X X  ve * * *
1 2, ,..., pX X X  iki ayrı gruba ait 

açıklayıcı değişkenler olmak üzere, hazard oranı ( ˆHO ); 

 

  
1

1

ˆ

0
ˆ

0

ˆ ( )( , )ˆ
( , )

ˆ ( )

p
i i

i

p
i i

i

X

X

h t eh t XHO
h t X

h t e

β

β
θ

∗

=

=

∗
=

∑

= =
∑

                                                       (3.11) 

 

şeklinde tanımlanır. Burada θ , sabit bir değerdir. 
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ÖRNEK 

Kanser tedavisi gören bir grup hasta üzerinde A ve B gibi iki farklı ilaç etkisi 

araştırılıyor olsun. Kullanılan ilaç tipi dışında, hastaların “kanındaki lökosit miktarı” 

(KLM) kaydedilmiş olsun. 

1 2 1( , ),    X 1X X X∗ ∗ ∗ ∗= = olmak üzere A ilacını kullanan hasta grubunu, 

1 2 1( , ),      X 0X X X= =  olmak üzere B ilacını kullanan hasta grubunu temsil etsin. 

İkinci açıklayıcı değişkenler KLM ‘yi göstersin.  İlaç tipi değişkeni için tahmin 

edilen hazard oranı, 

2

1
1 2 1

2

1

ˆ
ˆ ˆ ˆ(1 0) ( )0

ˆ

0

ˆ ( )( , )ˆ
( , )

ˆ ( )

i i
i

i i
i

X
KLM KLM

X

h t eh t XHO e e
h t X

h t e

β
β β β

β

∗

=

=

∗
− + −

∑

= = = =
∑

 

bulunur. 

 Genel iki seviyeli bir değişken için hazard oranı, o değişkene ait olan 

katsayının üstelidir. Bu oran, 1 ile kodlanmış olan etkenin 0 ile kodlanmış olan 

etkene göre bozulma üzerinde kaç kat daha etkili olduğunu göstermektedir.  

Eğer değişkenimiz sürekli bir değişkense bu durumda uygun şekilde 

gruplandırılması gereklidir. Eğer ikiden fazla seviye söz konusu ise her bir seviye 

için hazard oranı hesaplanırken, diğer seviyeler birleştirilip tek bir seviyeymiş gibi 

düşünülür. 

Ayrıca genel olarak anlamlı olan değişkenlerin hazard oranlarına bakıldığında 

en büyük hazard oranına sahip olan değişken bozulma üzerinde en etkili ve sırasıyla 

daha küçük hazard oranlarına sahip olan değişkenlerin bozulma üzerinde daha az 

etkili oldukları söylenilebilir. 
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III.5 AÇIKLAYICI DEĞİŞKEN ETKİLERİNİ İÇEREN  YAŞAM 
SÜRDÜRME FONKSİYONU İÇİN KAPLAN-MEIER TAHMİNİ 

Yaşam sürdürme verisi için uygun dağılımın bilinmemesi durumunda, 

Kaplan-Meier yönteminden yararlanılarak yaşam sürdürme tahminleri elde edilebilir . 

Yaşam sürdürme verisi için Cox model kullanıldığında, yaşam sürdürme 

eğrileri açıklayıcı değişkenlerin etkisini de içerecek şekilde geliştirilebilir ve aynı 

Kaplan-Meier eğrileri gibi bu eğrilerde basamak fonksiyonları şeklinde çizilebilir. 

Kaplan-Meier eğrileri oluşturulurken, sadece bozulma zamanları kullanılarak 

elde edilen temel yaşam sürdürme fonksiyonunun ( ( ))S t , farklı t değerleri için 

alacağı değerler, parametrik olmayan yöntemlerle tahmin ediliyordu. (2.6) da genel 

olarak yaşam sürdürme fonksiyonu,  

0

( ) exp ( )
t

S t h u du
 

= − 
 

∫  

olarak verilmişti. Buradan yola çıkarak Cox modele ait yaşam sürdürme fonksiyonu 

olan S(t,X) için, 

1 1

0 0
( , ) exp ( ) exp ( ( ) )

p p
i i i i

i i
t tX X

S t X h u e du e h u du
β β

= =

   
∑ ∑   

= − = −   
   
   

∫ ∫  

                  

1

0
exp( ( ) )

p
Xi i

iet
h u du

β∑
=

 
 = −
  

∫  

 

 1
exp

( , ) ( )

p
i i

i
X

S t X S t
β

=

 
∑ 

=  
 
 

                                                                       (3.12) 

 

elde edilir. 
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 Dağılım bilgisi var olmadığından ( )S t  parametrik olarak bilinmemektedir. 

Dolayısı ile ( , )S t X  için kaplan-meier tahmini,  

 

1
exp

( , ) ( )

p
i i

i
X

S t X S t
β

=

 
∑ 

=  
 
 

% %                                                                        (3.13) 

şeklinde yazılabilir. Burada ( )S t% , ( )S t ’nin Kaplan-Meier tahminidir. 

  

III.6 ORANTILI HAZAR VARSAYIMININ İNCELENMESİ 

Cox regresyon modelinin en önemli varsayımı olan orantılı hazard varsayımı, 

herhangi bir birime ilişkin hazard fonksiyonunun diğer herhangi bir birimin hazard 

fonksiyonu ile oranının zamandan bağımsız bir sabit olmasıdır. Yani, bir açıklayıcı 

değişkenin iki farklı seviyesinin bozulma riski üzerindeki etkisini kıyaslayan hazard 

oranının, zaman içersinde sabit kalmasıdır. 

  Bu varsayımın geçerliliği için orantılılığın test edilmesi önemlidir.  Genel 

olarak orantılı hazard varsayımını kontrol etmek için grafiksel ve istatistiksel 

yöntemler kullanılır. 

 

        III.6.1 Grafiksel Yöntemler 

        Orantılı hazard varsayımının test edilmesinde kullanılan iki grafiksel 

yaklaşım aşağıda anlatılmıştır. 

III.6.1.1 Log-log Grafikleri 

        Orantılı hazard varsayımının kontrolünde en sık kullanılan grafiksel yöntem, 

incelenen değişkenlerin farklı seviyelerine ilişkin log-log yaşam sürdürme eğrilerinin 
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karşılaştırılmasıdır.  Karşılaştırılan eğriler birbirinden ayrık ve yaklaşık olarak 

paralel ise orantılılık varsayımı sağlanıyor demektir. 

        Log-log yaşam sürdürme eğrisi, tahmin edilen yaşam sürdürme 

fonksiyonunun iki kere logaritmasının alınmasıyla oluşturulur.  Matematiksel olarak 

log-log eğrisi, 

 

        ( )ln ln ( )S t− − %                                                                                           (3.14) 

 

şeklinde ifade edilmektedir. 

Tahmini yaşam sürdürme fonksiyonu ( )S t% , daima ( )0,1  aralığında değerler 

alacağından, logaritması negatif bir sayıdır.  Bu yüzden ilk logaritma alındıktan sonra 

negatifliğin yok edilmesi için ifade (-) ile çarpılarak pozitif hale getirilir.  

( )ln ln S− − %  sonucun da elde edilen değer pozitif veya negatif olabilir. Yaşam 

sürdürme eğrileri basamak fonksiyonu olarak çizildiğinden log-log eğrileri de 

basamak fonksiyonu olarak çizilmektedir.     

        Yaşam sürdürme eğrisinin y eksenindeki değerleri ( )0,1  aralığındayken, 

( )ln ln S− − %  eğrisinde ( ),−∞ +∞  aralığındadır.  Orantılı hazard modeli yaşam 

sürdürme fonksiyonu 

 

( ) ( ) 1
exp  

0,
p

i i
i

XS t X S t β
=

 
 
 
∑=                                                                    (3.15) 

 

şeklinde ifade edilir.  Yaşam sürdürme fonksiyonunun iki kez logaritması alındığında, 
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( ) ( )0
1

ln , exp .ln
p

i i
i

S t X X S tβ
=

 
=  

  
∑  

( ) ( )0
1

ln ln , ln exp .ln  
p

i i
i

S t X X S tβ
=

   − = −     
    
∑  

( ) ( )0
1

ln ln , ln exp + ln ln
p

i i
i

S t X X S tβ
=

   − = −        
    
∑  

( ) ( )0
1

ln ln , ln ln
p

i i
i

S t X X S tβ
=

− − = − − −      ∑                                  (3.16) 

ifadesi elde edilir [3]. İki farklı seviyesi olan bir açıklayıcı değişkenin oransal hazard 

varsayımını sağlayıp sağlamadığını kontrol etmek istensin. ( )1 11 12 1, ,..., pX x x x=  bu 

değişkenin birinci seviyesine ait bir birimin açıklayıcı değişken vektörü, 

( )2 21 22 2, ,..., pX x x x=  de bu değişkenin ikinci seviyesine ait bir birimin açıklayıcı 

değişken vektörünü gösteriyor olsun. Bu iki birime ait log-log eğrileri, 

 

( ) ( )1 1 0
1

ln ln , ln ln    
p

j j
j

S t X X S tβ
=

− − = − − −      ∑  

( ) ( )2 2 0
1

ln ln , ln ln   
p

j j
j

S t X X S tβ
=

− − = − − −      ∑  

şeklinde ifade edilir. 

        İkinci log-log eğrisi birinciden çıkartıldığında 

 

( ) ( ){ }1 2 2 1
1

ln ln , ln ln ,     
p

j j j
j

S t X S t X X Xβ
=

 − − − − − = −        ∑   (3.17) 

 

eşitliği elde edilir.  (3.14)  yeniden düzenlendiğinde 

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


 36 

( ) ( )1 2 2 1
1

ln ln , ln ln ,
p

j j j
j

S t X S t X X Xβ
=

 − − = − − + −        ∑           (3.18) 

 

olur. 

       Bu iki birey için log-log yaşam eğrileri aynı grafikte çizildiğinde, eğrilerin 

paralellik gösterip göstermediği anlaşılabilir.      

        
       Şekil III.I Bireylere ilişkin log-log eğrileri 

 

Uygulamada elde edilen eğriler kesişmiyor ve kabaca paralel gözüküyorsa 

varsayımın sağlandığı kabul edilebilir. Bu karar araştırmacının inisiyatifinde 

olduğundan yöntemin güvenirliği sarsılmaktadır.  Ayrıca sürekli değişkenlerin 

sınıflandırma şekli farklı sonuçlar elde edilmesine sebep olabilir. Sınıf sayısının 

mümkün olduğunca az olmasına ve sınıfların seçiminde anlamlılığa dikkat 

edilmelidir.  Bu kararlar da yine araştırmacıya bağlı olduğundan grafiksel yöntemin 

uygulanışında kişinin seçimlerinin ön planda olduğu görülür. 

        

( )ln lnS− − %  

t
 

1X  

2X  

( )2 1j j jX Xβ −∑  
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       III.6.1.2 Gözlenen Ve Beklenen Yaşam Eğrileri Yaklaşımı 

       Orantılı hazard varsayımını değerlendirmekte kullanılan grafiksel yöntemlerden 

biri tahmin edilen eğrilerin gözlenen eğrilerle karşılaştırılmasıdır. 

       Gözlenen ve beklenen yaşam eğrilerini oluştururken gözlenen ve beklenen 

yaşam olasılıkları kullanılır. Bu eğrileri oluşturmak için öncelikle veri ilgilenilen 

değişkenin seviyelerine göre ayrıştırılır. Daha sonra her seviye için ayrı ayrı Kaplan-

Meier eğrileri çizilerek gözlenen eğriler elde edilir. Aynı şekilde ilgilenilen 

değişkenin her seviyesi için beklenen eğriler, (3.13)’de verilen  açıklayıcı değişken 

etkilerini içeren yaşam sürdürme fonksiyonu tahminleri kullanılarak çizilir.  

Gözlenen ve beklenen değerler karşılaştırılırken, her bir seviye için ayrı ayrı 

oluşturulan gözlenen ve beklenen eğriler aynı grafik üzerine çizilir. İlgilenilen 

değişkenin her bir düzeyi için, beklenen ve gözlenen eğriler birbirine yakınsa, 

birbiriyle örtüşüyorsa, orantılı hazard varsayımının sağlandığına karar verilir. 

Eğer sürekli bir değişkenin orantılı hazard varsayımını sağlayıp sağlamadığını 

kontrol etmek istiyorsak, öncelikle ilgilenilen değişken uygun şekilde seviyelere 

ayrılır. Gözlenen eğrilerin elde edilmesi için aynı şekilde her seviye için Kaplan-

Meier eğrileri oluşturulur.  

Beklenen eğrilerin çizimi için iki ayrı yöntem söz konusudur. Yöntemlerden 

ilki, k  tane seviyesi bulunan bir değişken için 1k −  tane kukla değişken içeren Cox 

oransal hazard regresyon modelinin kullanılmasıdır. Model parametreleri 

belirlendikten sonra, her bir seviye için, açıklayıcı değişken etkilerini içeren  yaşam 

sürdürme fonksiyonu tahminleri kullanılarak beklenen eğriler oluşturulur. İkinci 

yöntemde ise önce Cox oransal hazard modeli kullanılarak ilgilenilen sürekli 

değişkene ilişkin parametre tahmini elde edilir. Daha sonra her bir seviye için 

açıklayıcı değişken etkilerini içeren yaşam sürdürme fonksiyonu tahminleri, o 

seviyeye ait ortalamalar kullanılarak elde edilir. 
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Log-log grafikleri yaklaşımında olduğu gibi, Bu yaklaşımda da, gözlenen ve 

beklenen eğrilerin yakın olup olmadığı kararı araştırmacının değerlendirmesidir. Bu 

da yöntemin zayıf yanıdır. Fakat çizilen grafiklerde ciddi bir farklılık varsa orantılı 

hazar varsayımının sağlanmadığına karar verilebilir.   

 

        III.6.2 İstatistiksel Yöntemler 

        Orantılı hazard varsayımını değerlendirmede kullanılan istatistiksel yöntemler 

uyum iyiliği yaklaşımı ve zamana bağlı değişkenlerin kullanılmasıdır.  Bu 

yöntemlerde test istatistiği kullanılacağından elde edilen sonuçlar grafiksel 

yöntemlere göre daha objektif olacaktır. 

 

        III.6.2.1 Uyum İyiliği Yaklaşımı 

       Uyum iyiliği testi, orantılı hazard varsayımını değerlendirmek amacıyla, 

değişken için p değeri ve istatistiksel güvenirliği yüksek bir test istatistiği sağlar.  Bu 

nedenle grafiksel yöntemlere göre daha kesin ve objektif sonuç verir. 

 Literatürde uyum iyiliği yaklaşımı için geliştirilmiş bir çok farklı test 

bulunmaktadır. Bu bölümde Harrel ve Lee tarafından 1986 yılında geliştirilmiş olan 

yaklaşım kısaca anlatılacaktır[12]. 

             Testi uygulamak için ilk adım her değişken için Schoenfeld artıklarının 

oluşturulmasıdır. Örneğin vücut kitle indeksi (VKİ) açıklayıcı değişkeni için 

Schoenfeld artıklarını hesaplamak istiyelim. Herhangi bir jt  anında ölmüş birey için 

Schoenfeld artığı, o birey için gözlenen VKİ değerinden, hala risk kümesinde 

bulunan bireylerin ağırlıklandırılmış VKİ değerleri çıkartılarak elde edilir. Burada 

kullanılan ağırlıklar her bireye ilişkin hazard fonksiyonlarının (2.14) de verilen 

Kaplan-Meier tahminleridir.  
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 İkinci adımda bozulma zamanlarını sıralayan bir sıralama değişkeni 

oluşturulur. Örneğin ilk bozulan birim için sıralama değişkeninin alacağı değer 1 

olacaktır ve bozulma sırasına göre bu değişken 2,3… gibi değerler alacaktır. 

 Son olarak, ilk ve ikinci adımda oluşturulan değişkenler arasındaki 

korelasyon test edilir. Bu test için yokluk hipotezi Schoenfeld artıkları ile sıralama 

değişkeni arasındaki korelasyonun sıfır olmasıdır. Yokluk hipotezinin ret edilmesi, 

orantılı hazard varsayımının sağlanmadığını gösterir. 

Uyum iyiliği testleri avantajlarla birlikte dezavantajlara da sahiptir.  Uyum 

iyiliği testi, genel anlamda orantılı hazard varsayımından sapmaları tespit etmek için 

yapılmış bir kontrol mekanizmasıdır.  Ancak bu test, orantılı hazard varsayımında 

anlık bir sapmayı tespit edemeyebilir.  Grafiksel yöntemler ise bu sapmaların 

belirlenmesine olanak tanır.  Sonuç olarak orantılı hazard varsayımını 

değerlendirmede hem grafiksel yaklaşımların hem de istatistiksel testlerin birlikte 

kullanılması önerilir. 

 

III.6.2.2 Zamana Bağlı Değişkenlerin Kullanılması 

Orantılı hazard varsayımını değerlendirmede zamana bağlı değişkenleri 

kullanmak için, Cox model, zamandan bağımsız değişken ve herhangi bir zaman 

fonksiyonunun çarpımından oluşan terimi içerecek şekilde genişletilir.  Bu çarpım 

değişkeninin katsayısı anlamsız çıkarsa orantılı hazard varsayımının zamandan 

bağımsız değişken için sağlandığı söylenir. 

i. birim için t zamanındaki açıklayıcı değişken değeri iX  olmak üzere zamana 

bağlı değişkenleri içerecek şekilde genişletilmiş Cox modeli, 
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( )( ) ( ) ( )0
1 1

, .exp .
p p

i i i i i
i i

h t X t h t X X g tβ
= =

 
= + Ψ 

  
∑ ∑                                   (3.19) 

 

biçiminde elde edilir.  Modelde yer alan ( )ig t  fonksiyonu bir zaman fonksiyonudur 

ve bu fonksiyon için aşağıdaki gibi fonksiyonlar kullanılabilir: 

        ( )g t t=                  (3.20) 

      ( ) logg t t=   ya da                  (3.21) 

        ( ) 0

0

1           t t
0          t < t

g t
≥

= 


                                          (3.22) 

        iX  değişkeninin orantılı olup olmadığının test edilmesi için (3.19) 

eşitliğinde verilen iΨ  katsayısının anlamlılığı test edilir. 

        0 : 0iH Ψ =  

        1 : 0iH Ψ ≠  

Burada 0H  hipotezi reddedilemez ise iX  değişkeninin orantılı hazard 

varsayımını sağladığına karar verilir. Eğer 0H  hipotezi reddedilir ve 0iΨ <  ise 

hazard oranı zamana bağlı olarak azalır, 0iΨ >  ise hazard oranı zamana bağlı olarak 

artar. 

        Zamana bağlı değişkenler için genişletilmiş Cox orantılı hazard regresyon 

modelinin testi için kullanılan istatistik; (3.9) da verilen 1 serbestlik dereceli 

olabilirlik oran test istatistiğidir. 

        Zamana bağlı değişkenler orantılı hazard varsayımının sağlanıp 

sağlanmadığının kontrolünde kullanıldığı gibi, orantılı hazard varsayımı 

sağlanmadığında her bir zaman aralığında değişen hazard oranının belirlenmesinde 

de kullanılabilir [13]. 
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BÖLÜM IV 

 

PARAMETRİK YAŞAM SÜRDÜRME MODELLERİ 

 

Bu bölümde, parametrik yaşam sürdürme modelleri ve bu modellere ait 

varsayımlar incelenecektir. Özel olarak hızlandırılmış bozulma zamanı modeli 

varsayımları ve buna karşılık oransal hazard modeli varsayımları irdelenecek,  üssel, 

weibull ve log-lojistik dağılımlarını içeren parametrik yaşam sürdürme modelleri ile 

ilgili örnekler verilecektir.  

 Parametrik yaşam sürdürme modelleri, açıklayıcı değişken olan zamanın, 

dağılımının net olarak bilindiği modellerdir. Weibull, üssel, log-lojistik, log-normal 

ve genelleştirilmiş gamma dağılımları yaşam sürdürme zamanı için en çok kullanılan 

dağılımlardır. Bu bölümde bu dağılımlardan üssel, weibull ve log-lojistik dağılım 

üzerinde durulacaktır. 

 Parametrik modellerin aksine Cox oransal hazard regresyon modeli yarı 

parametrik bir modeldir. Modelde regresyon parametreleri bilinmesine karşın, 

açıklayıcı değişkenin dağılımı bilinmemekte bu sebeple hazard fonksiyonu 

parametrik olarak belirlenememektedir. Dolayısı ile model dağılımsal varsayımlar 

gerektirmemektedir. Bu da modelin popüler oluşunun başlıca sebebidir. 

 Kaplan-Meier eğrileri, dağılımsal olmayan deneysel bir takım yöntemler 

kullanılarak elde edilmekte ve teoride ki yaşam sürdürme fonksiyonlarından farklı 

olarak basamak fonksiyonu olarak oluşturulmakta idi. Parametrik modellerde ise 

dağılım bilgisi var olduğundan, kuramsal yaşam sürdürme eğrileri ile daha tutarlı 

olan tahmini yaşam sürdürme eğrileri elde edilir. Eğer araştırmacı, zaman değişkeni 

için uygun olan dağılımı net olarak belirleyebilmişse, hazard ve yaşam sürdürme 

fonksiyonunu parametrik olarak kolaylıkla belirleyebilir. Bu durumda, Cox modele 
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göre daha gerçekçi parametre tahmin değerleri elde edilebilir. Bu kullanım kolaylığı 

ve tutarlılık parametrik model yaklaşımını cazip hale getiren özelliklerdir. 

 Yaşam sürdürme modelleri oransal hazard ve hızlandırılmış bozulma zamanı 

modelleri olarak iki gruba ayrılır. Bunlardan ilki olan oransal hazard modellerinde, 

açıklayıcı değişkenlerin hazard fonksiyonu üzerinde çarpımsal etkisi olduğu 

varsayımına karşın, hızlandırılmış yaşam sürdürme modellerinde, açıklayıcı 

değişkenlerin, yaşam sürdürme zamanı üzerinde çarpımsal etkisi olduğu varsayımı 

söz konusudur. 

 Örneğin, köpeklerin insanlara göre yedi kat daha hızlı yaşlandıkları 

bilinmektedir. Yani, on yaşındaki bir köpeğin yaşlanma düzeyi, yetmiş yaşındaki bir 

insan ile aynıdır. Hızlandırılmış bozulma modellerine göre, bir köpeğin on yıl yaşam 

sürdürme olasılığı, bir insanın 70 yıl yaşam sürdürme olasılığına eşittir. Daha genel 

olarak KS  ve  IS  sırasıyla, köpeklere ve insanlara ait yaşam sürdürme 

fonksiyonlarını göstermek üzere, ( ) (7 )K IS t S t= dir. 

Hızlandırılmış bozulma modelleri, yaşam sürdürme zamanı üzerindeki bu 

daralmayı, açıklayıcı değişkenlerin bir fonksiyonu olarak ifade eder.  

 Genel olarak hızlandırılmış bozulma zamanı varsayımı, 

 

 2 1( ) ( )            t 0S t S tγ= ≥                                                                           (4.1) 

 

şeklinde ifade edilir. Bu eşitlikte γ , hızlandırma faktörü olarak adlandırılan bir 

sabittir. Regresyon çalışmalarında herhangi bir değişkene ait hızlandırma faktörü, 

ˆexp( )α şeklinde yazılabilir. Burada α̂ , ilgilenilen değişkene ilişkin parametre 

tahminidir. Hızlandırılmış bozulma zamanı varsayımı rastgele değişkenler cinsinden, 

  

 1 2T Tγ=                (4.2) 
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biçiminde de yazılabilir. 

Oransal hazard modellerinde, hazard oranı açıklayıcı değişkenlerin bozulma 

riski üzerindeki etkilerini belirlerken, hızlandırılmış bozulma modellerinde, 

hızlandırma faktörü, açıklayıcı değişkenlerin yaşam sürdürme süresi üzerindeki 

etkilerini belirler.  

Bu bölümde inceleyeceğimiz üssel model ve iki weibull model hem oransal 

hazard varsayımlarını, hemde hızlandırılmış bozulma zamanı modeli varsayımlarını 

sağlayan modellerdir. 

 

IV.1 ÜSSEL MODEL 

Üssel dağılım, başarısızlık zamanı modeli olarak kullanılan ilk dağılımdır. 

Tıbbi araştırmalarda ve mühendislikte güvenilirlik çalışmalarında geniş ölçüde 

kullanılır.  

Üssel dağılımda, araştırma başladıktan sonra herhangi bir zamanda 

başarısızlık riski aynıdır ve λ ’ya eşittir. Bu durumda, λ  parametreli ve 1
λ  

ortalamalı üssel dağılım için hazard fonksiyonu zamana göre sabit olup; 

 

( )          0 t <h t λ= ≤ ∞                                                                                  (4.3) 

 

olarak gösterilir ve λ  parametresi, pozitif bir katsayıdır. Üssel dağılımın yaşam 

sürdürme fonksiyonu (2.6) eşitliğinden yararlanılarak, 

 

 
0

( ) exp       0 t <
t

S t duλ
 
 = − ≤ ∞
 
 

∫                  (4.4) 
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( )( ) exp              0 t <S t tλ= − ≤ ∞                                                                (4.5) 

 

olarak gösterilir. Bu durumda (2.5) eşitliğinden üssel dağılım için T’nin olasılık 

yoğunluk fonksiyonu; 

 

 ( ) exp( )      0 t <f t tλ λ= − ≤ ∞                                                                     (4.6) 

 

olarak elde edilir. 

 Parametrik yaşam sürdürme modellerinde, tipik olarak, ölçek parametresi 

olarak adlandırılan λ , yeniden parametrelendirilir. Kolay anlaşılması açısından, bu 

bölümde anlatacağımız tüm modelleri, cinsiyet gibi tek bir açıklayıcı değişken içeren 

bir örnek üzerinde açıklayalım. Cinsiyet değişkeni için “0” değeri kadınları, 

“1”değeri erkekleri temsil etsin ve λ  , 0 1exp( . )Cinsiyetβ β+  şeklinde yeniden 

parametrelendirilsin. Bu durumda; 

 

 0 1( , ) exp( . )H t X cinsiyetβ β= +                                              (4.7) 

 

olacaktır. Bu modelde erkek bireyler için hazard  0 1exp( )β β+  ve kadın bireyler için 

hazard 0exp( )β  şeklindedir. Kadın ve erkek gruplarını karşılaştıran hazard oranı; 

 

 0 1
1

0

exp( )( 1'    2) exp( )
exp( )

 cinsiyet e karşı cinsiyetHO β β
β

β
+

= = = =             (4.8) 

 

olarak elde edilir.  
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 Bu şekilde oluşturulan üssel model, parametrik oransal hazard regresyon 

modelidir. Açıklayıcı değişkenler hazard fonksiyonu üzerinde, çarpımsal bir etkiye 

sahiptir ve değişkenlere ait hazard oranları sabit olarak belirlenebilir. 

 Üssel dağılıma ait, ( )( ) expS t tλ= − , yaşam sürdürme fonksiyonu, t için 

çözümlenirse;  

 

 1[ ln( ( ))].t S t
λ

= −                                                                                          (4.9) 

 

olarak bulunur. Burada 1
λ ’nın, 0 11 exp( . )cinsiyetα αλ = +  şeklinde ya da buna 

denk olarak λ 'nın, 0 1exp( . )cinsiyetλ α α= − −  şeklinde yeniden 

parametrelendirilmesi sonucu ; 

 

 0 1[ ln( ( ))] exp( . )t S t cinsiyetα α= − +                                                          (4.10) 

 

modeli elde edilir. Görüldüğü üzere bu modelde, yaşam sürdürme fonksiyonunun 

belirli bir değeri için, açıklayıcı değişkenler yaşam sürdürme süresi üzerinde 

çarpımsal bir etkiye sahiptir. Örneğin, ( )S t =0.5 için yaşam sürdürme süresi medyanı; 

  

 mt = 0 1[ ln(0.5)] exp( . )cinsiyetα α− +                                                       (4.11) 

 

olarak bulunur.  

 Herhangi bir sabit S(t)=q olasılığı için hızlandırma faktörü γ ; 

 

 0 1
1

0

[ ln( )]exp( ) exp( )
[ ln( )]exp( )

q
q

α α
γ α

α
− +

= =
−

                                                          (4.12) 

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


 46 

şeklinde elde edilir. Üssel model özel olarak; 1
HOγ = ’dır.  

 Üssel oransal ve üssel hızlandırılmış bozulma zamanı modelleri, her ne kadar 

farklı varsayımlara dayansalar da aslında aralarındaki tek farklılık 

paremetrelendirilme biçimleridir. İki model için de yaşam sürdürme fonksiyonu, 

hazard fonksiyonu ve yaşam sürdürme süresi medyanı aynıdır. 

 

IV.2 WEİBULL MODEL 

 Son yıllarda, en çok yaşam sürdürme zamanı dağılımlarından olan weibull 

dağılımı, özellikleri nedeniyle özellikle endüstriyel çalışmalarda tercih edilmektedir. 

Üssel dağılımın uygulanabilirliği sabit hazard hızına sahip olduğu varsayımından 

dolayı sınırlı olmasına rağmen, weibull dağılımları ailesi, hem artan hem de azalan 

hazard hızını içerdiği için uygulanabilirlik açısından daha esnektir. 

 Biz bu bölümde iki parametreli weibull dağılımı ile ilgileneceğiz. İki 

parametreli weibull dağılımı için yaşam sürdürme fonksiyonu, olasılık yoğunluk 

fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sırasıyla aşağıdaki gibi verilir: 

 

 ( ) exp( )pS t tλ= −                  (4.13) 

 1( ) ( ) exp( )p pf t p t tλ λ−= −                           (4.14) 

 1( ) ( ) ph t p tλ −=                 (4.15) 

 

 Hazard fonksiyonunun şekli, p  parametresine bağlıdır. Bu nedenle p, biçim 

parametresi olarak ve λ  , üssel dağılımda olduğu gibi ölçek parametresi olarak 

adlandırılır. İki parametreli weibull   dağılımının hazard fonksiyonu, 1p <  için 
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monoton azalan, 1p >  için monoton artan ve 1p =  için sabit fonksiyondur. Burada 

1p =  için iki parametreli weibull dağılımı üssel dağılıma dönüşmektedir. 

 İki parametreli weibull dağılımının önemli bir özelliği, dağılımın yaşam 

sürdürme fonksiyonu olan ( )S t  için ln [-ln( ( )S t )] fonksiyonu ile ln(t) fonksiyonu 

arasında lineer bir ilişki bulunmasıdır. Bu şekilde var olan verinin iki parametreli 

weibull dağılımına uygunluğu, ( )S t%  yaşam sürdürme fonksiyonunun Kaplan-Meier 

tahmini olmak üzere,  ln [-ln( ( )S t% )] değerlerine karşılık ln( t ) değerleri grafiklenerek 

kontrol edilebilir. Eğer bu plotlama lineer bir ilişkiyi işaret ediyorsa, t değişkeni için 

iki parametreli weibull dağılımının uygun olduğu düşünülebilir. 

 İki parametreli weibull dağılımının hazard fonksiyonu 1( ) ( ) ph t p tλ λ −=  

olmak üzere, weibull oransal hazard modeli λ  nın 0 1exp( . )cinsiyetλ β β= +  

şeklinde yeniden parametrelendirilmesi ile elde edilebilir. Cinsiyet değişkeni için 

hazard oranı; 

 

 
1

0 1
11

0

exp( ) exp( )
exp( )

p

p
ptHO

pt
β β

β
β

−

−
+

= =                          (4.16) 

 

şeklinde elde edilir. Bu değer, hazard fonksiyonunun şeklini belirleyen, şekil 

parametresi p’nin, cinsiyet değişkeninin her iki seviyesi için aynı olması durumunda 

hesaplanmıştır. Aksi durumda, t değerleri sadeleşmez, hazard oranı zaman bağlı 

olarak elde edilir. Bu da hazard varsayımının sağlanmadığını gösterir. 

Weibull dağılımına ait, ( ) exp( )pS t tλ= − , yaşam sürdürme fonksiyonu t için  

çözümlenirse; 

 1/
1/
1[ ln( ( ))] p

pt S t
λ

= −                                                                              (4.17) 
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bulunur. Bu eşitlikte  0 11/
1 exp( . )p cinsiyetα α

λ
= +  parametrelendirilmesi yapılacak 

olursa; 

 

 1/
0 1[ ln ( )] exp( . )pt S t cinsiyetα α= − +              (4.18) 

 

weibull hızlandırılmış bozulma zamanı modeli elde edilir. Bu model kullanılarak 

yaşam sürdürme zamanı medyanı; 

 

 1/
0 1[ ln(0.5)] exp( . )p

mt cinsiyetα α= − +              (4.19) 

 

olarak bulunur. Herhangi bir sabit S(t)=q olasılığı için cinsiyet değişkenine ait 

hızlandırma faktörü γ ; 

  

1/
0 1

11/
0

[ ln( )] exp( ) exp( )
[ ln( )] exp( )

p

p
q

q
α α

γ α
α

− +
= =

−
             (4.20) 

 

şeklinde hesaplanır. Oransal hazard modelde olduğu gibi bu değerin elde edilmesi 

değişkenin her iki seviyesi için p değerinin aynı olması durumunda mümkündür. 

Aksi takdirde hızlandırma faktörü, q değerine bağlı olarak bulunur. Bu durumda,  

hızlandırılmış bozulma zamanı modeli varsayımları sağlanmaz. 

 Weibull model için eğer oransal hazard varsayımı gerçekleniyorsa, 

hızlandırılmış bozulma modeli varsayımı, tersine hızlandırılmış bozulma zamanı 

modeli varsayımı gerçekleniyorsa, oransal hazard varsayımı gerçeklenir. Bu özellik 

yalnızca weibull modele özgü bir özelliktir. 
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IV.3 LOG-LOJİSTİK MODEL 

Log-lojistik dağılım, hazard fonksiyonunun tekdüze olmadığı durumlarda 

kullanılır. Örneğin; bir organ naklinden sonra, vücut yeni organa uyum sağlarken ilk 

on gün içinde hastanın ölme riski ve böylece hazard fonksiyonu artmakta, hastanın 

iyileşmesi ile birlikte zamanla azalmaktadır. Böyle bir araştırmaya ilişkin verilerin 

analizinde log-lojistik dağılımın kullanılması uygundur. 

Log-lojistik modele ait yaşam sürdürme fonksiyonu, olasılık yoğunluk 

fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sırasıyla aşağıdaki gibi verilir: 

 

1( )
1 pS t

tλ
=

+
                             (4.21) 

1

2( )
(1 )

p

p
ptf t

t
λ

λ

−
=

+
                 (4.22) 

1
( )

1

p

p
pth t

t
λ

λ

−
=

+
                (4.23) 

 

Log-lojistik dağılım, hızlandırılmış bozulma zamanı modeli için uygun bir 

dağılım olmasına rağmen, oransal hazard model için uygun değildir. Bu dağılım için 

orantılı hazard varsayımı sağlanmaz. 

Log-lojistik dağılıma ilişkin, 1( )
1 pS t

tλ
=

+
 , yaşam sürdürme fonksiyonu t 

için çözümlenirse;  

1/

1/
1 11
( )

p

pt
S t λ

 
= − 

 
                             (4.24)

   

bulunur. Bu eşitlikte  0 11/
1 exp( . )p cinsiyetα α

λ
= +  parametrelendirilmesi yapılacak 

olursa; 
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1/

0 1
1 1 exp( . )
( )

p
t cinsiyet

S t
α α

 
= − + 

 
 

 

log-lojistik hızlandırılmış bozulma zamanı modeli elde edilir. Bu model kullanılarak 

yaşam sürdürme zamanı medyanı; 

 

 0 1exp( . )mt cinsiyetα α= +                                      (4.25) 

 

olarak bulunur. Herhangi bir sabit S(t)=q olasılığı için cinsiyet değişkenine ait 

hızlandırma faktörü γ ; 

  

1 1/
0 1

11 1/
0

[ 1] exp( ) exp( )
[ 1] exp( )

p

p
q

q
α α

γ α
α

−

−
− +

= =
−

              (4.26) 

 

şeklinde hesaplanır. 
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BÖLÜM V 

 

İÇ İLİŞKİ DURUMUNDA COX ORANSAL HAZARD MODELİ 
İÇİN FARKLI TAHMİN YÖNTEMLERİ 

 

Bu bölümde, iç ilişki durumunda Cox oransal hazard regresyon modeli 

parametrelerinin tahmini için alternatif tahmin yöntemleri incelenmiştir.  

Genel olarak Cox model parametrelerinin tahmininde kullanılan, kısmi ençok 

olabilirlik yöntemi, iç ilişki durumundan ciddi şekilde etkilenebilir. İç ilişki 

durumunda, şişirilmiş varyanslara sahip ve dolayısıyla doğru değerlerden çok uzak 

kalan tahmin değerleri elde edilebilir. 

Bu problemi çözmeye yönelik, 2007 yılında, ridge regresyon yaklaşımı Cox 

oransal hazard regresyon modeline uyarlanmıştır. Bu bölümde ilk olarak bu 

çalışmadan bahsedilecek daha sonra da incelenilen diğer yöntemler anlatılacaktır. 

 

V.1. COX ORANSAL HAZARD REGRESYON MODELİ İÇİN RİDGE 
TAHMİN EDİCİSİ 

İç ilişki durumunda, ridge regresyon yöntemi, lineer modellerde sıklıkla 

kullanılan bir yöntemdir ve aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

 

1ˆ ˆ( ) ( )R EKX X kI X Xβ β−′ ′= +         (5.1) 

 

Burada ˆ
EKβ , β  parametresinin en küçük kareler tahmin edicisi ve X X′  matrisi de 

lineer modele ait olan bilgi matrisidir ve net olarak belirlidir. Daha önceki 

bölümlerde  
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bahsedildiği üzere Cox oransal hazard regresyon modeli; 

 

10h(t,X)=h (t).e                                                           

p
i i

i
Xβ

=
∑

 

 

formundadır ve lineer modelin tersine Cox model için bilgi matrisi net olarak 

bilinmez. Cox model için bilgi matrisini tahmin etmeye yönelik bir takım 

yaklaşımlar mevcuttur [14]. 

 ( )l β ; Cox modelin bilinmeyen β  parametresine ilişkin kısmi ençok 

olabilirlik fonksiyonu olmak üzere, β  parametresinin kısmi ençok olabilirlik tahmin 

edicisi ˆ
PMLβ  için kovaryans matrisi [11]; 

 

 ˆ

12 ( )ˆˆ ( )
PML

PML
lKov

β β

β
β

β β =

−
 ∂

= − 
′∂ ∂  

     (5.2) 

 

şeklindedir ve (3.5) de verildiği üzere;   

 

2

ˆ

( ) ˆ ˆI( )= =D  D  
PML

l

β β

β
β

β β
=

∂ ′−
′∂ ∂

 

 

matrisi “tahmin edilen bilgi matrisi” olarak bilinen pxp boyutlu bir matristir. Bu 

tahmin edilen bilgi matrisinden yararlanarak, Cox model için ridge regresyon tahmin 

edicisi; 

 

 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( )R
PMLD D kI D Dβ β−′ ′= +                  (5.3) 
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biçiminde verilebilir [15].  (5.3) ve (5.2) bir arada düşünülürse, ridge tahmin edicisi 

için kovaryans matrisi; 

 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( ) ( )  ( )RKov D D kI D D D D kIβ − −′ ′ ′= + +      (5.4) 

 

şeklindedir.  

 Cox modele ridge regresyon yaklaşımı, 2007 yılında Xue ve arkadaşları 

tarafından yapılmıştır. Bir benzetim çalışması olan bu çalışmada modelin 

performansı farklı durumlar için incelenmiş ve iç ilişkinin olduğu durumlarda genel 

olarak ridge regresyon yaklaşımının, HKO ölçütü açısından daha iyi sonuçlar verdiği 

sonucuna varılmıştır. 

 İç ilişki durumunda, bilgi matrisi kötü koşulludur. Ridge regresyon 

yöntemiyle amaçlanan, bilgi matrisinin köşegen elemanlarına “k” gibi küçük bir sabit 

ekleyerek, kötü koşulluluk problemini yok etmek ve aşağıdaki gibi tanımlanan koşul 

sayısı κ ’yı istenilen seviyeye çekmektir. 

 

 κ 1/2(   /   özdeğer)en büyük özdeğer en küçük=     (5.5) 

 

Uygulamada, ridge regresyonun “k” parametresi oldukça küçük seçilir. Oysa 

kolaylıkla gösterilebilir ki, ˆ ˆD D kI′ + ’nın koşul sayısı, k nın azalan bir fonksiyonudur. 

Bu yüzden, k ne kadar büyük seçilirse, ˆ ˆD D kI′ + ’nın koşul sayısı da o kadar küçük 

olacaktır. Özellikle çok yüksek iç ilişki durumunda, ˆ ˆD D′  matrisi çok kötü koşulludur 

ve uygulamada seçilen küçük k değeri kötü koşulluluk probleminin çözümünde 

yetersiz kalır. Diğer taraftan, k nın büyük seçilmesi regresyonun yanlılığını arttırır.  

 Bu problem göz önünde bulundurularak, lineer model için Liu-tipi tahmin 

edici geliştirilmiştir. Bölümde V.2. de, lineer model için geliştirilmiş olan bu tahmin 
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edicinin Cox oransal hazard regresyon modeline uyarlanışı ve uyarlanan bu tahmin 

edicinin performansına ilişkin geliştirilmiş teoremler verilecektir. 

V.2. COX ORANSAL HAZARD REGRESYON MODELİ İÇİN LİU-
TİPİ TAHMİN EDİCİ 

Liu-tipi tahmin edici ilk olarak, lineer modellerde, ridge regresyon 

parametresi k’nın regresyona kattığı yanlılığı azaltmak amacıyla tasarlanmıştır ve 

aşağıdaki şekilde tanımlıdır; 

 

1ˆ ˆ(  ) (  )    ;           k 0,      - dkd X X kI X X dIβ β−′ ′= + − > ∞ < < ∞              (5.6) 

 

Burada β̂ , β ’nın herhangi bir tahmin edicisi 0k >  ve  - d∞ < < ∞  belirlenmesi 

gereken sabitlerdir. 

 Liu-tipi tahmin yönteminde ilk olarak k parametresi kullanılarak bilgi 

matrisinin koşul sayısı küçültülür daha sonra ikinci bir “d” parametresi yardımıyla, 

k’nın kullanımının regresyona kattığı yanlılık azaltılır ve istatistiksel özellikler 

iyileştirilir. Bu özellikleri bakımından, bu tahmin edici, kötü koşulluluk probleminin 

çözümünde oldukça etkilidir ve aynı zamanda uygun d parametresinin seçilmesi 

durumunda, ridge tahmin edicisinden daha küçük HKO’ya sahiptir [16]. 

Lineer modeldekine benzer olarak, Cox oransal hazard regresyon modeli için 

Liu-tipi tahmin edici; 

 

1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )  ,          k 0 ,   - d  kd D D kI D D dIβ β−′ ′= + − > ∞ < < ∞   (5.7) 
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şeklinde tanımlanabilir. Lineer modelde olduğu gibi burada da β̂ , Cox modelin 

bilinmeyen β  parametresinin herhangi bir tahmin edicisi, 0k >  ve - d∞ < < ∞  

belirlenmesi gereken sabitlerdir. Bu çalışmada β̂ ’nın, ˆ
PMLβ  ve ˆ Rβ  olması 

durumları ile ilgilenilmiştir.  

İlk olarak bilgi matrisi ˆ ˆD D′  kanonik formda yazılsın. θ , sütunları, ˆ ˆD D′  

matrisinin özvektörlerinden oluşan ortogonal matris olmak üzere, ˆ ˆZ Dθ=  ve 

ˆˆPML PMLα θ β′=  olarak tanımlansın. Bu durumda,  

 

1ˆ ˆ ˆ ˆ ( ,....., )pZ Z D D köşegenθ θ λ λ′ ′ ′= = Λ =                 (5.8) 

 

olacaktır. Burada 1 ...... 0pλ λ≥ ≥ > , ˆ ˆD D′  matrisinin sıralı özdeğerleridir. (5.3) de 

verilen ˆ Rβ ’ ye benzer şekilde, kanonik form için ridge tahmin edicisi, ˆ Rα ; 

 

 1ˆ ˆ( )R
PMLkIα α−= Λ + Λ                                                                               (5.9) 

 

ve kanonik form için Liu-tipi tahmin edici ˆ kdα , (5.7) de verilen ˆkdβ ’ye benzer 

olarak  

  

 1ˆ ˆ( ) ( )kd kI dIα α−= Λ + Λ −                  (5.10) 

 

şeklindedir. 
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 Ayrıca ˆaα ; ˆPMLα , ˆ Rα  ve ˆ kdα  tahmin edicilerinden herhangi biri ve ˆ
aβ  

karşılık gelen tahmin edici olmak üzere aşağıdaki ilişkiler geçerlidir. 

 

 ˆ ˆa aβ θα=                             (5.11)

          

ˆ ˆ( ) ( )a aHKO HKOβ α=                (5.12) 

 

Eklerde bu ilişkilerin bazılarının ispatı verilmiştir. Şimdi sırasıyla ˆ ˆ
PMLβ β=  

ve  ˆ ˆ Rβ β=  durumları için geliştirilmiş olan iki teorem verilecektir. 

 

 TEOREM 5.1 

 1ˆ( ) ( ,....., )PML pE c cα =  olmak üzere, herhangi bir k>0 ve ˆ ˆ
PMLβ β=  için; 

2 2

1

2 2

1

[( ( ) 1) / ( ) ]

( 1) / [ ( ) ]

p

i i i i i i
i

p

i i i i
i

c c k k
d

c k

λ α λ λ

λ λ λ

=

=

− + + +

=

+ +

∑

∑
 

olarak seçilirse ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )kd RHKO HKOβ β≤ ’dir. Eşitlik d=0 durumunda geçerlidir. 

 
 İSPAT 

(5.12)’den  ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )kd RHKO HKOβ β≤  eşitsizliğinin ispat edilebilmesi için 

ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )kd RHKO HKOα α≤  eşitsizliğinin ispat edilmesi yeterlidir. İlk olarak ˆ kdα  

tahmin edicisinin beklenen değeri 
 

 
1

1

ˆ ˆ( ) [( ) ( ) ]

ˆ            ( ) ( ) ( )

kd
PML

PML

E E kI dI

kI dI E

α α

α

−

−

= Λ + Λ −

= Λ + Λ −
                    (5.13) 
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şeklinde hesaplanır.  ˆPMLα ’nin beklenen değeri olan ˆ( )PMLE α , px1 tipinde bir 
vektördür ve bu vektörün bileşenleri,  

 

1ˆ( ) ( ,....., )PML pE c cα =                   (5.14) 

 
olmak üzere; 
 

 1
1

1
ˆ( ) ( ,....., )pkd

p
p

ddE c c
k k

λλ
α

λ λ

−−
=

+ +
              (5.15) 

 
olarak elde edilir. 

 ˆ kdα  tahmin edicisinin kovaryans matrisi; 

 

 

1

1 1

1 1 1

ˆ ˆˆ ˆ( ) [( ) ( ) ]

ˆˆ                ( ) ( ) ( )( ) ( )

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

kd
PML

PML

Kov Kov kI dI

dI kI Kov kI dI

dI kI kI dI

α α

α

−

− −

− − −

= Λ + Λ −

′′= Λ − Λ + Λ + Λ −

′′= Λ − Λ + Λ Λ + Λ −

         (5.16) 

 
şeklinde hesaplanır. 

 (5.15) ve (5.16) dan yararlanılarak ˆ kdα tahmin edicisinin hata kareler 

ortalaması; 
 

2ˆ ˆ ˆ ˆˆ( ) ( ) ( )kd kd kdHKO E İzKovα α α α= − +                 (5.17) 

 
 olmak üzere,  
 

 
2 2

2
1 1

( ) ( )ˆ ˆ( ) ( )
( ) ( )

p p
kd i i i

i
ii i i i

d c dHKO g d
k k

λ λ
α α

λ λ λ= =

 − −
= − + = + + 

∑ ∑           (5.18) 

 
olarak bulunur. 
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 (5.18)’den görüldüğü üzere ˆ ˆ( )kdHKO α , d’nin kuadratik bir fonksiyonudur 

ve bu fonksiyonu minumum yapan d değeri  (5.19) da  verildiği gibi belirlenir; 
 

 

2 2

1

2 2

1

[( ( ) 1) / ( ) ]

( 1) / [ ( ) ]

p

i i i i i i
i

opt p

i i i i
i

c c k k
d

c k

λ α λ λ

λ λ λ

=

=

− + + +

=

+ +

∑

∑
           (5.19) 

 

ˆ ˆ(0) ( )Rg HKO α= olduğu düşünülürse, d parametresinin teorem 5.1 de 

verildiği gibi seçilmesi durumunda, ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )kd RHKO HKOα α≤ ve buna denk olarak 

ˆ ˆˆ ˆHKO( ) HKO( )kd Rβ β≤  dir ve böylece ispat tamamlanmış olur. İspatın daha rahat 

anlaşılabilmesi için aşağıdaki grafiksel örnek verilmiştir. 
 
 

 
Şekil V.1 Teorem(5.1)’nin ispatına yönelik grafiksel örnek 
 
 

d 

optd

ˆHKO  

ˆˆ ( )RHKO β

ˆˆ ( )optkdHKO β
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Sıradaki teorem ˆ ˆ Rβ β= durumu için geliştirilmiştir. Anlatım kolaylığı 

açısından bu durum için elde edilen Liu-tipi tahmin ediciyi ˆkdRβ  olarak gösterelim.  

TEOREM 5.2 

Herhangi bir k>0 ve ˆ ˆ Rβ β=  için; 

2 3 2 2 4

1

2 2 4

1

[ ( ) ] / ( )
 

[ ] / ( )

p

i i i i i i i i
i

p

i i i i
i

c c k k
d

c k

λ λ α λ λ λ

λ λ λ

=

=

+ − + +

=

+ +

∑

∑
 

olarak seçilirse ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )kdR RHKO HKOβ β≤ ’dir. Eşitlik d=-k durumunda geçerlidir. 

  
 İSPAT 

Aynı şekilde (5.12)’den diyebiliriz ki ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )kdR RHKO HKOβ β≤  eşitsizliğinin 

ispat edilebilmesi için ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )kdR RHKO HKOα α≤  eşitsizliğinin ispat edilmesi 

yeterlidir. 

 İlk olarak ˆ kdRα  tahmin edicisinin beklenen değeri, 

 

1 1

1 1

ˆ ˆ( ) [( ) ( )( )   ]

ˆ              ( ) ( )( )  ( )
kdR PML

PML

E E kI dI kI

kI dI kI E

α α

α

− −

− −

= Λ + Λ − Λ + Λ

= Λ + Λ − Λ + Λ
                             (5.20) 

 
olarak hesaplanır. (5.14) den; 
 

 1 1
12 2

1

( )( )ˆ( ) ,.....,
( ) ( )

p pkdR
p

p

ddE c c
k k

λ λλ λ
α

λ λ

 −− =
 + + 

                  (5.21) 

 
şeklinde elde edilir.  

 ˆ kdRα  ‘nin kovaryans matrisi; 
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1 1

1 1

1 1

ˆ ˆˆ ˆ( ) [( ) ( )( )   ]

ˆˆ                  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

                      ( ) ( )( )

kdR
PML

PML

Kov Kov kI dI kI

kI dI kI Cov

kI dI kI

α α

α

− −

− −

− −

= Λ + Λ − Λ + Λ

= Λ + Λ − Λ + Λ Λ

Λ + Λ − Λ +

 

 
 

           
1 1

1

ˆˆ ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

                      ( )( )

kdRKov kI dI kI kI

dI kI

α − −

−

= Λ + Λ − Λ + Λ Λ +

Λ − Λ +
                            (5.22) 

 

şeklinde hesaplanır. 

 (5.21) ve (5.22) dan yararlanılarak ˆ kdRα tahmin edicisinin hata kareler 

ortalaması 

 

2ˆ ˆ ˆ ˆˆ( ) ( ) ( )kdR kdR kdRHKO E İzKovα α α α= − +                                          (5.23) 

 

olmak üzere; 

 

 
22

4 2
1 1

( ) ( )ˆ ˆ( ) ( )
( ) ( )

p p
kdR i i i i i

i
i ii i

d d cHKO h d
k k

λ λ λ λ
α α

λ λ= =

 − −
= + − =  + + 

∑ ∑               (5.24) 

 

olarak bulunur. 

(5.24)’den görüldüğü üzere ˆ ˆ( )kdRHKO α , d’nin kuadratik bir fonksiyonudur 

ve bu fonksiyonu minumum yapan d değeri rahatlıkla (5.25) da  verildiği gibi belir- 
lenebilir; 
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2 3 2 2 4

1

2 2 4

1

[ ( ) ] / ( )
    

[ ] / ( )

p

i i i i i i i i
i

opt p

i i i i
i

c c k k
d

c k

λ λ α λ λ λ

λ λ λ

=

=

+ − + +

=

+ +

∑

∑
           (5.25) 

 

ˆ ˆ( ) ( )Rh k HKO α− = olduğu düşünülürse, d parametresinin teorem 5.2 de 

verildiği gibi seçilmesi durumunda, ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )kdR RHKO HKOα α≤ ve buna denk olarak 

ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )kdR RHKO HKOβ β≤  dir. İspatın daha rahat anlaşılabilmesi için aşağıdaki 

grafiksel örnek verilmiştir. 
 
 

 
Şekil V.2 Teorem(5.2)’nin ispatına yönelik grafiksel örnek 

 

 

-k 

d 

optd

ˆˆ ( )RHKO β

ˆˆ ( )optkd RHKO β

ˆHKO  
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V.3 COX ORANSAL HAZARD REGRESYON MODELİ İÇİN TEMEL 
BİLEŞENLER TAHMİN EDİCİSİ 

Lineer model için temel bileşenler tahmin edicisi aşağıdaki şekilde 

tanımlanmıştır; 

 

1ˆ ˆ( )TB r r r r EKT T X XT T X Xβ β−′ ′ ′ ′=                          (5.26) 

 

Burada,T ; sütunları X X′  matrisinin özvektörlerini içeren ortogonal matris ve 

1 2( , ,..., )pT X XT köşegen λ λ λ′ ′ = ∆ = , X X′ ’in sıralı özdeğerlerini içeren köşegen 

matris olmak üzere, rT ; T ’nin p-r sütununun silinmesi ile elde edilen matristir. Bu 

silinen p-r sütun, TX X ’in sıfıra çok yakın olan özdeğerlerine karşılık gelen 

özvektörlerdir. Bu durumda 1( ,....., )r r r rT X XT diag λ λ′ ′ = ∆ =  olacaktır. 

Temel bileşenler tahmin edicisinin kullanım amacı, iç ilişki probleminden 

kaynaklanan, çok küçük özdeğerlerin sebep olduğu, şişirilmiş varyansları kabul 

edilebilir seviyelere indirgemektir. (5.26)’dan anlaşılacağığı üzere, r=p olması 

durumunda, temel bileşenler tahmin edicisi en küçük kareler tahmin edicisine 

dönüşür. 

 

(5.26)’ya benzer şekilde, Cox oransal hazard regresyon modeli için temel 

bileşenler tahmin edicisi; 

 

1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( )TB
r r r r PMLD D D Dβ θ θ θ θ β−′ ′ ′ ′=                                                     (5.27) 
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şeklinde tanımlanabilir. Burada rθ ; θ  matrisinin p-r sütununun silinmesi ile elde 

edilen ortogonal matristir. Silinen p-r sütun, (5.8) de verilen Λ  matrisinin çok küçük 

özdeğerlerine karşılık gelen özvektörlerdir.  

 Bu durumda,  

 

1 2ˆ ˆ ( , ,..., )r r r rD D köşegenθ θ λ λ λ′ ′ = Λ =                                                   (5.28) 

 

olacaktır. 

 θ  ortogonal bir matris olduğundan, (5.11)’den ˆˆPML PMLα θβ=  dir ve 

kanonik form için temel bileşenler tahmin edicisi; 

 

 ˆ ˆTB
PMLBα α=                    (5.29) 

 

olarak verilir. Burada 
I   0
0   0

rB
 

=  
 

 tipinde pxp boyutlu bir matristir [18]. (5.29)’dan 

yararlanılarak ˆTBβ  tahmin edicisi, (5.7)’ye denk olarak aşağıdaki gibi de 

hesaplanabilir;  

 

 ˆ ˆTB TBβ θα=                  (5.30) 

 

 Aşağıda gösterildiği üzere ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )TB TBHKO HKOβ α=  dir. 
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2

2

2

2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆˆ                     ( ) ( )

ˆ ˆˆ                     ( ) ( )

ˆ ˆˆ                     ( ) ( )

  

TB TB TB

TB TB

T TB TB T

T TB TB

HKO İz Kov E

İz Kov E

İz Kov E

İz Kov E

β β β β

θα θα θα

θ α θ α α θθ

θθ α α α

 = + − 

 = + − 

 = + − 

 = + − 
2 ˆˆ ˆ ˆˆ                   ( ) ( ) ( )TB TB TBİz Kov E HKOα α α α = + − = 

                 (5.31) 

Bu durumda, hesapsal kolaylık açısından ˆˆ ( )TMHKO β  yerine ˆ ˆ( )TMHKO α  

nin hesaplanması tercih edilir. 

İlk olarak ˆˆ ( )TMKov α ; 

 

1

1

ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )

                ( )       

ˆˆ ( ) ( )

TB
PML

TB
r

Kov B Kov B

B B

Kov

α α

α

−

−

′=

′= Λ

= ∆

                                                                  (5.32) 

 

şeklinde hesaplanır ve ˆTBα  tahmin edicisinin beklenen değeri, (5.14) göz önünde 

bulundurularak; 

 

 

1

2

ˆ ˆ( ) ( )

:
ˆ                . ( )   

0
:
0

TB
PML

PML r

E E B
c
c

B E c

α α

α

=

 
 
 
 
 

= =  
 
 
 
 
 

                                                                   

(5.33) 

 

olarak bulunur. 
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(5.32) ve (5.33) kullanılarak, ˆ ˆ( )TBHKO α  aşağıdaki gibi hesaplanır. 

 

 
2ˆ ˆ ˆ ˆˆ( )  ( ) ( )TB TB TBHKO İz Kov Eα α α α = + −   

2 2

1 1 1

1ˆ ˆ( ) ( )   
pr r

TB
i i i

ii i i r
HKO cα α α

λ= = = +
= + − +∑ ∑ ∑                                       (5.34) 

 

(5.31)’den yararlanılarak, ˆˆ ( )TBHKO β ; 

 

 2 2

1 1 1

1ˆˆ ( ) ( )   
pr r

TB
i i i

ii i i r
HKO cβ α α

λ= = = +
= + − +∑ ∑ ∑                                        (5.35) 

 

olarak elde edilir. 

  

V.4 COX ORANSAL HAZARD REGRESYON MODELİ İÇİN  LİU- 
TİPİ TAHMİN EDİCİ İLE TEMEL BİLEŞENLER TAHMİN EDİCİSİNİN 
BİR KOMBİNASYONU 

Lineer regresyon modeli için, 1984 de Baye ve Parker tarafından, en küçük 

kareler, ridge ve temel bileşenler tahmin edicisinin bir kombinasyonu olan  

 

1ˆ ˆ( ) (  )r r r r r r EKk T T X X T kI T X Xβ β− ′′ ′ ′= +              (5.36) 

 

r-k sınıfı tahmin edici geliştirilmiştir [19].  Nomura ve Ohkubo 1985’teki bir 

çalışmalarında bu yeni tahmin ediciyi hata kareler ortalaması açısından, enküçük 

kareler ve ridge tahmin edicisi ile karşılaştırmışlardır [20]. 
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2001’de Kaçıranlar ve Sakallıoğlu en küçük kareler, temel bileşenler ve Liu 

tahmin edicisinin bir kombinasyonu olan  

 

1ˆ ˆ( ) ( ) (  )r r r r r r r TBd T T X XT I T X y dTβ β−′ ′ ′ ′ ′= + +             (5.37) 

 

tahmin edicisini tanımlamışlardır [17]. Özkale ve Kaçıranlar 2007’de bu tahmin 

ediciyi matris hata kareler ortalaması ölçütü açısından en küçük kareler, temel 

bileşenler ve Liu tahmin edicisi ile karşılaştırmışlardır [21]. 

Bu kısımda ilk olarak lineer model için en küçük kareler, temel bileşenler ve 

Liu-tipi tahmin edicinin bir kombinasyonu ya da bir anlamda Baye ve Parker’ın r-k 

sınıfı tahmin edicisi ile Kaçıranlar ve Sakallıoğlu’nun tanımladığı r-d sınıfı tahmin 

edicinin bir kombinasyonu olan; 

 

1ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) Tr r r r r r r r r TBk d T T X XT kI T X XT dIβ β−′ ′ ′ ′ ′= + −             (5.38) 

 

tahmin edicisi tanımlanmıştır. Bu yeni tanımlanan tahmin edici, r-(k,d ) sınıfı tahmin 

edici olarak adlandırılacak olunursa; k=0 için, r-d sınıfı tahmin ediciye, d=0 için r-k 

sınıfı tahmin ediciye dönüşür. Bu anlamda (5.36) ve (5.37) ile verilen her iki tahmin 

ediciyi de kapsar. 

 Bu çalışmada bu yeni tahmin edici, Cox oransal hazard regresyon modeline 

uyarlanılacak ve hata kareler ortalaması ölçütü bakımından performansı 

incelenecektir. Tahmin edicinin lineer modeldeki performansı, ilerleyen çalışmalarda 

incelenilmesi düşünülen açık bir konudur. 

 (5.38)’dekine benzer olarak Cox model için r-(k,d) sınıfı tahmin edici; 
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 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( )r TB
r r r r r r r rk d D D kI D D dIβ θ θ θ θ θ θ β−′ ′ ′ ′ ′= + −            (5.39) 

 

şeklinde tanımlanabilir. Şimdi bu tahmin edicinin ˆHKO ’sunu hesaplayalım. 

Kanonik form için r-(k,d) sınıfı tahmin edici aşağıdaki gibi verilebilir. 

 

ˆ ˆ( , ) B  r kdk dα α=                                                                                      (5.40) 

Burada B  daha öncede bahsedildiği gibi 
I   0
0   0

r 
 
 

 tipinde pxp boyutlu bir 

matristir. (5.40)’dan yararlanılarak ˆ ( , )r k dβ  tahmin edicisi, (5.39)’a denk olarak 

aşağıdaki gibi de hesaplanabilir;  

 

ˆ ˆ( , ) ( , )r rk d k dβ θα=                                                                                  (5.41) 

 

(5.31)’deki ispata benzer şekilde ˆˆ ˆ ˆ( ( , )) ( ( , ))r rHKO k d HKO k dβ α=  olduğu 

kolayca gösterilebilir. Daha öncede bahsedildiği üzere, hesapsal kolaylık bakımından, 

ˆˆ ( ( , ))rHKO k dβ  yerine ˆ ˆ( ( , ))rHKO k dα ’nin hesaplanması tercih edilir. 

İlk olarak ˆˆ ( ( , ))rKov k dα , (5.16)’dan yararlanılarak; 

 

1 1 1

ˆ ˆˆ ˆ( ( , )) ( )

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

r kdKov k d B Kov B

B dI kI kI dI B

α α
− − −

′=

′′ ′= Λ − Λ + Λ Λ + Λ −
       (5.42)     

 

şeklinde hesaplanabilir ve ˆ ( , )r k dα  tahmin edicisinin beklenen değeri, (5.15) göz 

önünde bulundurularak, 
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1
1

1

ˆ ˆ( ( , )) ( )

ˆ                   ( )

                   ( ,..., , 0,0,..., 0)

r kd

kd

r
r

r

E k d E B

BE
d dc c
k k

α α

α
λ λ
λ λ

=

=
− −

=
+ +

                                       (5.43) 

olarak bulunur. 

(5.42) ve (5.43) kullanılarak, ˆ ˆ( ( , ))rHKO k dα  aşağıdaki gibi hesaplanabilir. 

 

 
2ˆ ˆ ˆ ˆˆ( ( , ))  ( ( , )) ( ( , ))r r rHKO k d İz Kov k d E k dα α α α = + −   

2
2 2

2
1 1 1

( )ˆ ˆ( ( , )) ( )   
( )

pr r
r i i

i i i
ii i i ri i

d dHKO k d c
kk

λ λ
α α α

λλ λ= = = +

− −
= + − +

++
∑ ∑ ∑          (5.44) 

ˆˆ ˆ ˆ( ( , )) ( ( , ))r rHKO k d HKO k dβ α=  olduğundan;  

2
2 2

2
1 1 1

( )ˆˆ ( ( , )) ( )   
( )

pr r
r i i

i i i
ii i i ri i

d dHKO k d c
kk

λ λ
β α α

λλ λ= = = +

− −
= + − +

++
∑ ∑ ∑          (5.45) 

 

 Bu kısımda (V.3) ve (V.4)’de tanıtılan tahmin ediciler için geliştirilmiş iki 

teorem verilecektir. 

 
TEOREM V.3 

 
Herhangi bir k>0 için,  
 

2 2

1

2 2

1

[ ( ) 1] / ( )
d=  

( 1) / [ ( ) ]

r
i i i i i i

i
r

i i i i
i

c c k k

c k

λ α λ λ

λ λ λ

=

=

− + + +

+ +

∑

∑
  

 

olarak seçilirse ˆ ˆˆ ˆ[ ( , )] ( )r TBHKO k d HKOβ β≤ ’dir. Eşitlik d=-k durumunda geçerlidir. 

 

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


 69 

İSPAT: 

Belirli bir k>0 değeri için ˆ ( , )r k dβ ’nin  ˆHKO ’su aşağıda verildiği gibi d’nin 

kuadratik bir fonksiyonudur. 

 

2
2 2

2
1 1 1

( )ˆˆ ( ( , )) ( )   ( )
( )

pr r
r i i

i i i
ii i i ri i

d dHKO k d c f d
kk

λ λ
β α α

λλ λ= = = +

− −
= + − + =

++
∑ ∑ ∑  

 
Bu fonksiyonu minimum yapacak olan d değeri aşağıdaki gibi hesaplana-

bilir. 

2 2

1

2 2

1

[( ( ) 1) / ( ) ]

( 1) / [ ( ) ]

r
i i i i i i

i
opt r

i i i i
i

c c k k
d

c k

λ α λ λ

λ λ λ

=

=

− + + +

=

+ +

∑

∑
 

 

ˆˆ( ) HKO( )TBf k β− =  olduğu düşünülürse, optd  değerinin -k dan farklı olarak 

belirlendiği durumlarda, ( ) ( )optf d f k< − olacaktır. Dolayısı ile optd değerinin 

teoremde verildiği gibi belirlenmesi durumunda ˆ ˆˆ ˆHKO[ ( , )] HKO( )r TBk dβ β<  

olacaktır.  Eşitlik optd k= −  olması durumunda geçerlidir. 

 TEOREM V.4 

 Herhangi bir k>0 için 1 ...... 0pλ λ≥ ≥ >  olmak üzere; 

2
2( )min[ ,min( )]      1,...,

1
i

p i
i

i k id i p
c i

λ λ α
λ λ

λ

+
< − =

+
  

veya  

1 2
2( )max[ , max( )]    1,...,

1
i

i

i k id i i p
c i

λ λ α
λ λ

λ

+
> − =

+
 

 seçilmesi durumunda, ˆ ˆˆ ˆ( ( , )) ( ) r kdHKO k d HKOβ β< ’dir. 
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İSPAT: 

İlk olarak, 1ˆ ˆˆ ˆHKO( ( , )) HKO( ( , )) >0r rk d k dβ β −−  eşitsizliği d için çözülsün. 

(5.45) den  

2
1 2 2

2

2 2

( )ˆ ˆˆ ˆ( ( , )) ( ( , )) ( )
( )

                                                       ( ) (1 ) 2( )( ) 0
•  için 

                         

r r r r
r r r

rr r

r r r r r r r r

r

d dHKO k d HKO k d c
kk

d c d k c
d

λ λ
β β α α

λλ λ

λ λ λ λ λ α

λ

− − −
− = + − −

++

= − + − − + >

<
2

2

                                  ( )(1 ) 2( )
2( )                                                              

(1 )

                                                

r r r r r r r

r r r r
r

r r

d c k c
k cd

c

λ λ λ λ α

λ λ α
λ

λ

− + > +

+
< −

+

2

2

2( )        min[ , ] için eşitsizlik
(1 )

 sağlanır.

•   için                                         ( )(1 ) 2( )

                                                

r r r r
r r

r r

r r r r r r r r

k cd
c

d d c k c

λ λ α
λ λ

λ

λ λ λ λ λ α

+
⇒ < −

+

> − + < +

2

2

1

2( )              
(1 )

2( )                                                        max[ , ] için eşitsizlik 
(1 )

sağlanır.
            ,   1,...,   ... 0 

r r r r
r

r r

r r r r
r r

r r

p

k cd
c

k cd
c

i r p ve

λ λ α
λ

λ

λ λ α
λ λ

λ

λ λ

+
> −

+

+
⇒ > −

+

= ≥ ≥ >

12 2

olmak üzere genellenecek olunursa, d'nin;

2( ) 2( )
  min[ , min( )] veya   max[ , max( )] 

(1 ) (1 )
i i i i i i i i

p i i
i i i i

k c k cd d
c c

λ λ α λ λ α
λ λ λ λ

λ λ

+ +
< − > −

+ +

şeklinde seçilmesi durumunda, r nin her değeri için,   

1ˆ ˆˆ ˆ( ( , )) ( ( , )) 0r rHKO k d HKO k dβ β −− >  olacaktır. 

  Bu durumda, 

 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ ( , )] [ ( , )] ... [ ( , )]p p rHKO k d HKO k d HKO k dβ β β−> > >

 ˆ ˆˆ ˆ[ ] [ ( , )]kd rHKO HKO k dβ β⇒ >  

bulunur. 
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BÖLÜM VI 

 

BENZETİM ÇALIŞMASI 

 Bu bölümde, Cox model için önerilmiş olan yeni tahmin yöntemlerinin 

performanslarını karşılaştırmak amacıyla, Monte Carlo benzetimleri düzenlenmiştir. 

Bu yeni yöntemlerin performansları, farklı iç ilişki düzeylerinde ve farklı örneklem 

büyüklüklerinde değerlendirilmiştir. Çalışma için gerekli olan kod Wolfram 

Mathematica 7 programında yazılmıştır. 

 Benzetim çalışmasında, açıklayıcı değişken sayısı dört ve gerçek parametre 

değerleri,  (0.4, 0.2,  -0.5,  -0.2) olarak seçilmiştir. 

 Örneklem büyüklüğünün küçük olduğu durumlarda iç ilişki, parametre 

tahminleri üzerinde daha kötü etkilere sahip olduğundan,  n=20 ve n=30 olacak 

şekilde küçük örneklemler seçilmiştir. 

             Yaşam sürdürme zamanlarının üretilmesinde, şekil parametresi p=0.2 olan 

dört parametreli weibull model kullanılmıştır. Durdurma değişkeni δ, Bernoulli 

dağılımından, durdurma olasılığı q=0,3 olacak şekilde üretilmiştir.   

 Açıklayıcı değişkenlerin üretilmesinde Box-Müller  kullanılmıştır. iW ’ler, 

bağımsız standart normal rasgele değişkenler olmak üzere, jX  açıklayıcı 

değişkenleri; 
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2

, , ,5
2

, , ,5

(1 )          i=1,...,n   j=1, 2

(1 )          i=1,...,n   j=2, 3

i j i j i

i j i j i

x w w

x w w

ϕ ϕ

ρ ρ

= − +

= − +
                                       (6.1)                      

 

şeklinde üretilmiştir. ϕ   ve  ρ , sırasıyla ikişerli korelasyonlar, 2ϕ  ve 2ρ  olacak 

şekilde ayarlanmıştır [22]. 

 Çalışmada; 

 

0,20  ve  0,80

0,20  ve  0,90

0,20  ve  0,95

ϕ ρ

ϕ ρ

ϕ ρ

= =

= =

= =

 

gibi üç farklı korelasyon durumu, n=20 ve n=30 örneklem büyüklükleri için 

incelenmiştir. 

 V. bölümde, önerilen yeni tahmin yöntemleri için farklı optd değerleri 

belirlenmiştir. Benzetim çalışmasında, yöntemlerin tamamının HKO ölçütü açısından 

birbirleri ile kıyaslanabilmesi için, bu optd  değerlerinden yalnızca, teoremV.1 ile 

verilen  

 

2 2

1

2 2

1

[( ( ) 1) / ( ) ]

( 1) / [ ( ) ]

p

i i i i i i
i

opt p

i i i i
i

c c k k
d

c k

λ α λ λ

λ λ λ

=

=

− + + +

=

+ +

∑

∑
   

değeri ile ilgilenilmiştir. 
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 Uygulamada parametrelerin gerçek değeri ve beklenen değeri belirli 

olmadığından,  optd  değerinin hesaplanmasında, α  ve 1ˆ( ) ( ,....., )PML pE c cα =  

yerine ˆPMLα  kullanılması önerilebilir. Benzetim çalışmasında bu şekilde elde edilen; 

 

2 2
( )

1

2 2
( )

1

ˆ[(1 ( ) / ( ) ]

ˆ( ( ) 1) / [ ( ) ]

p

PML i i
i

opt p

i PML i i i
i

k k
d

k

α λ

λ α λ λ

=

=

− +

=

+ +

∑

∑
                   (6.2) 

 

değeri kullanılmıştır ve böylece önerilen değer test edilmiştir. 

 Hesapsal zorluklar nedeniyle benzetimler 100 defa tekrarlanmıştır. Her 

deneyde aşağıdaki tahminler kaydedilmiştir. 

 

ˆ            : Kısmi ençok olabilirlik kestiricisi
1ˆ                : Ridge kestiricisi, k = ˆ ˆ

1ˆ ˆ ˆ              : Liu-tipi kestirici, k =  ve   =ˆ ˆ

ˆ             : Liu-t

PML

R

PML PML

kd
PML

PML PML

kdR

β

β
β β

β β β
β β

β

′

′

1 ˆ ˆipi kestirici, k =  ve  =ˆ ˆ

ˆ              : Temel bileşenler kestiricisi
ˆ ( , )      : Temel bileşenler kestiricisi ile Liu-tipi kestiricinin kombinasyonu

R

PML PML
TB

r k d

β β
β β

β

β

′

 

Her durum için 100 benzetim tamamlandıktan sonra yukarıdaki tahmin 

ediciler için hata kareler ortalaması ve yan değerleri hesaplanmıştır. 

Elde edilen sonuçlar Tablo VI.1’de görülmektedir.  
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Tablo VI. 1 Benzetim çalışması sonuçları 

 

 

 

 

 

 

 

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Tablo VI.1’den, önerilen tüm tahmin edicilerin tahmin edilen hata kareler 

ortalaması değerlerinin, kısmi ençok olabilirlik ve ridge tahmin edicilerine göre 

                                           n=20                                               n=30 
                                   ˆHKO     Yan                               ˆHKO     Yan  

 

 

0.20ϕ =  

0.80ρ =  

ˆ          6.55        0.91PMLβ        

ˆ              4.56         0.76Rβ  

ˆ             2.26         0.53kdβ  

ˆ           1.63         0.44kdRβ  

ˆ            0.49         0.22TBβ  

ˆ (k,d)      0.38         0.24rβ  

ˆ          2.00        0.58 PMLβ        

ˆ              1.48         0.48Rβ  

ˆ             0.78         0.36kdβ  

ˆ            0.61         0.31kdRβ  

ˆ             0.43         0.28TBβ  

ˆ (k,d)       0.31         0.22rβ  

 

 

 

0.20ϕ =  

0.90ρ =  

ˆ          8.71        0.82PMLβ        

ˆ              5.16         0.64Rβ  

ˆ             3.42         0.58kdβ  

ˆ           2.33         0.50kdRβ  

ˆ            0.55         0.20TBβ  

ˆ (k,d)      0.46         0.20rβ  

ˆ          2.79        0.45PMLβ        

ˆ              1.70         0.36Rβ  

ˆ             1.03         0.36kdβ  

ˆ            0.76        0.31kdRβ  

ˆ             0.37         0.24TBβ  

ˆ (k,d)       0.30         0.22 rβ  

 

 

 

0.20ϕ =  

0.95ρ =  

ˆ          31.55       0.86 PMLβ        

ˆ              16.40        0.74Rβ  

ˆ             10.75        0.84kdβ  

ˆ            7.03         0.70kdRβ  

ˆ             0.58          0.22TBβ  

ˆ (k,d)       0.54         0.22rβ  

ˆ          12.08        0.47 PMLβ        

ˆ               6.59         0.43Rβ  

ˆ             4.47         0.58kdβ  

ˆ           3.03         0.50kdRβ  

ˆ            0.44         0.28TBβ  

ˆ (k,d)       0.40         0.26rβ  
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oldukça küçük kaldığı gözlemlenmektedir. Genel olarak tahmin edicilerin 

yanlılıklarında da bir azalma söz konusudur.  

  n=20 ve 0.20,   =0.95ϕ ρ=  durumunda, ˆkdβ ’nin yanlılığı ridge tahmin 

edicisinin yanlılığına göre biraz daha büyüktür. Fakat hata kareler ortalamasındaki 

düşüşün yanında, yanlılıktaki bu artış önemsiz denecek kadar küçüktür. Aynı şekilde 

n=30 ve 0.20,   =0.95ϕ ρ=  durumunda da, ˆkdβ ve ˆkdRβ ’nin yanlılıklarında hafif bir 

artış olmasına rağmen, hata kareler ortalamalarında ciddi bir düşüş gözlenmektedir. 

 Çalışmada uygun optimum d değerleri kullanılmamasına rağmen, ˆTBβ  ve 

ˆ (k,d)rβ  tahmin edicilerinin her durumda en küçük hata kareler ortalaması ve yanlılık 

değerlerine sahip oldukları görülmektedir. Ayrıca uygulamada kullanılması önerilen 

optimum d değerinin uygunluğu, benzetim çalışması ile test edilmiş ve uygun 

olmadığı bir durum gözlemlenmemiştir. 
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BÖLÜM VII 

 

SONUÇLAR VE TARTIŞMA 

Cox oransal hazard regresyon modelinin uygulandığı çalışmalarda parametre 

tahminleri için genel olarak kısmi ençok olabilirlik tahmin yöntemi kullanılmaktadır. 

Fakat bu tip çalışmalarda, açıklayıcı değişkenler arasında iç ilişki olması durumu 

sıklıkla rastlanabilen olağan bir durumdur. Bu durum gözardı edilerek model 

parametrelerinin tahmini için kısmı ençok olabilirlik tahmin yönteminin kullanılması 

şişirilmiş varyanslara sahip, sağlıksız tahmin değerleri elde etmemizi sağlayacaktır 

2007 yılında yapılan bir çalışmada, iç ilişki durumunda kullanılmak üzere 

Cox oransal hazard regresyon modeline ridge regresyon tahmin yöntemi uyarlanmış 

ve bu tahmin yönteminin performansı bir benzetim çalışması ile incelenmiştir. 

Yapılan benzetim çalışması sonucu,  ridge regresyon tahmin yönteminin, kısmi 

ençok olabilirlik tahmin yöntemine göre genellikle daha küçük hata kareler 

ortalmasına sahip olduğu gözlemlenmiştir. Fakat bu çalışmada herhangi bir kuramsal 

ispat yapılmamıştır. 

Liu-tipi tahmin yöntemi, 2003 yılında Kejan Liu tarafından lineer modeller 

için geliştirilmiş olan bir tahmin yöntemidir. Bu çalışmada ilk olarak Liu-tipi tahmin 

yönteminin iki farklı tipi, yarı parametrik bir model olan Cox oransal hazard 

regresyon modeline uyarlanmış ve bu yeni tahmin yönteminin her iki tipinin de, 
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ridge tahmin yöntemine göre daha küçük hata kareler ortalamasına sahip olduğu 

kuramsal olarak ispatlanmıştır. 

Benzer olarak temel bileşenler tahmin yöntemi, lineer modellerde, iç ilişki 

durumunda kullanılan tahmin yöntemlerindendir. Çalışmada ikinci olarak temel 

bileşenler tahmin yöntemi, Cox oransal hazard regresyon modeline uyarlanmış ve 

daha sonra bu yöntem Liu-tipi tahmin yöntemi ile birleştirilerek, Cox model için yeni 

bir tahmin yöntemi geliştirilmiştir. Yapılan kuramsal ispatlarla yöntemin temel 

bileşenler tahmin yöntemine ve bazı koşullar altında Liu-tipi tahmin yöntemine, 

dolayısı ile ridge tahmin yöntemine göre daha küçük hata kareler ortalamasına sahip 

olduğu gösterilmiştir. 

Son olarak yapılan benzetim çalışması ile geliştirilmiş olan yeni tahmin 

yöntemlerinin performansları daha ayrıntılı şekilde incelenmiş ve uygulamada da 

oldukça iyi sonuçlar elde edildiği görülmüştür. 
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BÖLÜM VIII 

 

SON DEĞERLENDİRMELER VE ÖNERİLER 

Birçok kullanım alanının yanı sıra özellikle tıpta, salgın hastalıkların ve 

kronik hastalıklara ilişkin verilerin incelenmesinde ve bu hastalıkları etkileyen 

değişkenlerin saptanmasında Cox oransal hazard regresyon modeli en çok kullanılan 

modellerdendir. 

Modelde açıklayıcı değişkenlere ait parametrelerin değerleri, değişkenlerin 

etkinliğini belirlemektedir. Bu nedenle parametre tahminlerinin minimum hata ile 

yapılması, yapılan incelemeler için oldukça önemlidir.  

Cox oransal hazard regresyon modeline son olarak adapte edilen ridge tahmin 

yöntemine karşın, bu çalışmada modele, daha küçük hata payına sahip tahmin 

yöntemleri uyarlanmış ve böylece özellikle iç ilişki durumunda daha sağlıklı tahmin 

değerleri elde edilebilmesine olanak sağlanmıştır.   

Yaşam sürdürme analizi için bugüne kadar yapılmış makaleler yardımıyla 

çeşitli algoritmalar geliştirilmiş ve bunlar paket programlara aktarılmıştır. Bu paket 

programların bazılarında Cox oransal hazard regresyon model formu da mevcuttur. 

Fakat Cox oransal hazard regresyon modelini içeren paket programların hepsi, model 

parametrelerinin tahmini için klasik yöntem olan kısmi ençok olabilirlik yöntemini 

kullanmaktadır. Bu paket programların hiç birinde Cox oransal hazard regresyon 
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modeli için iç ilişki durumunda kullanılabilecek olan farklı tahmin yöntemlerine yer 

verilmemektedir. Bu yeni tahmin yöntemleri ile ilgili olarak geliştirilen 

algoritmaların, mevcut paket programlara aktarılması ile araştırmacılara uygulamada 

kolaylık sağlanabileceği düşünülmektedir. 
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EKLER 
 

İSPAT I: 
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