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OZET

SINIR-DEGER VE BASLANGIC-DEGER
PROBLEMLERININ COZUMLERINDE OZEL
FONKSIYONLARIN VE GREEN FONKSIYONLARININ

YERI

Diferansiyel denklemlerin , &zellikle de homojen olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢dziimlerinde Green fonksiyonlarn &nemli rol oynamaktadir. Biz bu
tezimizde , ikinci mertebeden kismi ve adi diferansiyel denklemleri homojen ve homojen
olmayan sinir kosullart altinda inceledik. Sturm Liouville tiirii diferansiyel denklemlere
5zel dnem verdik. Bessel , Legendre , Hermite ve diger hipergeometrik denklemleri
incelerken once bu denklemlerin diferansiyel operatGrlerini Sturm Liouville tiiril
diferansiyel operator sekline getirdik. Bundan sonra bu denklemlerin Green
fonksiyonlarin1 kartezyen , silindirik ve kiiresel koordinatlarda elde ettik. Elde edilen bu
Green fonksiyonlarim Gzellikle klasik mekanik ve elektromanyetik konularinda karsimiza
¢tkan problemlerin ¢bziimlerinde en yararli olacak matematik sekillerine koyduk.
Tezimizde Green fonksiyonlaninin matematik alt yapilarni ve verilen bir Sturm Liouville
tiirli diferansiyel operatdr icin elde edilmelerine yonelik pratik ydntemler hakkinda da
bilgi verdik. Green fonksiyonlarinin temel ve uygulamal bilimlerdeki dnemleri hakkinda
da yapilan tartigmalarin da tezimizde onemli bir yer isgal ettiini sGyleyebiliriz. Teze
konu olan biitlin dnemli operatSrier ve bu operatorilerin Green fonksiyonlar: bir tablo

halinde sunulmustur.
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ABSTRACT

THE IMPORTANCE OF GREEN AND SPECIAL FUNCTIONS IN
THE SOLUTIONS OF BOUNDARY AND INITIAL VALUE
PROBLEMS

Green functions play important role in solving differential equations and particularly the
nonhomogeneous differential equations. In this thesis we studied the partial and ordinary
differential equations of second order under both homogeneous and nonhomogeneous
boundary conditions. We pay particular attention for Sturm Liouville type differential
operators. In studying Bessel , Legendre , Hermit and other Hypergeometric differential
equations we first bring them into standard Sturm Liouville types then we look for their
Green functions. We found their Green functions in cartesian, cylindrical, and spherical
coordinate systems. We put these Green functions into form which are most useful for
studying problems of classical mechanics and electromagnetic theory. We also provided
background information not only for the mathematical detail but also practical
methodology for finding Green functions for given differential operators of Sturm
Liouville type. We have spent fair amount of time in the thesis for the importance of
Green functions for both the classical and quantum theories. We list all important
operators and their Green functions obtained in different coordinate systems on a table

and hope this will be quite useful for future researchers.
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YENILIK BEYANI

SINIR-DEGER VE BASLANGIC-DEGER
PROBLEMLERININ COZUMLERINDE OZEL
FONKSIYONLARIN VE GREEN FONKSIYONLARININ
YERI

Teze konu olan Green fonksiyonlari uygulamal bilim dallarinda maddelerin 1sil
ve mekanik Kkarasteristiklerini modellemede ¢ok yaygin olarak kullaniimaktadirlar.
Dolayisiyla Green fonksiyonlar1 matematik , fizik , ingaat miihendisligi , makine
miihendisligi , elektrik miihendislifi , malzeme fizifi ve jeofizik gibi ¢ok genis bir
bilimsel yelpazede verilen her seviyedeki egitimde temel dersler arasinda okutulmaktadir.
Green fonksiyonlarinin kullammna en tipik &meklerin basinda youn niimerik
similasyonlara dayali olarak yapilan deprem tahminleri verilebilir.

Elektromanyetik alanlarin madde ile etkilegmesinde sogurma ve 1s1ma
ihtimallerinin hesabi i¢in Green fon‘ksiyoﬁlarmm kullanimi adeta standart bir yontem
haline gelmistir.Green fonksiyonlan , atom , iyon ve molekiillerin ¢ok fotonlu
uyarilmalanina kargi gelen gegis genliklerinin hesabi igin de temel 3neme sahiptirler.
Kuantum mekanik sagiilma problemierinin ¢dziimiinde de Green fonksiyonlari
vazgegilmez Oneme sahiptir. Goriiliiyor ki , Green fonksiyonlart hem klasik hem de
modern fizidin ilgi alanina genisleyerek ve gelistitilerek girmektedirler. Biz bu tezimizde
Ozellikle Laplace , Helmholtz , Heat ve Difflizyon diferansiyel operatorleri igin farkh
koordinat sistemlerinde Green fonksiyonlanni olusturduk. Yapilan bu c¢aligmanin i
Onemli bir eksikligi giderdigi kanaatindeyiz. Ciinkii su ana kadar bu operatorler igin
Green fonksiyonlarimi tam olarak derli toplu bir gekilde veren bir kaynaga rastlamadik.
Bu ¢hgmamizin ¢ok farkli sahalar igin temel Onemi olan bu operatbrierin Green
fonksiyonlarina kolayca ulagtig: bir kaynak olugturacagini da limit etmekteyiz.

Eylil 2094 Prof. Dr. Seyfettin FAKIOGLU Miige ALPASLAN
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BOLUMI
GIRIS VE AMAC

1-1-GIRIS

Cogu fizik kanunlan , ya diferansiyel ya da integral denklemleri ile ifadesini bulur.
Mekanikte Newton’un ikinci kanunu basit bir yay blok sistemine uygulamirsa ,
d’x d’x k
F=ma veya m—=-kx=>—+—x=0
VR e a m
ikinci derece diferansiyel denklemi elde edilir.Eger tizerinde bulundugu masa ile blok
arasinda hizla orantili bir siirtiinme kuvveti s6z konusu ise ve bir f{t) dis kuvveti bu

sistemi titregime ( harekete ) zorluyorsa son denklemi en genel hali ile
X o et f(r) )

olarak yazanz.
Elektrodinamikte Maxwell kanunlari (denklemleri) s6z konusu oldugunda sonug
yine diferansiyel denklemlerle ifade edilir.Bunlar ya Laplace denklemi
V¥ =0 (2-)
veya VW=—dnp (2-ii)
Poisson denklemidir.(Bu denklemler zamandan bagimsiz denklemlerdir.)Eger zaman
bagimhlif: da isin iginde ise skalar ve vektorel dalga denklemleri

1 Y | :
quf-c—z =7 =4 (3-)
- 184 4z~ .
VA-S—=-—J (3-ii)



olarak ortayé ¢ikarlar.Bunun gibi , fiziksel kanunlari ifade eden bir cok denklem
vardir.Bu tiir denklemlerin tiimiinii Ave g birer sabit olmak iizere ve ayrica f(X),
genel bir fonksiyonu temsil etmek fizere ,

o ov¥
V¥ + =4 +u—
J o’ # ot

genel denklemini yazabiliriz.Burada f(x) , Ave g ‘niin alacag: degerlere gére (daha
dogrusu eldeki fiziksel problemin karakterlerine uygun olarak ), fizikte en ¢ok
kullandigimiz denklemier (2) ve (3) esitliklerinde verilen Laplace , Poisson ve dalga

denklemlerine ilaveten ;

oY

Is1 iletim denklemi : VY = Hr 4
o’y oY ov
Telgraf denklemi : =2 + 5
elgraf denkle P a TH &)
Helmholtz denklemi : VW +i*¥ =0 (6)
v ge . h _, ., OF
Schrodinger denklemi :  —-—V*W +V (x)¥ =ih— )
2m ot
2 2
Klein-Gordon denklemi : V¥ —-1—2‘—36[—\211— —[thi-)‘l’ =0 8)
c

gibi denklemler daima kargimiza ¢ikan denklemlerdir.Bu denklemlerden bazilar (2 ve 6
esitlikleri) zamandan bagimsiz oldugu halde bazitan da zaman bagimhhigina
sahiptirler. Yine bu denklemlerden bazilan mekanca tek boyutlu (1 ve 5 denklemieri)
oldugu halde ¢ogu da ya iki ya da ii¢ boyutlu olabilir.Bu siniflandirmaya ilaveten
fiziksel denklemlerin bir kismm (2-i ve 4,5,6,7,8 esitlikleri)homojen olduklan halde ,
diger bazlan da (2-ii,3-i ve 3-ii) homojen olmayan denklemler seklinde kargimiza ¢ikar.

Eldeki fiziksel probleme uygun kismi diferansiyel denklemin ¢éziilmesi ve
¢Oziimiin de fiziksel sartlara uygun olmas: gerekmektedir.Fiziksel garttan kastimz. , eger
problem zaman bakimindan inceleniyorsa ¢oziimiin ilk sartlar: saglamas: gerekir.Eger
uzay bakimindan ¢6ziime bakiyorsak , eldeki ¢oziimiin sz sartlarini saglamasi
gerekir.

Bilindigi gibi bir dizi baslangi¢ ve simr sartimi saglayan tek bir ¢dzitm vardr.
Buna ¢oziimiin yeganelik prensibi adim veriyoruz.

Baglangic ve simir sartlarim saglayan homojen denklemleri ¢6zmek nispeten

kolaydir.Ama eger diferansiyel denklem homojen degilse (yani denkiemde bir kaynak



terimi varsa) verilen sinir sartlanm saglayan denklemi ¢6zmek oldukga giig bir istir.Iste
bu giicliighi yenmek iizere Green fonksiyonu yaklagimi ¢dziimii kolaylastirmaktadir.

Bu durumu fiziksel olarak anlatmaya ¢ahigalim;Eger belli bir bblgede (kaynak
noktas: veya kaynak bolgesi) bir kaynak var ise (mesela bu kaynak bir dalga tireticisi ;
bélgede bir yiik dagilim ve 1s1 fireticisi olabilir) bu kaynagin bagka bir bolgede (alan
noktas: veya alan bdlgesinde) etkisi , ya skaler veya vektorel alanla temsil edilir.Bu
alanlar (skaler veya vektorel fonksiyonlar ) verilen baslangi¢ degerlerini ve smr
degerlerini de saglamak zorundadir. Bu kaynak dagihminin olugturdugu alam bulmak
demek , kaynag: ¢ok kiicik (diferansiyel) pargalara ayirarak , her bir parganin etkisini
hesaplayip sonra da bu etkileri toplamak demektir.iste kaynak igindeki r’ noktasindaki
birim biyiikliikteki kaynagn , 7 noktasindaki olugturdugu alan G(7,7" ) ise bu iki
argiimanlt G(7,7' ) fonksiyonuna etki fonksiyonu ya da kisaca Green fonksiyonu adim
veriyoruz.Eger 7 *deki dagilim fonksiyonu p(7')ise p(7¥')G(r,r’) garpimmmn,
kayna@ iceren hacim iizerinden integrali (toplanmas:) aranan alan fonksiyonunu
(diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii) verir.

gozlem

ofjin

T kaynak
noktasi

Sekil-1-Green fonksiyonu igin smir ylizeyi , kayak noktasi ve gdzlem noktas:

Sinir sartlarinin saglanmasma bakalm : r noktasinda buldugumuz alan

fonksiyonu yiizeyin her yerinde sifir fakat r= Z' ‘de ya alan fonksiyonunun kendisi
bellidir, (Dirichlet sinir garti veya Dirichlet problemi ) veya bu alanin gradyenti

(Neumann sinir sart: ve Neumann problemi ) ad1 verilmektedir . Boylece alanin simr



yiizeyde delta fonksiyonu karakteri tasidigim anlamis oluyoruz_Bu yiizey {izerinde

r= r; " civarinda kiictik bir yiizey {izerinden integral alinirsa bu sonucun 1 olacaginin
garantisi olur.Bu };" ’deki potansiyel ¥, (Dirichlet problemi ) ise G'¥, ‘m tiim ylizey
I . . -, - . ov .
{izerinden integrali veya r, *deki normal tiirev (Neumann problemi ) N, = g ise

G% ‘nin tiim yiizey integrali , alan fonksiyonunu olusturucu unsurlar olur. Yukarda

gecen hacim ve yiizey Green fonksiyonlar aym fonksiyonlardir.

Fiziksel olguyu ifade eden diferansiyel denklemler ya homojen diferansiyel
denklemler ya da homojen olmayan diferansiyel denklemler ki burada bir kaynak
yogunlugu dagilim s67 konusudur. (Poisson denkleminde oldugn gibi)

Homojen olmayan diferansiyel denklemlerde kaynak dagilim fonksiyonu ile
hacimsel Green fonksiyonu carpilarak kaynak hacmi tizerinden integral alindiginda alan
fonksiyonunun bir kismi ortaya ¢ikiyordu.Homojen denklemin simir degerleri ile bagka
bir Green fonksiyonunu ylizey integrali de alan fonksiyonunun ikinci kismim
olusturuyordu.

Giizel bir tesadiif olarak goriiliir ki bu iki fonksiyon aslinda aym
fonksiyondur.Kaynagin olusturdugu kaynak Green fonksiyonunun yiizey integralinde
kullaniimasi ve boylece sinir sartlarinin saglanmasi Green fonksiyonunun dnemini
arttirmaktadir.Hacimsel (kaynak) Green fonksiyonu ile yiizey Green fonksiyonunun
aym fonksiyon olmasi ve stmir sartim daha da iyi saglamas: Green fonksiyonunun
homojen denklem ¢éziimierinde de 6nemli bir yeri oldugunu ortaya koyar.

Biz. burada kaynak ile simir sartinin sonuglarn bakimindan benzerligine igaret
edecegiz.Bir kaynak teriminin olmasi diferansiyel denklemin homojen olmamas:
demektir.(2-1i Poisson denklemi gibi) Eger kaynak yoksa I.aplace denkleminde oldugu

gibi homojen kismi diferansiyel denklemden sz ediyoruz demektir.Bu da

a? + bf;i =0 anlamim tagir ki buna karigtk homojen smir sartt diyoruz.Diger taraftan
n

Dirichlet ve Neumann sinir gartlar sifirdan farkli ise a¥ + bi‘;ﬁ # 0 ise boyle sir
n

sartina homojen olmayan sinir sart1 diyoruz.
Verilen bir kismi diferansiyel denklemle , buna paralel Green fonksiyonunun

sagladify diferansiyel denklem karsilastinldiginda , ikincisi bir nokta hari¢ homojen



denklem kihgina girer.Eger s6z konusu nokta sinir iizerinde ise Green fonksiyonu
homojen olmayan sinir sartinda kullamlabilir.Eger s6z konusu nokta sinir diginda ise
bizim Green fonksiyonumuz homojen olmayan difeansiyel denklemi de saglar.

Bir 6mek olarak Poisson denklemini alalim;

VY (r)=—4mp(r) )

Bu denkleme paralel Green fonksiyonunun sagladig diferansiyel denklem

v 26(;,;') ~—4n8(7-7 )

formunda ortaya g¢ikar.

1-2-AMAC

Fiziksel kanunlarin bir gesit ifadesi olan kismi ve adi diferansyel denklemlere
uygun simir gartlan ile ¢ozmek hedefimiz olduguna ve Green fonksiyonu da uygun sinir
sartlanm saglayan ¢oziimiin kolayca ortaya gitkmasina katkida bulunduguna gore , cesitli
diferansiyel denklemler i¢in Green fonksiyonunu elde etmek gerekmektedir.Bulunan bu
Green fonksiyonlarinin uygulamada nasil kullamlacagini da ortaya koymamiz
gerekmektedir.

Fiziksel kanunlar veya problemler sadece diferansiyel denklemlerle ifade
edilmezler .Bazen problemin karakteri ve simir gartlan diferansiyel denklem yerine
integral denklemler ile daha iyi temsil edilir.Hatta problemin kangik simir sarti (Cauchy
siir sarti veya Cauchy problemi) varsa integral esitlikleri ile ugrasmamiz zoruniu hale
gelir.Biz bu ¢alismada sinir deger problemlerinin nasil integral denklemleri ile temsil
edilecegini ve bunlarn ¢éziimiinde Green fonksiyonlarinin nemli rolii ve baglantisim
da ortaya koyacagiz.

Green fonksiyonu ¢aligmalarimn uygulamadaki yerine bakacak ve Green

fonksiyonunun 1;1ma ve sagilmada nasil rol aldiklarim dikkatlere sunacagz.



BOLUM I
IKINCi DERECEDEN DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

Onceki boliimde soziinii ettigimiz diferansiyel denklemler ikinci derece diferansiyel
denklemler olup , bunlar hemen hemen tiim fizik kanunlanim kapsarlar.S6z konusu
denklemlerin biiyiik bir cogunlugu kismi diferansiyel denklemlerdir.Kismi diferansiyel
ienklemlerin ¢6ziim metotlarindan en Snemlisi “degiskenlere ayirarak ¢ozme”
yontemidir.Uygun koordinat sistemi secildiginde bu tiir diferansiyel denklemlerin gogu

jegiskenlerine ayrilarak adi diferansiyel denklem haline indirgenirler.Mesela Laplace

ienklemi 14 farkl koordinat sisteminde [1] degiskenlerine aynlabilir.

Bir kismi diferansiyel denklem degiskenlerine aynldiginda ayirma sabiti &zel bir neme
sahiptir.Zamam da igeren ii¢ boyutta bir kismi diferansiyel denklem degiskenlerine aynlarak
1di diferansiyel denklemlere (bunlar 4 tane olur) indirgendiginde s6z konusu ayirma
sabitlerine veya ayirma sabitleri setine diferansiyel denklemin 6zdegerleri denir.Bu
szdegerlere kars: gelen ¢ozlimlere de dzfonksiyonlar adr verilir.Demek ki , fiziksel bir
tonumu ifade eden kismi diferansiyel denklemleri , bir ¢ok yoldan adi diferansiyel
lenklemler haline sokmak miimkiindiir.Degiskenlerine ayirma yaninda , integral déniigtimleri
netodu ile de bir kismi diferansiyel denklemi adi diferansiyel denklemi haline
ndirgeyebiliniz.

Biz bu boltimde , Green fonksiyonu metoduna gegmeden &nce , adi diferansiyel
lenklemler lizerinde duracagiz.Adi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde kullanilan hemen
ier metodun belli sinirlamalan ve zorluklan vardir.Mesela serilerle ¢6ziim metodu en ¢ok
:ullamlan metot oldugu ve uygulamas: da kolay bulundugu halde , serilerle temsil ettigimiz

Oziimlerin yavas yakinsama ve hatta yakinsamama probleminin oldugunu gériiriiz.Halbuki

sreen fonksiyonu ile ¢éziimiin bdyle bir simrlamas: yoktur.



SINIR DEGER PROBLEMLERI

Genel olarak homojen olmayan ikinci derece lineer denklemini
Y +p(x)y'+q(x)y= 1) 1)
s6zmeye caligirken asagidaki sinir sartlan ile karsilagihir.
a,y(a)+a,y'(a)+b,y(b)+b,y' (b)=¢, @
ayy(a)+ayy'(a)+byy(b)+byy (b)=c,
3u sinir sartlarina uygun probleme iki nokta simir deger problemi adim veririz.Eger
5 = ¢, = O1se smr sartlan homojendir denir.Aksi halde homojen olmayan simir sartlarindan
0z ediyoruz demektir.Bu genel sinir sartlanindan uygulamada sik sik rastladigimz baz 6zel
nir sartlan vardir;
ay(a)+ay'(a)=c
by(b)+b,y'(b)=c,

ii)Dirichlet siur sart : y(a)=¢,,y(b)=c,

1)Aynimig sinir sart: :

iii)Neumann sinir sart: : y'(a)=¢,,3'(b) =¢,
iv)Periyodik suur sarti : y(~T)=W(T),y'(-T)=y'(T)

veya y(0)=y(2T),y'(0)=y'(2T) (burada periyot 2T°dir.)
Homojen Denklem ve Homojen simir Sarti
Asagidaki homojen denklemle homojen sinir sartlarim g6z 6niine alalim,
Y'+p(x)y'+q(x)y=0 €)

a,y(a)+a,y'(a)+b,y(b)+b,y'(6)=0
az,y(a) +a22y'(a)+b2,y(b)+b,2y'(b) =0

i)Eger ¢(x) fonksiyonu (3) denkleminin (4) sartlan ile basit olmayan (nontrival)

“)

Bziimii ise A bir sabit olmak iizere 4g(x) de ¢oziimdiir.Bdylece (3) ve (4) sisteminin bir
arametreli aile ¢dziimiinii bulmus oluyoruz.

i)Eger ¢, (x) ve ¢,(x) ¢oziimleri (3) ve (4) sistemine aitse ¥ = 4 ¢, + 4 ¢, ¢zimi iki
arametreli aile ¢6ziimii olur.

iii)Son alternatif olarak sadece ¢(x)=0 ¢5ziim ise bu ¢5ziime tam ¢8zlim diyoruz.

Eger diferansiyel denklem homojen degilse , ¢dziimler yukarida siraladiZimz gibi

lacag gibi , hi¢ ¢6ziim bulunamama ihtimali de vardir.Bu durumlar: 6rneklerle gérelim,



Ornek-1

Asafidaki sinir deger probleminin tiim ¢6ziimlerini bulunuz.

Y'+2y +5y=0
z

0)=2,y| —|=1
¥(0) y( 4 )

oziim
Sabit katsayih denklem oldugu igin , yardimei cebirsel denklem , m? +2m+5=0

lur.Burada m = -1+ 2i bulunacagindan ¢dziim

y(x) =ce”* cos2x+c,e”” sin 2x olur.

Sinr sartlari uygulanirsa , ¢, =2 ve ¢, =e”'* oldugundan

y(x) =2e* cos2x+e" “e ™ sin2x

am ¢dzimi bulunur.
Jrnek-2
Asagidaki sinir deger probleminin tiim ¢dzlimlerini veriniz.
"—43y" +13y=0
(0)=0
(7)=0
“Hziim
Yardimc: cebirsel denklem
m* —4m+13=0 olur , buradan m =2+3i olacagindan ¢dziim ,
y=c,e®*¥ 4 )
nir sartlan kullamlirsa
y =ce* sin3x
5zlimii bulunur ki burada c bir sabittir ve ¢6ziim, bir parametreli aile ¢6ziimudiir.
)rnek-3
sagidaki diferansiyel denklemi verilen sinir sartlan ile ¢6ziiniiz.
y'+9y=0

y(-n)=y(x),y' (-7)=y'(%)



Coziim

Yardimci cebirsel denklem

m* +9=0 , bunun ¢bziimii ; m = +i3 olur

y=¢cos3x+c,sin3x
Snur sartlar1 uygulanirsa : Bilindigi gibi sin3x ve cos3x periyodik fonksiyonlar oldugundan
y(x)=y(~x) ve y'(x)=y'(-x) olur, ve simr sartlar1 daima saglanur.Yani c; ve c; ne olursa
slsun ¢dziimii iki parametreli aile ¢6ziimii olur.

Ornek-4

Asafidaki homojen olmayan diferansiyel denklemi sinir gartlan ile ¢oziiniiz.
v(-#)=y(x).y' (-x)=y'(x)

Y ee e

Coziim

Genel ¢bziim , y =x+¢, cos3x+c,sin3x
1dugu halde bu ¢dziim ,sinir sartim saglamaz. Buna gore bu homojen olmayan denklemin bu
wnir sartlan ile ¢éziimi yoktur,
i drneklerde goriildiigii gibi verilen bir simir deger probleminin
 tam ¢Oziimii olur.(6rnek-1"de oldugu gibi)
) bir parametreli aile ¢5ziimii olur.(6rnek -2 “de oldugu gibi)
i) iki parametreli aile ¢bziimii olur. (6rnek-3’de oldugu gibi)
") hi¢ ¢oziimil yoktur.(6rnek-4’de oldugu gibi)

Yukanidaki Sinir —Deger problemleri 6rneklerinde , eldeki diferansiyel denklemler hep
ibit katsayih idi ve bu yiizden de ¢oziimlerine kolayca ulagmigtik.Eger verilen diferansiyel
:nklem degisken katsayili ise durumun bdylece basit olmadi ortadadir. Bunun igin ikinci
rreceasi lineer diferansiyel denklemlerin yapisina yakindan bakmaya ¢alisacagiz.

.di Diferansiyel Denklemler

Adi (tek boyutta) diferansiyel denklemlerin en genel hali
dz
E, (x)-;;;’-+ E (x)% +E,(x)y+Ak(x)y = f(x) )

desi ile verilir.Bu denklem ikinci derece lineer ve homojen olmayan denklem adim alir.
er f(x)=0 ise,

E,(x)y"+E, (x)y'+ Ey(x) y+ Ak(x)y =0 (6)



denklemi , lineer ve homojen ikinci derece denklemi adim alir , ki (5) ve (6) denklemlerindeki
A bir sabiti temsil etmektedir.

Yukandaki (6) denklemi verilen smur sartlarn ile ¢6ziilmek istendiginde bunun Sturm-
Liouville tipinde yazilmas: , ¢6ziim konusunda bir ¢ok kolayhk sunar.

Sturm-Liouville Denklemi
Verilen ikinci derece denklemini (6 esitligini) , a<x<b araliginda ,
[P(x)y (x)] +9®)y(x)+ ar(x)y=0 Q)

‘ormunda yazabilir miyiz? Eger (6)’y1 (7) formunda yazabilirsek bu (7) formuna Sturm-
.ouville denklemi diyecegiz.(6)’y (7) formunda yazmak i¢in

') = py"+ Yy =E,y"+E,y' olmahdir.Bu demektir ki p=E, ve p' = E, olmahdir.Fakat bu
asit hal her zaman miimkiin olmaz .Bunun igin (6)’y1 bir p(x) gibi integral faktorii ile
arptiktan sonra bu durum gergeklestirilir ve bu da ( PE, )' = pE, ve p= pE, yazildiginda (6)
enklemini

PE,Y" +pEY + pE,y+ Apk(x)y =0
iline sokar ki bu da

(py) +ay+iry=0 (8)
rmuna girer. Burada integral faktorii p(x) ‘in

E(x) &
IE,(x)

1
p(x)= AN )
verilmis oldugu asikardir.Ayrica p = pE,,q = pE, ve r =kp olur.
rnek-5
Xy +xy'+Ay=0 x>0
tligini Sturm-Liouville denklemi haline getiriniz.
bziim

x)=x*,E,(x)=x oldugundan (5) esitligi kullanlirsa

nla diferansiyel denklemin her terimi garpilirsa

10



01

sturm-Liouville formuna girer.

Deinek ki verilen her ikinci derece denklemini (9) faktorii yardimu ile Sturm-Liouville
ialine getirmek miimkiindiir. Bundan sonra ikinci derece denklemini

L[)(x)=[p(x)y ()] +a(x)¥(x) (10)
1saltalinug hali ile yazarsak , (10) denklemi

L{y)(x)+4r(x)(x)=0 ()
muna girer.

agrange Ozdesligi

Eger u ve v fonksiyonlarimin [a,b] kapal: aralifinda ikinci derece siirekli tiirevleri

uL[v]nvL[u]—s%[pW (u,v)] (12)

r.Bu son esitlige Lagrange 6zdesligi denir ve burada W(u,v) ifadesi u ve v’nin
ronskiyamum temsil etmektedir.Lagrange 6zdesligini ispat etmek ¢ok basit bir islem
rektirir,

L[y]=[p'] +gv icin Green Fonksiyonu

Eger [a,b] arahiginda u ve v fonksiyonlarinin siirekli ikinci tiirevi varsa
b

[(uz[v]-vLu])de = (oW (w.9))] (13)

a

ir. Goriildigii gibi eger u ve v fonksiyonlar
aly(a)+azJ:’(a)=0 (14)
bl)’(b) +by (b) =0

1 sinir sartlarini da saglarsa , 6nemli bir formiil olan
b

J(uL[v]-vE[u])dx=0 (15)

a

ucuna ulagilir.

Eger g(x) ve h(x) gibi iki fonksiyonun skalar ¢arpimu (i¢ ¢arpimi)

11



(g:h) = [g(x)n(x)dx (16)

e tarif edilirse , bu i¢ ¢carpim yolu ile

(wLp)=(2[u].v) an
onucu elde edilir.

L gibi bir diferansiyel operatdr kendi gegerlilik bolgesinde tiim u ve v fonksiyonlar
;in (17) esitligini saglarsa boyle operatore self adjoint operatér denir.Goriildiigi gibi (11)
sitligi ile tarif edilen (14) siur gartlarini saglayan u ve v siirekli fonksiyonlan igin L

peratori kendi [a,b] bolgesinde self adjointtir.
~Operatoriiniin Oz degerleri ve Oz fonksiyonlan
Yukandaki (11) denklemi (14°deki sartlarla ¢ozilldiigiinde 6z degerler ve 6z

mksiyonlar ne olur? Daha genel olarak Sturm-Liouville operatériiniin 6z degerleri ve 6z
nksiyonlari ne gibi 6zellikler tagirlar?Hemen belirtelim ki bu gibi operatdrlerin 6z degerleri
sel sayilar ve 6z fonksiyonlan da reel fonksiyonlardir. Bunlarin bdyle olduklarim géstermek
nemli bir zorluk barindirmaz.Oz fonksiyonlarin dnemli bir 6zelligi de bunlarin ortogonal
lik) olmasidur.

(11) denkleminin (14) sartlan ile ¢6ziimiinden elde edilen 6z fonksiyonlarn r(x)
nirhk fonksiyonuna gore dik olduklarim gosterelim.

Eger L[¥,]=-ArY, ve L[¥,]|=-ur¥,

e, (15) esitliginde » =¥, ve v="¥,denirse

0= [(,2[¥,]-¥.L[¥,]jx

D ey T

b b
= j(—‘l’,pr‘l’z +W,ArY, )dx =(A-u) I‘P] ()W, (x)r(x)ax
lur.Eger A ve u farkl 6z degerler ise son esitlikten
b
[¥,(x)¥, (x)r(x)ax=0 (18)

»nucu elde edilir.

enel olarak ,[a,b] araliginda , eger w(x) agirlik fonksiyonuna gore ¢, (x) ortogonal

mksiyonlar1 mevcut ise , yani

12



I]¢» (x) 8, (x)w(x)dx = {0 m#n

1 m=n

ise , siirekli veya parcali siirekli bir f{x) fonksiyonu bu ortogonal fonksiyonlar cinsinden
agilima tabi tutulur. Yani ,

F@=3.C4,) (19)
n=1
ki burada
C, = [f(0)8, (x)w(x)dx (20)

far.

Homojen Olmayan Sinir Deger Problemleri

Ikinci derece homojen denklemlerin daima y =0 seklinde bir ¢bziimii vardir.Fakat

omojén olmayan diferansiyel denklemler i¢in bu durum s6z konusu degildir.Bu alt baglik
Itinda biz , homojen olmayan sinir deger problemlerinin hangi sartlarda ¢6ziime sahip
labilecegini arastiracagiz. Bunun igin bir L operatdriiniin adjointini tanimamiz gerekir. Once
omojen olmayan sinir deger problemini sdylece ortaya koyalim;

Liy]=E,(x)y" (x)+ E(x)y'(x)+ E,(x)yx) = f(x) ,a<x<b 21

S, [y] =a,y(a)+ axzy'(a) +b,y(b)+ blzy’(b) =0 @2)

S, [y]=a,y(a)+ayny'(a)+b,y(b)+b,y'(b)=0

irada (22) esitlikleri ile verilen simr-gartlan , daha dnce s6ziinii ettigimiz iki-nokta sinir
Serleridir.

arif
'er
L[y] =E,)"+Ey +E,y
, L operatdriiniin L* adjointi
[Y1=(Ep) -(Ey) +Ey 23)
tarif edilir, ki burada E,", E, ve Eq fonksiyonlar [a,b] araliginda siirekli olmalidir.Daha

raLile L ‘nm iligkisi daha agtk hale gelecektir.Bir 6rnekle L ile L” arasindaki iligkiyi
layalim.

13



Ornek-6
L[y]=2x’y"+x)'+5y operatbriiniin adjointini bulunuz.
0ziim
E,(x)=2x°
E, (x) =x
Ey(x)=5

3u degerler (23)’de yerine konur ve sadelestirilirse
y]= [2x2]’ —[xy]' -5y

=[2x2y'+4xy] -xy' -y-5y
=2x’y"+4xy' +4xy' +4y—xy - y~5y
=2xy"+7xy -2y

ulunur.
.agrange Ozdesligi

Eger L operatorii (18)’de tarif edildigi ve L™ “da (23) esitliginde belirtildigi gibi ise bu
i operator arasinda Lagrange 6zdegligi dedigimiz

L[u]v-uL* [v]:gx—[Q(u,v)] (24)
itligi vardir ki burada
Xu,v)=uEv—u(E,v) +u'Ev (25)

r.Yine bu 6zdegligin ispati bir a¢ilim isi oldugundan ¢ok basittir.
Simdi (24) esitliginin [a,b] aralifinda integrali alinirsa

h
I(L[u]v-—u[f [v])dx = Q(u,v)
een formiilii elde edilir.bu son esitligi daha g1k bir gekilde

(L[u],v) = (u, r [v])+ O(u,v)

munda yazabiliriz .Bu son ifadeye yakindan baktigimizda , eger skaler carpim s6z konusu

b

(26)

a

b
a

@27)

L’nin u fizerindeki etkisinin L ‘mn v tizerindeki etkisine nasil doniistiigii agikca goriiliir.

14



Eger hem L’nin ve hem de L" ‘nin bblgesi [a,b] “nin bir alt bolgesi ise yukandaki 27
>rmiiliiniin bir 6nemi vardir.Yani , biz siir-deger problemlerinde L’yi kullaninz.Bunun da
dlgesi bellidir. Acaba L* ‘min sagladin simir-deger problemi nasil elde edilir?

Eger (27) esitligindeki ikinci terim sinir-gartlan geregi sifir ise bu durumda

(L[u].v)=(u.L* [v]) (28)
lur.Baz1 6zel durumlarda L=L" olur ki bu durumda L’ye self adjoint operator denir.(Daha
nce bagka bir yolla bunu tarif etmistik.) Baska bir deyisle , eger L “nin tiim bélgesinde u i¢in
e L” “nin tiim bolgesinde v igin

L
Q(u,v)[ =0 (29)

se L=L" olur ve bundan dolay L operatorii bir self-adjoint operatér olur.Simdi drnekle bir

mir-deger problemine paralel adjoint simir-deger problemini agiklayalim.Yani ,

Llyl=0, S[u]=0 (30)
‘roblemin adjoint problemi ,

L'Tyl=0 , Su]=0 (31)
asil olusturulur?
Jrnek

\sagidaki simr-deger probleminin adjointini bulunuz.

L[y]=x2y"+3xy'+2y

s[1]- { y1)=y(1)

y(err) — ezyr(ezz)
"~ os .o
»OZuIm
23) esitliginden
r[v]=[#y] -(w) +2y=x)"+xy'+y
wulunur.(25) esitliginden
O(u,v)=uEy—u(E,v) +u'E,v
=uEv-u(E,v+EN)+u'E,y
= Euv—E, uv— E;uv' + Eju'v

=u [E,v -E)v= Ezv'] +u'[Ev]

15



Q (u,v)[:' = {u [3xv— 2xv~ xzv':] + u'x’v} )

1

e

= {u (xv - xzv')+ xzu'v}
1

=u(e”)(e"v(e ) -V (7)) + e u' (e )v(e” ) - u (1) (v (1) - ¥ (1)) -’ (1) v(D) = O

~erur(er)(ervtey et () e (e o )

() (+(1)-v' (1))~ (1)v(1)=0

= e (e[ 20(e) = (¢°)]

+' (1)[v'(1)-2v(1)]=0
u son esitlik sonucunda u'(e") ve u'(1) degerleri L bdlgesinde bulundugundan , L*
lgesine gbre keyfi olduklarindan son ifadedeki her iki kosgeli parantez de sifir olmalidir.
wuradan ,

V(1) =2w(1)

e”v’(e") = 2v(e” )
Imahidir.Boylece adjoint simr-deger problemi

Lyl=x*y"+xp+y
. v(1)=2v(1)
S {y] - {e”v’(e" ) = 2v(e”)

ulunmus oldu.
{omojen Olmayan Denklem Coziimiiniin Varhgi

Simdi homojen olmayan sinir-deger problemine donersek

Liy=fx)  S[y]=0 (32)
Jistemin ¢dziimii varsa , yani u bu sistemin ¢dziimii ise , her v igin

(LLu}v)=(/+v) (33)
imalidir.Eger biz v’yi homojen adjoint problemin ¢6ziimii olarak alirsak , yani

L'v]=0  S'[v]=0 G4
iimahdir.Bu da

(L [u],v) = (u, r [v]) =(u,0)=0
lemektir.Bundan dolay: (32) sisteminin ¢dziimii olmasi i¢in

(f,v)=0
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Eger hem L’nin ve hem de L ‘mn bolgesi [a,b] ‘nin bir alt bslgesi ise yukandaki (27)
formiiliiniin bir 6nemi vardir.Yani , biz sinir-deger problemlerinde L’yi kullaninz. Bunun da
bolgesi bellidir. Acaba L* ‘min sagladigi simir-deger problemi nasil elde edilir?

Eger (27) esitligindeki ikinci terim smr-gartlan geregi sifir ise bu durumda

(L) = 5] 9
olur.Baz1 6zel durumlarda L=L" olur ki bu durumda L’ye self adjoint operatér denir.(Daha
bnce bagka bir yolla bunu tarif etmistik.) Bagka bir deyigle , eger L ‘nin tiim bdlgesinde u i¢in
ve L ‘nin tiim bdlgesinde v i¢in

O(wv)], =0 @9
se L=L" olur ve bundan dolay: L operatbrii bir self-adjoint operator olur.Simdi drnekle bir
mr-deger problemine paralel adjoint simir-deger problemini agtklayalim.Yani ,

Liy}=0, S[u]=0 (30)
'roblemin adjoint problemi ,

L*[y]=0 , S'[u]=0 €2))
asil olusturulur?
drnek

sagrdaki stmr-deger probleminin adjointini bulunuz.

Llyl=x*y"+3%/+2y

S[1]- { yy=y'(1)

y(ez) = ezyr(ez)
“oziim
3) esitliginden
r [y]=[x2y]" —(3xy) +2y=xy"+ 0 +y
Junur.(25) esitliginden
O(u,v)=uEy—u(E,) +u'E,v

=uEy~u(E,v+EY)+u'Ey
= Euv—E, uv~ E;uv' + Eju'v

= u[E‘v—- E,'v- Ezv’:l+u'[E2v]

17



O(u, v)lle = {u [va —2xy~ xzv'] + u’xzv}[‘
}]

= {u (xv—xzv’)+x’u'v}l
=ule” )(ew(e™) -V (e7) )+ & u' (e Jv(e” ) u (1)(v(1) - v (1)) - (1)») =0
= e (e )(e ey - e (")) + e (7 )v(e”)
() (v(1)- (1)) - ()»(1) =0
=¥/ (e" )] 2v(e") e (¢7) ]
+u'(1)[v'(1)-2v(1)]=0
3u son esitlik sonucunda u'(e” ) ve u'(1) degerleri L bélgesinde bulundugundan , L*

Blgesine gore keyfi olduklarindan son ifadedeki her iki koseli parantez de sifir olmalidir.
juradan ,

v(1)=2v()
e”v’(e” ) = 2v(e” )
lmahdir.Boylece adjoint simr-deger problemi
L'ly]=xy"+xy+y
v'(1)=2v(1
bl { ((e’2 )= . ()e«)
dunmus oldu.
[omojen Olmayan Denklem Coéziimiiniin Varhg:

Simdi homojen olmayan sinir-deger problemine dénersek

Llyl=fx)  S[yIF0 (32)
stemin ¢6ziimii varsa , yani u bu sistemin ¢6ziimii ise , her v igin

(L[u].v)=(S-v) (33)
nalidir.Eger biz v’yi homojen adjoint problemin ¢6ziimii olarak alirsak , yani

L'[v]=0  SvI=0 (34)
1ahdir.Bu da

-(L[u], v) = (u, r [v]) =(u,0)=0
aektir.Bundan dolay1 (32) sisteminin ¢6ziimii olmasi i¢in
(fv)=0
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sart1 bulunmahdir.Bagka bir ifade ile homojen olmayan (32) sisteminin ¢dziimii olmasi igin ,
homojenligi bozan f(x) fonksiyonu , (34) adjoint sisteminin tim ¢dziimlerine dik
olmalidir.Bu sartin yeterliligi referanslarda [2] gosterilmistir.

Ders kitaplarinda yukaridaki durum Fredholm alternatif olarak bilinir.

Fredholm Alternatif
Eger L lineer operatdrii igin
Liyl=fx) S[y]=0 a<x<b (35)

Homojen olmayan siir-deger problemin ¢dziimii olmasi igin
[/ ()p(x) =0 36)
Imalidir ki burada ¢(x),
L'[¢]=0,a<x<b %)
S*[¢]=0

isteminin tiim ¢dziimleridir. Bunu bir 6rnekle anlatalim.
Jrnek

X’y"+xy' +4y = f(x) ] y(1)=y(e")=0 (38)
nir deger probleminin ¢éziimiinii garanti olmasi i¢in f(x) fonksiyonunun hangi ézellikte
masi gerektigini aragtiralim.

:0ziim
Verilen homojen olmayan denkleme paralel adjoint sinir-deger problemi ,
X’y +3xy +5y=0 ; y(®)=y(e")=0 (39)

r.Bu son esitlik Cauchy-Euler tipinde bir denklemdir.Bunun i¢in yardimei cebirsel denklem
m(m-1)+3m+5=0

ir ki , buradan m = -1+ 2i olur.Buna gore (39) denkleminin genel ¢6ziimii
y=¢x" cos(2Inx)+¢,x sin(2In x)

Eger (39)’daki sinir sartlar uygulanirsa ,
c1=0 ve c; ise keyfi bir say1 olarak kalir.

12 gbre ¢(x)= “sin (2Inx)
x

~.Boylece Fredholm Alternatifine gére f(x) icin gerekli sart;
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sin ( 2In x)
j fx)——
slarak bulunur.

Burada hemen belirtelim ki Diizgiin Sturm-Liouville sinir —deger problemine
‘redholm Alternatif anlayiginin uygulanmasi ¢ok basit bir meseledir.Ciinkii orada L
yperatorii self-adjointtir.

Yz fonksiyona Acihm Yolu ile Coziim

Daha &nce anlatildig gibi , homojen olmayan diizgiin Sturm-liouville smir-deger
robleminin ¢6ziimii olup olmadifim Fredholm Alternatifi ile test edebiliyorduk. Eger boyle
enklemlerin ¢6z{imii varsa , bunu nasil elde edecegiz? Iste 6zfonksiyona agilim metodu bu
oruya cevap verecek niteliktedir.

Bilindigi gibi ve daha 6nce agiklandif gibi , diizgiin Sturm-Liouville sinir-deger
robleminin ¢6ziim fonksiyonlan bir ortogonal set olugturuyorlardi. Bu durumu sdylece
rtaya koyalim ,

L{y]+ar(x)y(x)= f(x) (40)
_ . _ay(a)+ay(a)=0
SILI=0 ) s b (3) 0 (41)

burada A sabit ve reel bir sayidir ve daha 6nce oldugu gibi

Ly)=(pv) +ay (“2)
r.Eger (40) ve (41) sisteminin 6zdegeri 4, ve 6z fonksiyonu da y, ise, yani

Ly, 1+ A4 (x)y,(x)=0 (43)

:, bu durumda y/(x) ¢Oziimiinii 6zdeger fonksiyonlar serisine agabiliriz.Bu ,

w(x)=§cnm (x) 44)

mektir.Eger c, katsayilan tayin edilirse (40) «(41) sisteminin ¢oziimiini y/(x) olarak
|duk demektir.

Bu noktada y (x) agilim serisinin yakinsama durumunu simdilik hesaba
mayaca@1z.Gorildiigi gibi (44) agilimindaki her bir i, (x) fonksiyonu (41) smur sartirim
ladigr igin , aym sinur sartlanm y (x) de saglar.

Simdi (41)’in sag tarafina L[y, ]=-A,ry, yerlestirilirse
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“0ziim
y"+ Ay =0 denklemi A =1i¢in sorudaki denklemin homojen kismidir ve ¢dziimii
y=asin Jix
klinde bulunur , bu ¢6ziimdeki “ a ” normalizasyon sabitidir ve \/z *ye esittir.Bu durumda
v 4
ymojen ¢dziimiinii simr kogullarim da uygulayarak bulalim ,

’= 1/3 sinvAx , y(0)=0 kosulunu saglar , ikinci kosul igin , 3’ (=)= JE\/Z cosvAr=0
V4 V4
i (2n-1) : .
sithifinden , 4, = — bulunur.Buradan homojen kismin ¢dziimii ;

, 2n-1
N 2 sin [an——l x:l seklinde bulunur.Simdi yukarida da belirtilen esas 6z fonksiyona
T

;lim sonucu ¢dziimiine bakalim,

b
I(xz —2nx)\/—5—sin[(n—ljx:]dx
2 z 2 . 1
W:J:Z a T sm[(n )x:,
4 n= el = b "
! 1._.(_n_l zj‘sin' (n_l)x dx
4 e 2
ulunur.Burada B, degerinin payindaki integral ifadesi , iki defa kismi integrasyon alinarak
paydasindaki integral ifadesi ise bildigimiz sin® x = -,1)-(1 —cos2x) trigonometrik déniisiimii

ygulanarak ¢oziiliir, ve sonug ;

> <[>( ;Trm[(n-;)x}

™ x(2n-1)°

sklinde bulunur.
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GREEN FONKSIYONU

wraya kadar adi diferansiyel denklemlerin nasil ¢oziilebilecegini arastirdik.Gerek serilerle
zlimde gerckse 6z fonksiyonlara a¢ilim metodu ile ¢6ziimlerde hemen hemen her defasinda
zlimii bir sonsuz terimli seri ile vermek zorunda kaliyor oldugumuzu gérdiik.Bu serilerin
kimsayip yakinsamadig konusunda sikint1 gbzlenmisti.S6z konusu ¢dziim serileri yakinsasa
© bu yakinsamanin yavas olmasi yine de bir ¢ok fiziksel problemlerde istenmeyen bir
rum ortaya gikarabilir.Bu kisimda yine 6nce diizgiin Sturm-Liouville denklemini ele
icag1z.Sonra da tekil Sturm-Liouville smir-deger problemine el atacagiz.

Simdi dnce diizgiin Sturm-Liouville simir-deger problemini gdylece ortaya koyalim;

L[y)=-1(x) , a<x<b (51)

ay(a)+a,y'(a)=0 (52)

by(b)+b,y'(6)=0 (53)
burada

L[y]=—%[p%]+qy (54)

lesi ile verilir.[a,b] aralifinda p, p’ ve q fonksiyonlarimin siirekliligini ve p(x)>0 oldugunu
ul ediyoruz.§imdiye kadar yaptiklarimiza ters bir tutum iginde (51) esitligindeki kaynak
mini pozitif yerine negatif almig bulunuyoruz.(Bu isaret degisikligi 5nemli olmamakla
aber , islemlerde uygunluk ve kolaylik saglar.)

Bu kisimda , eger (51) , (53) sisteminde f(x)=0 yapilarak homojen denklem elde
lirse bu homojen denklemin Snemsiz ¢6ziimden baska bir ¢ozlimiiniin olmadigimi kabul
cegiz.Bu da 4 =0 degerinin bir 6z deger olmamas1 anlamim tagir.

Bundan dolay1 ve Fredholm Alternatifine dayanarak (51) ve (53) homojen olmayan
blemin tam ¢6ziimi vardir.

Burada (51) ve (53) sisteminin ¢6ziimii igin parametrelerin degisimi metodunu
lanarak , bir integral esitligi (¢6ziimti ) olusturacagiz.Bu ¢6ziim ,

¥®) =[G f ()& (55)

linde kendisini gdsterecek ve sagdaki integrantta bulunan G(x,x’) fonksiyonuna Green

«siyonu adim verecegiz.
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Simdi eger Ly]=0 homojen denkleminin ¢5ziimlerini diigiiniirsek (x) ¢Ozimii (52)

rtim saflayan ¢oziim , u, (x) de (53) sartum saglayan ¢5ziim bulunsun.
Parametrenin degisimi metodu kullamildiginda , ¢dziimiin

PO o+ O g uca]
= IIG (%) f (x") &'
lunur ki burada
- '(x') 4 (x) asx'<x
Gex,xy=1" ) W[u"'f’] (57)
A (x)u2 (x ) x<x'<bh
p(x')W[u,,uz]

iksiyonuna Green fonksiyonu diyoruz. Yukaridaki son iki denklemde gegen W [u, . uz]

desi u, ve u, lineer bagimsiz ¢oziimlerin Wronskiyamdir.[2,3,6,12]
Green Fonksiyonu Kullanimiyla Coziim
L[y]==7£:8[y]=S:[y]=0

klemini L[y]=( py’)' +qy ve f fonksiyonunun , fa,b]’de siirekli olma kosulu ile g6z 6niine
sak ilk adimda L[y]=0"1ve §,[1,]=0,5,[u,]=0 sartlarin: saglayan u; ve u, gibi iki

nmsiz ¢6ziim buluruz.Ikinci adimda bu bagimsiz ¢6ziimlerin olugturdugu Wronskiyan ile
mm-Liouville denklemindeki p(x) degerini ¢arpariz ve (57) denklemindeki Green

ksiyonunu insa ederiz.Bundan sonra aranan ¢6ziim ;
b
y(x) = IG(x, x")f (x")ax’

klemi ile bulunur.
Green fonksiyonunun 6zellikleri
Verilen homojen sinir kogulan altinda L[u] Sturm-Liouville diferansiyel agiliminin
limii G(x,x") Green fonksiyonu ile yapilir , ve Green fonksiyonu asagidaki dzellikleri
amalidir;

ot sabit x'i¢in G(x,x"), x ’in siirekli fonksiyonudur ve verilen sinir kogullanim saglar.
x < b aralifinda ya da [a, b] , X' parametresi ile iki bolgeye ayrilir,

23



a < x < barahfinda G; ,x=a igin u(x)’de verilen simr kosullanim saglasin. x'<x<b
arahginda G, ,x=b i¢in u(x)’de verilen smmr kosullarim saglasin.
ii G(x,x"),a<x<b igin x’in stirekli fonksiyonudur.G iki bolge arasindaki sinir

noktasinda siirekli ise G, (x') =G, (x") olmak.

iii) G, (x',x),x=x" buyiikliiiniin stireksiz basamagina sahip fakat

( r()
a<x<x' iginve x' <x<b icin siireklidir x = x"*de birinci tiirevin siireksiz
sigrayislarim veren bagintiy: bulalim;
x' kaynak noktasinda tam kapali x i¢in G’nin davramgmm diigiinelim, x’'—& dan
x'+¢ ‘a Sturm-Liouville denklemini integre edelim ,

x'+e

P g(x) 0 n i

- (58)

_—_p(x'+g)£(_{£i{c2_p(x'_g) dG(x'~ 8)+x]£q(x)G(x x')

Son integralde q ve G siirekli oldugundan integral bu araliklarda esit degerlere
sahip olur,iist limit igin integral sonucu ile alt limit i¢in integral sonucu siireklilik geregi
esit olup birbirlerini gotiiriirler, £ — 0 igin limit alinir.

dG(x +Ox) dG(x Ox)
p(x)y—————-p()———

dG(x +0,x') dG(x' —0,x)]=1

plo)| 22 -

(58) bagintisindan tiireve sagdan ve soldan yaklasildigindaki stireksizlik goriiliir.Bu
siireksizlikten dogan sigramanin biiyiikliigii , (59) bagintisindan da goriildiigi gibi ,

(59

_[G(x N =- . (x) ifadesi ile gosterilmis oldu.

iv) G,x = x' noktasi haricinde L [G]=0 diferansiyel denklemini saglayan x’in
fonksiyonudur. Yukanda da s6ylenen araliklarda Sturm Lioville denklemini G
fonksiyonlan saglar;

LG(x)=0,a<x<x

60
LG, (x)=0,x"<x<b (€0)

seklinde gosterilir.[4-11]
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Singular (Tekil) Sturm-Liouville Sinir Deger problemleri

Bir silindirde 1s1 akis1 uygulamasinda , regular (dizgiin) problem icin gerekli biitiin
cogullan saglayamayan Sturm-Liouville simir deger problemi ile kargilagilir.Simdi (10)
lenklemini ve a<x <b arahiginda (7) denklemini inceleyelim. p(x), p'(x),g(x) ve r(x)’in,
a,b)’de gercek degerli siirekli fonksiyonlar oldugunu ve p(x) ile 7(x) ’in (a,b)’de pozitif
sldugunu varsayalim.Diizgiin Sturm-Liouville simir deger problemi igin [a,b] kapal: aralif
legil de (a,b) agik aralif: uygun aralik olarak alimr. a<x <b araligindaki (7) denklemi
isagidaki durumlar i¢in singular (tekil) Sturm-Liouville denklemi adiyla amlir.

a) lim . p(x)=0yadalim_ _,_ p(x)=0

b)p(x),q(x)yadar(x), x , ayadab’ye yaklagirken sinirsiz hale gelir.

c)(a,b) arah@ siursizdir.

Singular (tekil) Sturm-Liouville denklemine en 6nemli ii¢ 5rnek ,Bessel ,Legendre ve
[ermit denklemidir.Bessel denklemi silindirik koordinatlarda acilan Laplace denklemi ya da
i1 ve dalga denkleminin radyal degiskeninde goriiliir; katsayilar , z-ekseni yakininda sifira
aklagan radyal koordinat gibi sinirsiz hale gelir.Legendre denklemi kiiresel koordinatlara
silmus kismi diferansiyel denklemde ag1 degiskeni boylaminda g6riiliir; katsayilar , ag1,0 ya
a z ’ye yaklagilirken sinirsiz hale gelir.Hermit denklemi ise bir kuantum mekaniksel kiitle
2y osilatori igin Schrodinger denkleminin ayngimindan dogar ;bagimsiz x degiskeni
o0 ’dan +oo’a gider.

n.Dereceden Bessel Denklemi

xzy"(x)+xy'(x)+(x2—n2)y=0 , 0<x<Ab

snklemi x = At yer degisimi ile singular (tekil) Sturm-Liouville denkleminde yerine

nursa ;
2
%[r%}—%y+ﬂxy=0 : 0<x<b

2

urada p(t)=t , t=0 i¢in sifir olur , Ayrica »# 0 i¢in g(f) = —ﬁt— , 1 > 0" icin sinirsiz hale
lir.
Legendre Denklemi

(1-2*)y" -2 +n(n+y=0 -1<x<1
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denklemi singular (tekil) Sturm-Liouville denklemi seklinde yazlabilir,

fo-rowms e

bu esitlikte A =n(n+1) dir.Burada p(x)=1-x, +1 son noktalarinda sifirdur.
Hermite denklemi
y"—21y'+2ny=0 R -0 <L X <0

denklemi ¢ ile carpilirsa singular (tekil) Sturm-Liouville denklemi ,

i[e_xz;-d-‘-y-:,+ﬂ,e-xzy=0 R -V <X <D
dx dx

1aline gelir, bu esitlikte A =2n’dir.Burada (—w,}smrsiz araliktir.
Bu singular (tekil) Sturm-Liouville denklem 8rnekleri ilerde karsimiza ¢ikacaktir.[3,7]
I1I-2-Green Fonksiyonu Bulunma Metodlan

a)Sinir sartlan ile birlikte G’nin sagladif: diferansiyel
denklemi ¢ozmek (Genel teknik)
b)Ozdeger fonksiyonlarina agilim metodu

¢)Goriintii metodu

II-2-a-Genel Teknik

Genel Teknik metodu yukarida anlatilmistir .Bu konuyu bir 6rnekle pekistirelim.
Ornek-7

Sinur deger problemi teoreminde esas nem;matematiksel fonksiyon olarak bilinen

Green fonksiyonundadir.Fakat 6nemli fiziksel kavramlar karakterize olmug
matematiksellikle ¢oziiliir.

Sekil-11-(a) Dagilmis yilik tarafindan saptirilan gerilmis ip
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Sekil-1I-b-Gerilmis ipte kuvvetlerin gosterimi

Green fonksiyonu yardimiyla ¢dziime daha siiratle ulagsacagiz. T gerilimi altinda |
uzunlugunda gerilmis,esnek,elastiki sicim diigiinelim.Sicimin w(x), uzunluk biriminde
yik dagilimim sicimde tasiyacak olanaklan diisiinelim. Biitiin benzer yiizeyde ve
sicimin saptinlmamus orijinal diklikte yiik tarafindan iiretilmis statik sapmalan
diisiinelim. [0,1] araliginda x’in bilinen iki degeri ipin yiik hareket parcalar , noktalar
arasinda sicimin sapmasindan dnce ve sonra aymdir. Sicimin keyfi elemanlarinda sekil-
II(b)’de kuvvetler gosterilmigtir. Yatay ve dikey kuvvetler dengedeyse toplam sifir
olmalidir.

F cosa, = F, cosa

F]2 sin a; = Fj sin a,zw(x)Ax ©1)

Bu denklemlerin bize sundugu ilk bilgi; sicimin kuvvetinin yatay bileseni bir
sabittir ve 6nceden yiiklenmis sicimdeki T geriliminde kayda deger bir fark yoktur ,
yatay bilesen sabitinde kii¢iik sapmalar varsayiyoruz. T, F, cos @, F, cosa, esit.
nicelikler tarafindan (61) denkleminde kendi terimlerine aynlir. $imdi tana, egimi ;
x + Ax noktasina kavis sapmasinin egimidir.Aym sekilde tane, , x noktasina kavis

sapmasinm egimidir.
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X
P{<0)
Sekil-Ill Yogunlagmig yitk ile saptirtlmig sicimin gerginligi
tana, = tana, =~ (62)
T
Bu nedenle (61) formunda yazarsak
[V (E+an)-y ()] w)
Ax T
Ax -> 0 limitinde bakarsak;
Ty = - w(x) (63)

Sicimin kavis sapmalarini kargilayan diferansiyel denklemdir.Simdi yiik
dagilimindan ziyade yogunlastirilmig etki altinda sicimin sapmasim belirleyelim. Yiik
yogunlugu fiziksel gergeklifi olmayan matematiksel bir kurgudur.Sicim asildifinda tek
bir noktada sonsuz bir basing uygulamir.Bununla birlikte sicime ve tek yonde uygulanan
isinlara fiziksel analizlemede kullanilan yiik yogunlugu sonug vermeli ve aym zamanda
genel olmalidir.Baglangigta sicimin her noktasina (63) denkleminde y”” sifirdir ve yiik
dagilim: yoktur.y”"=0 uygulamasindan itibaren y , lineer bir fonksiyondur.Sekil-III’de
gosterilen iki lineer boliime baglh olan bir tek yiik yogunlugu etkisi altinda sicimin kavis
sapmasini dikkate alacagiz.

Bizim ilk konumuz asagidaki kosullara uygun sicimin dengesi iizerine olmahdir.

Fcosa, =F,cosa, =T

Fsina, + F;sina, =—P

Yukanidaki denklemden su elde edilir;
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P
tang, +tana, =-?

] [ P P(l~s)s
da|——|+|-——|=—— 6=———
va ( s]+( l—s) T ve 1l

Bu esitliklerde & sicimin baglangicta orijinden s uzakliginda olan noktasinin ters
sapmasini belirtir.Bilinen § sapmasi ile benzer liggenler kullamlarak sicimin her x
noktasinin sapmasin bulahim.

_P(-s)x

Tl 0<x<s
Y(x,5)= 64
921 pa-ss er<] )
=2 ssxs

y(x)’den ziyade y(x,s) notasyonunu X noktasina olan sapmaya dikkat cekmek ve
uygulanan yiikiin oldugu yerde s noktasina bagh y sapmasmi gostermek i¢in kullandik.
Bu formiiller sicime uygulanan P yiikiiniin s noktasma firettigi x noktasinn sapmasini
verir.Buna zit bir gekilde eger x ve s rollerini degistirirlerse bu formiilde sicime
uygulanan P yiikiiniin x noktasinda firettigi s noktasinin sapmasim verir.Omek icin eger
x<s ise (64) formiiliiniin ilk belirlenmig s’de bir P yiikiine gereken x’de sapma ve kolay

olarak ﬂ!.j::lsi *dir.Eger x ve s’in rolleri degisirse ; yiik x’dedir ve sapma s’de

Slgiliir. Bu yiizden bilinen deger (64)’de ikinci kisimda x ve s’nin yer degistirdigi hal

olarak agiklanir. Bu nedenle; Pl=s)x olur

Bdylece x noktasina uygulanan bir esit yiik tarafindan s noktasinda iiretilen benzer
sapmalar s noktasina uygulanan P yogunluklu yiike x noktasinda sicimin sapmasim
kavramamizi saglar. (64)’de belirlenen y(x,s)uygun fonksiyonu igin yeni isim G(x,s)
notasyonunu kullanacagiz.G(x,s) x ve s iki degiskende simetriktir.

G(x,5)=G(s,x)

G(x,s) fonksiyonu genellikle bir etki fonksiyonu gibi iligkilendirilir.Sicimin her x
noktasina haiz s noktasinda yiik yogunluk birimi olan etki tanimlanabilir.(63) ¢6ziimii
ile bulunan keyfi bir yiik dagilimu altinda sicimin sapmas: i¢in G(x,s) etki

fonksiyonunun aniam 6nemli ve ilging bir konudur. £, As, ’de keyfi bir nokta olsun ve

As; =s,~-5,,,5, =0,5,,5,...s, =1 olsun.Bu noktalarin arahiklarinda
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[0,1] araligina tekrar bsliinstin. As, alt aralifina vekalet eden yiik daganlimimin bir
pargasim diisiinelim.s=£, noktasinda yogunlagmis olarak ele ahp w(£, ) As, adiyla As,
alt araliZina vekalet eden yiik dagiliminin pargasi olsun.s=¢; noktasinda birim yik
tarafindan x noktasinda tiretilen sapma ile yiikiin bilyiiklagiinii carpryoruz.Bunlan yiik
ile x noktasinin sapma {iretimi i¢in yapiyoruz. [w( &, ) As, JG(x,£,)

Ek olarak;gercek yiik dagilimi ile hemen hemen bir arada gesitli kiiglik kuvvet
yogunluklan tarafindan x noktasinda iiretilen sapmalan bulmak igin toplama bakacagz.
> w(£)Gx £)8s,

Her As, — 0 limitinde toplam, integral haline gelir ve keyfi x noktasindaki sapma
icin formiiliimiiz ;

¥(x) = [w(s)G(x,s)ds (65)

Her stirekli ytik dagiliminin altinda sicim sapmasim G(x,s) fonksiyonuyla (65)
integrali tarafindan bulacagiz.Etki fonksiyonuna dikkat edelim;

Ul L
Gs)={ T (66)

S/ £
Tl

x ve s iki argiimanin simetrik fonksiyonu Ty’ '=-w(x) diferansiyel denklemi ile
birlestirilmistir.G(x,s)’nin diger 6zelliklerine de bakacagiz.ilk yerde G(x,s)’nin ,
problemin siir kosullanim sagladig agikga bellidir.

Ormegin sicimde I1: 0 < s <1°de s’nin her degeri igin G(0,8)=G(1,s)=0,x=1 ve x=0
zamaninda sifir olan sapmasinin kogullanim saglar. I; araliginda x’in siirekli
fonksiyonunun G(x,s) oldugunun dogrulugu kolayca kanitlamr. G(x,s) nin sagdan ve
soldan limiti i¢in x=s noktast miimkiin oldugunca hari¢ tutulur.

(l—;)x__:(l—s)s
Tl Tl

(1-x)s _ (1-5)s
Tl Tl

lim __G(x,s)=lm___

5

lim . G(x,s)= lim _ .

ve bunlar kesinlikle G(s,s)’e esittir. —% * nin sigrayis (asag1 dogru) oldugu yerde x=s

noktasinda G(x,s) nin tiirevi ile x’e uygunluk ,x=s noktasinda siireksizdir.x=s"de
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miimkiin oldugunca hari¢ tutulan Iy arahgimn her noktasinda G(x,s)’nin
diferansiyellenebilir oldugu agik¢a goriiliir. Dikkat edersek ;
. . (-s)
li .G (x,s)=lm___
mx—»s x (x S) X—>S n
s s
lim .G (x,5)=h ===
x—§ x (x S) mx—-)s ( TI) TI
limit degerleri esit degildir, aradaki fark

(_i)__(.’_“_s)=_1

Tl 1l T

oldugu gosterilir.
Sonugta G(x,s) iki lineer ifadeyle olugtugundan x=s haricinde I; araliginin her
noktasinda Ty’ '=0 homojen diferansiyel denklemini gideririz . x=5’de Gx(x,s) ikinci
tiirev olamaz, dikkat edilirse Gy(x,s) siireksizdir.[8]

I1-2-b-Ozdeger fonksiyonlarina acilim metodu ile Green
fonksiyonunun bulunmasi

Homojen denklemin v, (x) 6z fonksiyon ¢dziimlerini bulmak ile baslayalim ;

—%[p(x) dz” :l+[q (x)+4,r (x)] ¥, =0 67

Sinir deger problemini veren bu fonksiyonlar: taninmmg varsayacagiz .G’nin 6z

fonksiyonlarnin seriye agiimis hali ;
G(x,x)=) 4¥,(x) (68)
Bu egitlikte 4, sabit olmak {izere (68)’i (67)’de yerine koyacagiz, islemsel
ve diferansiyel terimlerin yerleri degisebilir.
r(x)Y. 4,(A-4,)¥,(x)=5(x-x") (69)
(69) denkleminde ¥, (x)’de iiretilebilir. Terimlere 6zfonksiyonlarin a’dan b’ye

ortogonalitesi olarak diigiiniilebilir.
A, (4, -2)=%,(x) (70)
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G(x;x';z)=ZHJ[W"((;):P;)(J")] 71)

Bu ¢6ziim homojen problemin ‘¥, (x) 6z fonksiyonlann ve 4, 6z degerlerinin
G’deki terimleridir. Kaynak durumlarimn bir simetrik fonksiyonu vardir.

G(x,x; ) =G(x',x;4) (72)

Aynca dikkat edilmelidir ki; ¥, 2, ’e baghdir fakat - A ya bagh degildir.§imdi
konu disina gikarsak A ’y1 kompleks degisken kabul edip bu tammdan 4, degerlerinin

A diizleminde bir kutbu gdsterdigi ve A ’nin, G’nin bir fonksiyonu oldugunu
gOstermek gerekir. 4  diizleminde C, kontoru diigiiniiliirse

[ Gxxs2)da =273 %, (x) ¥, () (73)
1 . _ ¢ (x-x')
(27:1' )C_!G(x,x Add=-—2t ® (74)

seklinde kendini gdsterir.[9,13,14]

I1-2-3-Goriintii metodu ile Green

fonksiyonunun bulunmasi
Goriintii metodu ile problemi g¢bzerken , Green fonksiyonu yiizeyde sifir oldugu

icin esas ¢6ziime homojen problem ¢oziimii de eklenir.Baz yiizeyler igin yararl olan bu
teknik goriintii (imaj ) metodudur.Bu durumlarda fazladan eklenmis homojen olmayan
kaynak noktalar (imajlar) incelenen alanin diginda konumlanir.Bu katkilar yiizey
igindeki homojen ¢dziimlerdir.(serbest kaynak ) ve incelenmis olan yiizey i¢in esas
¢Oziimiin sifir olmayan kismnin iptali ile sekillenir.Eger bu ¢aligmalar Dirichlet Green

fonksiyonu ile yazihyorsa
N
G(r.r'y=F(r,r')+ Z q,F (r.r,)
n=l

olur ki burada goriintiiniin r, pozisyonu ve g, giicli 7' *niin fonksiyonudur.Burada
Helmholtz denklemi 6rnegi i¢in ({V + k% )y = 0) imaj metodu ile Green fonksiyonunu
bulacagiz. Simdi simirh alanlar igin Green fonksiyonlan elde edilmesi problemini

inceleyelim.
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Imaj metodunu , ses dagiliminda simnn etkisi ile toplam basing , verilen kaynak
tarafindan bityllyen dalgaya eklendigi zaman yansimaya neden olmasi drnegi ile
agiklayabiliriz.O zaman sunu olugturabiliriz;

G, (r,r") = g, (R)+F,(r,r) (75)
burada F, (r,#') sinum etkisini tammlar. F, (r,r') bolge icinde tekillige sahip
olamaz,dyle ki; » = ' olunca G(r,r") > g,(R) olur.

Imaj metodu elektrostatikte fazladan yiike neden oldugundan ya da akustikte
yansumis dalga olarak tammlandifindan F, (7,7') belirlenerek ¢ahstirilabilir.

sthir

{x.y}

Xy '  piy)
i

orjin
Sekil-1V:x=0 d0zleminde (x’,y") kaynak noktasmnin imaji

Sekil-IV’de gosterilen durumu inceleyelim.Bir birim yiitk metal diizlemin 6n
yiliziinde (x',»") *de konumlanmigtir.x=0 dilzleminin yiizeyindeki potansiyel sifir
olmahidir ,dyle ki Green fonksiyonu Dirichlet sinir kosullarimi saglamalidir.imaj
metodunda kars: taraftaki yiik (~x',)’) gibi resimlenen imaj noktas: sunulur.[1]

Imaj metodunun uygulandign durumlar

a)Fiziksel bdlgesi z>0 ile tamimlanan z=0 diizleminde bir yiizey alalim.
r'=(x',y’,z")noktas1 icin imaj yiikii q1 = ~ 1 ve noktas: r, =(x',)",~z') olur.

b)kiire yiizeyi i¢in imaj metodu

Yiizeyimiz a yanigaph bir kiire olsun.Eger fiziksel olarak ilgilendigimiz bolge

kiirenin diginda ise imaj yiikii kiirenin i¢inde bir noktada olacaktir.Kiirenin disinda olan
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1’ igin , imaj yiikii , r, = r(ﬁT] noktasinda g1 = —ﬁ bityiiklagiindedir. Eger
r' r
ilgilendigimiz bolge kiirenin iginde ise imaj yiikii kiirenin disinda olur fakat g1 ve r1 igin
denklemler aym olur.[14]
11-3-Tek boyutta Green Fonksiyonu

Tek boyutta Green fonksiyonu konusu altinda tek boyutlu birinci ve ikinci
dereceden lineer denklemler homojen Laplace denklemi, homojen olmayan Poisson
denklemi ,Harmonik osilatdér denklemi olarak bilinen tek boyutta Helmholtz denklemi
,hiperbolik sonu¢ veren modifiye olmus Helmholtz denklemi &rneklerini inceleyecegiz .
Bessel , Legendre , Hermit , Laguerre fonksiyonlarinin tek boyutta ¢oztimlerini daha
sonra dzel fonksiyonlar i¢in sinir deger problemleri konusunda , gorecegiz.Ayrica
Laplace ve Poisson denklemi Dalga denklemi , Difiizyon denklemi ve Helmholtz

denklemi i¢in Green fonksiyonlar1 konulanmn igleyecegiz.

2

Simdi L nin -5;2— diferansiyel operat6r oldugu yerde Lu=f(x) diferansiyel

denklemine g6z atalim.u(0)=u(1)=0"1 saglayan ve 0 <x <1 , I aralifinda siirekli ve
tanimlanan u(x) fonksiyonunun uzaymm ya da setini diisiinelim.f(x) aym aralikta keyfi
(bilinen) stirekli fonksiyon olsun.Green fonksiyonu sadece L diferansiyel operatoriine ve

siur kosullarina baghdur,f kuvvet fonksiyonuna bagh degildir.

2
11-3-1-L = de-z-operatﬁrﬁ icin farkh smir degerlerinde 6rnekler

f(x),0 < x <1 aralifinda iki boyutta tanimlanan fonksiyon olsun ve her iki son
noktada kaybolsun. f(x) ikinci tiirevi ile kararhidir. f7(x); f"(x)=g'(x)igin g(x)’i
belirler, f (x) lineer fonksiyon olmalidir.Bu nedenle eger g ve f*in ikisi de son noktada

kaybolursa onlarin fark: da aym: sekilde kaybolmalidir.Simdi ikinci tiirev terimlerinde

f(x) integral formu ifade edilerek tiirevlenir.Ikinci tiirevi gegici olarak™ —h(x) ” ile

belirtelim.
[ (x)=-h(x) (76)
]]h(x')dx'dt +ex+c, (77)

c1 ve ¢z keyfi sabitlerdir.Kosullardan f(0)= f(1)=0
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Ij‘tjh (x')dx'dt, c,=0 (78)
00

x 1 11

(77)'de (78) “i yerine koyarsak f (x) =— [ [n(x")ax'ds +x [ [n(x")ax'dr
0x 0x

Her durumda integrasyonun igini yerine getirelim. ;

f(x)= Eh(x’)(x' —x)dx'+ x;[h(x’)(x ~x')dx'

yadasonmugta f(x)= .[h (x")G(x,x")ax'

(1-x)x',0<x'<x
x(1-x"),x<x'<1

Burada G(x,x") = {
olur ve Lf = pf"(x)+4qf’(x)+rf (x)=—h(x)denklemi, p=l,g=r=0,a=0,b=1
durumu igin (76) esitligini verir.
K(x,x")=G(x,x") oldugunda yukandaki drnekte tamamen f (x)
fonksiyonu K(x,x') ‘nin 6z fonksiyonlarinin birbigim (uniform) olarak bir noktada

birlesen serisine acilabilir.

2
P -gx—z- +q dix- + r diferansiyel operatoriiniin .Green fonksiyonu. ; 0 < x <1
2

aralifinda gx—_ operatdriiniin Green fonksiyonunu pargaciksal olarak

2
G(x,x") fonksiyonu olarak g6z 6niine ahinz.[21]
Ornek-1;
H(x-x") , tiirevi Dirac-delta fonksiyonunu veren ve x <x’  degerinde , 0 ;
x> x'*de 1 degerine esit olan Heaviside fonksiyonu olmak {iizere;

Her x igin G(s*,s) homojen sinir sartlari;

2
u(0) =u'(0)=0 ve L=- -j? icin gosterelim

u(x)=- j SO x-xNdx',x>x" i¢in G=ax+
0
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a = —1 nedeniyle G'nin tiirevindeki sigray1s —1°dir. x = x’ *deki stirekliligi
B =x"verir.Bu nedenle her x i¢in

G(x,x)=—(x-x")H(x-x')
oldugunun dogrulugu kanitlamr.[4]

Ornek-2
Homojen gubukta kararh 1s1 aktarimi , x ekseninde 1 ve 0°da sonlanip

2
%’2‘- =—f(x) denklemi ile verilmigtir.0<x<l1 , araliginda ve #(0)=e,u(1)= 4 smir

kosullariile @ ve f’°dais1 kaynag1 yogunlugu ya da kuvvet fonksiyonu f(x) ve son

sicaklik verilen bilgilerdir.Green fonksiyonu igin genel

d’G(x,x') _

&
Fiziksel anlamda diislinelim, biz yeni bir kaynagin x = x’ >de bir gii¢ biriminin

yogun kaynag: ,cubugun igindeki bir noktada sicakhfin sifir olduguna giris

yaptik. Kaynaga 1s1 girisi ve karsilayan sonug Green fonksiyonu G(x,x") *dir. Sicakhik x

—& (x - x") seklinde olur.

’

‘de kaynaga ve x noktasinda gereklidir.x=1 ve x=0"da G kaybolur.

G=Ax O<x<x'

G=B(1-x) x'<x<1

A,B x’den bagimsiz fakat x' *ye bagh olabilir.x=x" de G ve G ’niin ikisinin
birden siirekli olmadigina dikkat edelim.Ancak A ve B uygulandigina sifir olur.
x=x" ’de G siireklidir, fakat G’ siireksiz sigrayislara haizdir.
B(1-x)

A= — Ax" = B(1-x') bize siirekli kosullan verir.Kosullarm tiirevleri -A-B=1

‘i verir.Sturm-Liouville operatérii igin sicrayiglann biiyiikliigli daha 6nceden
bulunmugtu.Burada
p=1,B=x" ,A=l-x', A ve B bu kosullardan bulunur.Sonug olarak ;

G(x,x)=(1-x")x 0<x<x'
G(x,x)=(1-x)x x'<x<1

denklemleri bulunur.[4]
Ornek-3
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2

u(a)=u(b)=0 ile L= ng Lu= 0 homojen denklemin ¢dziimii Ave B sabit olmak
{izere Ax+B’dir.x=a’da u(a)=0 bu nedenle Aa+B=0 ya da B=-Aa olur.Bu nedenle
u,(x)=A(x—a) gibi homojen denkleme iki ¢5ziimiin birincisini yazanz Benzer olarak
u, (x)= A(x—b) oldufundan Ab+B=0 ve x=b sir kogullari vz’nin ikinci ¢5ziimiini

karsilar.us ve u2’nin

Wronskiani;

A(x—a) A(x-b) A’(b——a)
A A

x<x' bolgesii¢in yazarsak G, (x,x')=cu (x)
ve x>x' bblgesii¢in G, (x,x")=c,u,(x)
c1 ve c2 ‘yi bulmay1 bagarirsak
Gy= 2 (x ) (x),Gz __H (x)u, (x)
A A

u,

. . 1 !
¥, ve uz ‘nin Wronskiani; = wu, —uu, =-A

’ r
u,

U

Bu nedenle sonug, G, =— uzA(zx( 2”1 (’)‘) - (- :)(x -a)

haline ulasir.[4]

Ornek-4

2

u(0)=u’(0) = 0 homojen kangik simr kosullan ile L= g?- icin

2

G(x, x')’yi bulalim. (fixG =-6(x-x') ,

2

%c; =—H(x-x)+a(x')

G=-(x-x")H(x-xY+xa(x')+ B(x')

G i¢in verilen simir kosullan G(0,x")=G, (0,x')=0 a = #=0 seklinde sonuglamr
ve bu nedenle

G(x.x")=—(x—x")H (x-x')

ve u(x)=— j(x ~xVH(x~x) f(x')x' = - j(x —x)f(x")dx'
[ 0
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seklini alir.Bizim g6rdiigiimiizden daba fazlasin igeren karmagik problemlerde
yukaridaki gibi iki kez integral almak zor olabilir.O sebeple daha faydah bir teknikle

2

ayn1 sonucu elde edecegiz.x=x' den baska noktalarda ‘;f =0 olduguna dikkat

edelim, x=x' tekillik harig her yerde G homojen denklemi karsilayabilir.Bizim
G=a (x' )x+ B (x') homojen denklem ¢dziimii olmugtur.

G(0,x") =G, (0,x"),gegerli sumr kosullan oldugundan G’nin homojen denklemi
sagladips her yerde x<x' igin @ = #=0dirx=x" vex=1 arasinda x>x"  iginyine
G, a(x')x+p'(x") ye esitlenir.Tirevde bir sigray1s olacagim ve
x=a(x')x+ f'(x')*de G’nin siirekli olacagim biliyoruz.Bu nedenle

%xG— x=a(x')x+f'(x') de 0°dan —1’e degisirx=ca (x") x + f'(x") "de stireklilik

istiyoruz. lim _ _ G(x,x')=lim__ .. G(x,x')
x<x' igin G=0 olduguna gére f=x" uygulaniyor.
G(x,x")=0,x<x'
G(x,x)=-x+x",x>x'
ya da her x igin G(x.x)=—(x—x")H (x-x') seklini alir.
Ornek-5

2

L= 5? icin homojen olmayan kangik simir sarti (0)=a,4'(0)=b ile

baslangig kosullarini igeren Lu=f(x) ¢6ziimii olan G(x, x')’yi bulalim.
G(xx)=-(x-x")H(x-x")-xa(x')- B(x")
p=-a ve a=-b ‘debilinen sinir kosullan empoze edilir ve x=0’da G ve G,
degerlendirmesini sonuglandiralim.Green fonksiyonu,
G(x,x')=a+bx—(x-x")H(x-x')
halini alir,bununla beraber
u(x)=a+bx- ](x -x")f(x"ax'
0

esas ¢Oziimii belirtir.
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Ornek-6
Ayni operatdr ile homojen sinir sarts u(1)=0 ve u(0)=0 iki nokta simir kogulunu
igerir.
G(x,x")=~(x~x)H (x-x")+xa (x')+ B (x')
£ =0,a=_1-x") buyiizden
G(x,x)=—(x-x)H(x-x)+(1-x")x
x<x ‘de G(x,x")=x(1-x)

x>x'"’de  G(x,x')=x'(1-x) ve u ¢bziimlnil yazalim.

u(x) =~ f[(x —x')H(x-x")+(1-x') xlf(x')dx'
x=0 dahil ve x=x' *nin sol bdlgesinde belirtilen ¢6ziimii elde edebiliriz.G , Lu=0
homojen denklemini saglar.G ifadesi x’in lineer fonksiyonudur.G=cix , G(0,x')=0
oldugundan G; bu bdolgede G’yi 1. bélgede tanimlar,bu nedenle G=cix kolaylhifina
haizdir.

x' <x <1 bolgesi II bdlgeyi belirtir.Gy= c2+c3x  ,G(1,x") = 0 oldugundan
c2+c3=0yadacy=-c3Bunedenle x'<x<1i¢inGyp =c,(1-x)‘dirm
x=x""de G, =G, ,x=x'"de G siirekliligini kullamyoruz.

dG, dG,
dx  dx

Bu gekilde bakalim. Tiirev ve siireklilik gereksinimini gordikk. G, ile x=x'"de

=-1,G, =¢x=(1-x)x,G, =x"(1-x)

Gn nin degeri ile garpilir.

G=x(1-x"),x<x'

G=(1-x)x",x>x'
yada G =x(1-x")H(x'-x)+(1~-x)x'H(x —x") halini alr.

Sinir kosullarini saglayan u(x) ¢6ztimil i¢in Lu=f(x) denklem ¢6ziimii Green
fonksiyonudur.

I1-2-2-Tek boyutta Helmholtz denklemi icin Green

fonksiyonu
Ornek-1 Homojen y(0) = y(b) = 0 , siur kosulu ile y*'+k?y= 0 diferansiyel
denklemi i¢in Green fonksiyonunu insa edelim.

y""+k?y= 0 denklemi i¢in her ¢8ziim y=Acoskx+Bsinkx
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A kx+B,simnkx 0<x<
{ 1 €086+ 5, 510 ¥ =3 formunun anlatim ile gerekli G(X,s)

A,coskx+B,sinkx s<x<b

fonksiyonunun Green fonksiyonu &zellikleri konusundaki tanimin birinci 6zellifinden
belirtilir.Soldan yaklasilan simir kogulu ile 2. dzellik A+= 0 i¢in gerekli ,benzer olarak
A,cos kb+ Bssin kb= 0 denkiemine gerekli olan x=b’deki simir koguludur.Keyfi segilen C
ile B=-Ccoskb ve

A,= Csinkb bu durumda alinabilir. Bunlar G(x,s) simrh formu

B, sin kx 0<x<s

C(sinkbcoskx—coskbsinkx)=Csink(b—x) s<x<b
Bisin ks= Csin k(b-s)

3.5zellikte gerekli x=s,G(x,s) stirekliligi igin gerekir.Keyfi segilen E ile C=Esinks
ve B;= Esin k(b-s) belirtilir.G(x,s) daha kisalir;
Esink(b-s)sinkx 0<x<s
Esinkssink(b-x) s<x<b

G(x,s)= {

G(x,s5)= {

Sonugta dordiincii 6zellik;
hmx—-)s* GX (x’ S)— limx—»s' Gx (x’ S) =-1

lim _ [-KkEsinkscosk(b—x)}-lim__ _[KEsink(b-s)coskx]=-1
—kE [sin ks cos k(b 5)+sin k(b — 5) cos ks ] = -1

—kEsinkb=~1—>E= 1

ksin kb
E’yi bulunca Green fonksiyonu tamamen ortaya gikar.
sinlocsi.nk(b—s) 0<x<bh
Gx)={  Fmk
sin s131 (b-x) s<x<b
ksin kb

kb# n .z olmas: sartiyla bu esitlik yazihir.Ornekte G(x,s)=G(s,x) olsa bile tiirevimizin
gidisatinda kogullan yiiklemek empoze etmek yok,Green fonksiyonu sadece etki
fonksiyonu ile kapal iliski halinde degildir.Parametrelerin varyasyonlarinin metotlarinin
sonuclar ile genelde pratikseldir.Diferansiyel denklemi tekrar aragtiralim.

p(x)y"+p'(x)y' +g(x)y=f(x) yada esdeger olarak

P, a(x) _f()

70> @) P TP

y'+
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Eger yi1(x) ve ya(x ) ile ilgili homojen denklemin iki lineer bagimsiz ¢6ziimii ise
parametrelerin gesitli metotlar: hakkinda ¢6ziim; y =u,y, +%,y, homojen olmayan
denklemi vermek sartiyla

u,'=- 'yz ' f’u2'= 'J’1 ' S

Wh =nn P Wy, ~nn P

u1ve uz bizim ¢dziimlerimiz olsun.Anilan siraya gére x ve b arasinda ve x ile a

arasinda tiirevlerin integrasyonuyla uive vz bize ¢oziim olsun. y,y, ~ 3, 3,,5, ve ¥,
¢oziimiiniin Wronskiam integrasyonun degiskenleri gibi s kullanilsin

EOTICP AT

()" Twep(s)
‘]~ (s)f(s)
W (s)p(s

‘J;;/(S)f.(S)i oy (x) P (8) g
S (s)p(s) (W s)p(s)

Simdi kosullar altinda y(a)=y(b)=0 simr kogullarinin giderilmesi gecen soru
tarafindan belirtilen ¢bziimle olabiliyorsa x=a oldugunda eger y»(x) parcacik ¢6ziimii
sifirsa x=a yazarsak ilk integral ortadan kalkar;bu nedenle y(a) f keyfi sabiti i¢in sifir
olur.x=b’de ikinci integral sifir ve x=b’de eger yi(x) = 0 ve keyfi segilen fi¢in y sifir
olur.Hareket eden yi(x) ve y2(x) kendi integralinde ve bu kogullar giderilirse secilmis y1

y=uy +u,,=y (x)

ve y2’i diigiinelim.

e, (5) S (s) ()1 ()
e )f( s)ds + jW( ols )f(s)ds

Bu esitlik (6) denklemi formunda olmahidir.

y=

y,(s)yz(x) <s<basx<s

WwEp(s) T T
G(x,8)= 1

2w@n@)

W (s)p(s) SesEmsEs

oldugunda y;(x) ve y2 (x) secildigindeki yol; G(x,s)"nin problemin simr kosullarin
kargiladifs agikardir.y, (x) ve y; (X) ‘de s’nin her iki degeri igin x’in stirekli fonksiyonu
G(x,s) sagdan ve soldan yaklagilan limit G(s*,s) ve G(s™,5) x=s’de ve x’in siirekli
fonksiyonlarinda esittir. Ayrica x=s hari¢ G(x,s) bu denklemin ¢6ziimleri y(x) ve ya(x)
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oldugunda bilinen diferansiyel denklemin homojen formu karsilamir. Sonug olarak ;
G,(x,s) igin

(yl (S)J’z' (x)
w(s)p(s)

y1' (x)yz (s)
| W(s)p(s)

asx<s
G, (x,5)=3

s<x<b

. G (s 5\-G. (s =J’1'(S)J’z(s)_y1(s)yz'(s)=__ 1
Bunedenle,Gx( ’) Gx( ’) W(s)p(s) W(s)p(s) p(s)

G, (x,s) x=s verilen kosul ile sigrayiglara haizdir.Verilen problem i¢in Green

fonksiyonunun gerekli dort 6zelligi vardir.

Genel homojen olmayan sinir deger probleminin ¢oziimi (71) esitliginde agikca
goriilmektedir. G(x,5)=G(s,x) durumu garanti degildir.Parcalar balinde 1 mesafeli iki
nokta arasinda T gerilimi altinda p (x) uzunluk birimi bagina agirhginda biikiilebilen
elastik sicim gerilmistir.Her dogal frekansa uygun maksimum sapmanin kavis sapmasi
ve serbest titresimler yapabilen sicimin frekansim saptayacagiz.Bu problemde ilk konu
bilinen statik yiikiin yerine birim uzunluk bagina yiik, sicimin kendi hareketinin atalet
kuvvetinde olusan bilinmeyen dinamik yiiktiir. Ax  uzunluklu sicim elemanim géz

Ax
oniine alip yiik i¢in bir anlatim elde ettik , kiitle elemam Lf—(i-l ve hizlandirma
g

ile titresim oldugunda y’"de yanina ¢arpim olarak gelir.Bu nedenle gerekli atalet kuvveti
ile bu terimin hareketi _Lx)__ y" ve uygun birim uzunluk basina yiik ; —M y" dir.
g g

Simdi eger sicim 180° ve 0’ ’de farkh evrelerle ve frekanslarla harmoniksel hareket
eden sicimin biitiin noktalan yavaglama kuvvetlerinin birisinin yoklugunda tek dogal
frekansta titresir.Sicimin kavisi ;titresme esnasinda y(x,t) = ¢ (x) sinwt sekli ile
tammlanmustir. ¢ (x) ve titresimlerin frekans1 w maksimum yerinden ¢ikanlann

kavisidir.Sicimin birim uzunluk bagina yiikii ;

w(x,t) = —-—p-‘(gi)[——wz;é (x)sin wt] (73)
denklemi yardimiyla

y(x,1) =@ (x)sinwr = ]G(x, )W’ fﬂgé(s)sin wids
0 g
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Denklemi esitlemek ve integrali kaldirmak gerekir ve sinwt faktorii s
integrasyonunun bagimsiz degigkenidir.Integral denklemini ¢ (x) fonksiyonunda
karsilamak i¢in ;

#(x)= Kgi :!G(x,s)p(s);t (s)ds

Tipik problemde bu denklem belirtilen yolda yaklagik olarak ¢6ziimlenebilir. ¢ (x)
fonksiyonunun dogal nedensel tahmini yaklagiklifini yapan ¢ (x) integrantin i¢ine konur

ve X’in bir fonksiyonu gibi integral hesab: yapilir.
Eger ¢1(x) “’girisi>’ sonugla orantiliysa ¢6ziimii ve bilinmeyen w frekansinin sabit

orantih sonucunu gikarabiliriz.Elbette yliksek derecede muhtemel olmayan integrant
sonucu ve tahmin edilen sonuca ulagsmak yada “cikis” g, (x) ; tekrarlanabilen bu siiregte

bulunmayacak ¢dziim ve ¢,(x) ile orantih olmayacak , ¢,(x) yeni ¢ikig veren integralde

¢,(x) yerine konulabilir, x’e bagh olmayan bir degere yaklasilir , %—"% oran ve ¢ (X)
x

n

fonksiyonu ¢6zlimii bir noktada birlesme yordamiyla kararlagtinilan { ¢ n(x)}
fonksiyonunun ardigik durumlannin genis siniflandinlmasiyla gosterilir. Tatmin edici
kesinlik ile yaklagilabilen w ve ¢ (x) zamanin yeterli miktarda tekrarlanmasiyla ohur.1

uzunlugunun tek bigimli sicim i¢in p paic;acxgmda eger p (x) sabitse integral esitligi ;
¢(x)= Ja .[G(x, s)¢(s)ds
g &
sicim igin Green fonksiyonunu yerine yazarsak,
2 %) 2.0 (71—
¢(x)=uf0_m¢(s)ds+z_pfu¢(s)ds

=Y ”(’ x) js¢(s ds+ W px j(l 5)¢(s)ds

d(x)=4 sm( 71[ J olabilen ¢ (x),i¢in tahmini nedensellik x=1 i¢in ve x=0

i¢in sifir olan n’in her degeri i¢in sabit sonlanabilen sicimin sapmas: sagdaki integral

icin,,
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gr ! g1l |
2 _ 2 . d 2 -5} 2 !
_Aw p(l-x)[ 1 sinmrs__l_.g_cosmzs +Awpx _( 5) cos 7S _ f 2sinrm's
gT! n’z? ! nx 1|, &I nx ! nx I ]
Aw'p PP i 17
gT n’n’ !

2 72

AsinZZZ  denklemin i¢ine konursa %=1 sonsuz dogal frekanslar;
gTn’n

W = 87 uygun kavis sapmasi;

ol
. NTX . -
Y (x,0)=4, sstm w,t olarak elde edilir.[8]

Ornek-2
Homojen olmayan tek boyutta Helmholtz denklemini diistinelim;

denklemi i¢in homojen olmayan iki nokta karigik siir kogulunu u(0)=a, «'(1)=b
diisiinelim.Ilk 8nce u(0)=0 ve u’{1) = 0 homojen smnir kogullan i¢in ¢dziim
bulalim.Homqjen denklem;

d’G

de

+k’G=0 ¢ ve ¢, ¢oziimlerine haizdir.

G(0,x") =0, x<x!igin ¢,= sin kx ’i saglarx>x" icin G, (1,x')=0
kargilanmali,bu nedenle ¢, = cosk(1 - x)’dir.x=x'de degerlendirilmis g, "in degeri ile
&, ve x=x' "de degerlendirilmis , ¢, ‘nin dederi ile ¢ carpilir ya da tiirev
kosullan ve siireklilik kullamilarak bslimiin sabitleri egdegerlenir.

G(x,x")=sinkxcosk(1-x') ,x <x'

=cosk(l-x)sinkx’,x > x'
Egerx=x' de tiirevlerin farki alinirsa —1’in yerine —kcosk’mn sigrayis1 gelir.Bu

nedenle kcosk ile G yukarida ayrilmistir.
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sinkxcosk (1-x')
,X<

kcosk
_cosk(1-x)sinkx’
- kcosk

ve sonugta her x igin

sin kxcosk (1-x') H(x -0+ cosk(1 —x)sinkx'
kcosk kcosk

Cok boyutlu denklemde baz fikirlerin 6zetlenmesinde degeri olabilir.[4]

xl

G(x,x") =

’

L, X>X

H(x-x")

G(x,x) =

) 2
Ornek-3 Homojen Dirichlet simr sartlar: u(0) =u(a) =0 ile%+ Ku=0

homojen denklemi x= 0’da sifir olmasi i¢in w; = sin kx,x= a’da sifir olacaksa
uz2 = sink(a—x) , Wronskiam alalim
W = sin kx[—k cos k(a — x)] — sin k(a — x)[ k cos kx]
= —k[sin kx cos k(a— x) + cos kx sin k(a — x)]
=~k sin ka
ve Green fonksiyonu ;
sink (a-x")
ksinka
sin k(a — x)sin kx’
 ksinka

sinkx,x < x'

G(x,x")=-

’

G(x,x)=

,X>X

a , stfira egit olmayan bir tamsayi ise k = 7z icin kompleks k diizleminde G kutba
a

haizdir.[4]
Ornek-4

Tek boyutta homojen olmayan Helmholtz denklemini »”(x)+a’u(x) = B(x),
v'(0) = u'(I) ve u(0)y=u(l) periyodik smmr kosullan ile diigiinelim, cosax,sinax il

verilen u"+a’» =0, homojen denkleminin ¢ziimii olur.

u(x)= 4, sinax+ 4, cosax,(0<x<x')
u(x) = B sinax+ B, cosax,(x' <x<l)

4, = B sinal + B, cosal, u(0) = u(l)
A =B cosal - B,sinal,u'(0)=u'()
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x=x' "de u(x) siireklidir,bu nedenle ;
(B - A)) sinax’+(B,—4,)cosax’ =0
x=x'"de u'(x)’de kosul (B, — 4, )cosax'-a (B, - 4,)sinax'=1
Dért denklem A1,B1,A2,B> “yi belirtir.
ina| x' ! cosa(x'—x+i) sina(x’+£) cosa(x'+-l—)
5 2) , _ 2) 2) 5 _ 2
Ay = it al ’7? al

Zasin—z— 2asin%l 2asin7 2asin——2—

Al=

Bu nedenle verilen Green fonksiyonu

cosa(x'—x-—i)
G(x,x)= ,0<x<x'

2asina —
2

cosa(x'-—x+%)
G(x,x) = —7 , X' <x<1

2asin —
2

L self adjoint oldugu zaman G simetriktir x ve x* yer degistirirse G’nin

dzellikleri goriiliir,x> x! bélgesi igin
[x==+3)
cosa| x' —x+—
_ 2

G(gn k- )-‘ al
2asin—é—

0<x<x' bolgesiicin Green fonksiyonu Giile belirtilsin
x'<x<l Dbolgesii¢in Green fonksiyonu Gy ile belirtilsin
Simdi Gy(x, x" ) = Gu(x, x" ) oldugundan

cosa(x'—x—é) cosa(x—x’+é) cosa(x'-—x-—%)
61 )= - -G, (<,%)=

2a sinil ) 2a sina—l 2a sina—l
2 2
¢ift fonksiyondur.[4]
I1-2-3-Modifiye olmus Helmholtz icin Green fonksiyonu
Ornek-1

Green fonksiyonu G(x,x")’yi kargilayan sistem
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d’G

dxl’

-*G=-8(x~x"),x,x' €[0,1] c:sabit
G(0,x)=G(1,x')=0

. . - o , dG . .
G’ninx=x" de siirekli oldugunu biliyoruz,x=x' c¢arprazinda = tiirevindeki

sigrama  -1’dir ve efier x#x’  ise G homojen denklemi saglar.G ile x>x! igin ve
Gyile x<x' igin G belirtilir.

G; = g; sinh cx

G, = ap sinh ¢(1- x)

x=x'"de G; = G, oldugundan a; sinh ¢ x’ = a, sinh ¢(I- x ) ve tiirev kosullan
nedeniyle ,

-ayccoshe(l- x' ) -ajccoshe x! =- 1
bulunur.Bu denklemlerden a; ve a; sabitleri bulunur.

sinh¢(/-x') sinh cx’'

%= csinhcl @ = csinhcl

Bu nedenle;

G(x,x") = : = {sinh c(! - x")sinh cxH (x' - x) +sinh ex'sinh ¢ (I - x) H (x — x')}

csi
bulunur.[4]
I1-4-1ki ve U¢ boyutta Green fonksiyonu
Iki ve ii¢ boyutta Green fonksiyonu konusu altinda iki boyutta kartezyen
koordinatlarda Poisson denklemi ,yine iki boyutta modifiye olmus Helmholtz denklemi

ormegine bakacagiz.llerde farkh koordinat sistemler igin Laplace ve Poisson

denklemlerini ve biiyiik baglik altinda Helmholtz denklemi i¢in Green fonksiyonu

konusunu inceleyecegiz.

Ornek-1;
Kiigiik bir drnekle konuyu detayh bir sekilde ele alalim,y=b boyunca y =y, (x)
homojen olmayan sinir kosullan ile ve x=0,y=0,x=a homojen smr kogullan i¢in

homojen denklem p =0 i¢in ¢6ziim 6zfonksiyon metoduyla bulunur.iki boyutta
Poisson denklemini ,x=0 , y=0 , x=a ve y=b dikdortgensel boige igin ele alalim;
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2
VZV/ = [6_%4_ él) = —4;z'p(x, y) (74)

w(x,y)= I"y/b (x)G* (x,y x')dx’

egitligidir. Burada;
b n_| 2 sinh(zny/a) (ﬂnx) . (zrnx') 75
G (x,ylx)-[ Zsinh(:mb/a.)sm P e (73)

a no

olus. G® niceligi parantez iginde y=b yiizeyinde x' pozisyonunun ve x ve'y

koordinatlarin fonksiyonudur.Elde edilen ¢6ziim smur iizerinden integre edilir ve y
icin belirli simr degerleri ile garpariz.Bu fonksiyon bir ylik noktas igin Poisson

. denkleminin ¢5ziimiiyle iligkilidir,homojen olmayan denklemin ¢6zlimi i¢in iki form
. aragtirihr, dért siur hattinda = 0 homojen siir kosullan ile
* Viy =478 (x-x)6(y-') (76)
‘bulunur, ¢oziime yakin kaynak R? = (x— x’)2 +(y—y)* <<a’,b* s gibi davranma
zorunlulugu sunulmaz.Sonsuzda sinirlar i¢in denklem (76)’mn ¢oziimii,
v =-2inR=-In[(x-%)" +(y-» ]

en yakin sinir ve x’,y' kaynak noktas: arasinda mesafeden daha kiigiik hale gelen R

mesafesi gibi -2InR sonsuza giden sonlu sinirlar ile denklem (76) nin ¢6ziimii

beklenir.Denklem (76) ¢dziimiiniin iki yolu vardir.Bir,en kolay analitiklik ve en agir

hesaplama duble Fourier serilerinde y agilimi,

_ . (amx') . 7y
=)

seklindedir.Bu seriler V’y =0 Laplace denkleminin ¢6ziimii degildir, fakat Poisson
denklemi (76) ¢dziimii olarak kisaca gosterilebilir; (x',y") bir nokta i¢in beklenen
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Laplace denkleminin ¢6ziimii (76)'nin ¢ozimil olmalidir.(76) ¢dzimii p(x,y) Fourier

serilerinde agabiliriz,

P(x,y)=§Pmsm(”:a)Sin(”;W)

NERY TN AW ) -
Pm"—(abja[dxé"dysm( - )sm( 2 )p(x,y)

denklemdeki seriler yerine konur.A, katsayilan belirlenebilir ve sonugta ¢5ziim olarak

2

W(x’y)=;:.§(fn/a)ff(n/b)z sm(ﬂzu)sm(ﬂzy)

a b
= [ax' &Gy, o (%) @)
0 0
Burada;
. n_ 16 | sin(mzx/a)sin(nzy/b)sin(mzx’/a)sin(nzy'/b)
G(xsylxay)—”ab§[ (m/a)2+(n/b)2

homojen denklem igin Green fonksiyonudur.Homojen simir kosullan igin (76)
denkleminin ¢dziimiiniin G'de goriilmesi zor degildir.O , x', ' birim yiik noktasinn X,y
noktasinda potansiyeldir.Onun yetersizligi (x',y") yaklasim (x,y) gibi logaritmik olarak

sonsuza yaklagmak zorunda olan etkiden dogar.Daha hizh bir noktada birlesen (77) , p
serilerinin dagilim daha akla uygundur.Genel anlamda eksiksiz Green fonksiyonu olan

G'nin bagka bir dzelligi (x',y") ve (X,y)'nin yer degistirebilir,simetrik olmasidir.Bagka
anlatimla;simr kosullan esit oldugunda (x',y") 'de yiik tarafindan belirlenen (x,y)’ de

potansiyel, (x,y) 'de aym yiik tarafindan belirlenen (x’, y') *daki potansiyel birbirine
esittir.Bu bazen kargilik prensibi olarak amlr.
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Ornek-2-Yiizey ve hacim Green fonksiyonlan arasindaki
iliski

Omek-1’deki (77) serileri (75) denkleminde parantez igindeki niceliin
formundan uzaktir.illk dnceki nicelikler tek seri iken (77) denklemi duble serilerdir.Tek
serinin terimlerinde (74) denklemi ¢dziimiinii deneyelim;

(59)= S 0)sin 2=} p(5)= . (7)sa 22

) (78)

Burada Fp, hesaplanmis olur,ve

pu(9)= jp(x',y')sm( 2 gy
Bu, denklem (74)'de yerine konursa F ,(y)i¢in homojen olmayan denklem elde edilir;

d2
dy?
Homojen kismin iki bagimsiz ¢6ziimii vardir;

y, =sinh(zy/a);y, = sinh[(zm/a)(b —y)]

Z_F, ( :’T F, =—47p, (»)

Bu Wronskian bir sabit oldugu i¢in bagimsizdir.

900 =22 s 222 )con 1) o 22 s )
=_(z:)sinh(n;an¢ 0

y=0 ve y=b de F, sifir olur,

ot n{ 2 oS

+smh[——(b y)]_[p,,,(y)smh( )dy fg,,, y¥)on ()

Burada, g_ (yly.) _ 4q {sinh(ﬂ'my/ a)sinh [(ﬂ'm/ a)(b- y’)] y>y

ms@(nmb/a) sinh(nmy'/a)sinh[(nm/a)(b—y)] y<y
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gn ( y] y') ,y= ) 'da (-4"71') miktarinda siireksizlige haizdir.Sonug olarak denklem

(49)'da bu ¢dziimler yerine konursa ¢dziim i¢in kolay form;

w(5.7)= [& [d/Gex v}, y)0(x.5) @9

S o RO B

w i¢in bu integral ,denklem (77)'deki integral formuna haizdir,G , burada verilen
G' ye esit olmahdir.y'de Fourier serisi i¢inde g 'nin olugan agilimi ile hemen aym iki G
gosterilir. Eger yiik sadece smurlar i¢inde y=b yiizeyinde kii¢iik £ mesafesinde
kaybolan (1/47£)y,(x') yiizey younlugunun yiik tabakasi ise , G i¢in bu en son
yazilan ifade , homojen olmayan simir kosuliar ile homojen denklemin (75)’de verilen ,
¢Oziim ve homojen smir kosullar ile homojen olmayan bir denklemin ¢6ziimii
arasindaki iligkiyi en iy1 sekilde diizenler,

p “nun sifirdan farkli oldugu yerde

87e mx ! Smh(”my)
G(x,y|x',b-g)—— - sin[” Jsin(”mx) z:zb ;y<b-¢
m a a smh(——)
a

esitlifinde y'=b-¢ olur.
Denklem (79)'da G'nin bu degeri kondugunda y=b toprak hatli plakasindan ¢ok

kiigiik £ mesafesi (1/47)y, (x') yiizey yogunlugunun yiikiin ince tabakasmdan
gorebilecegimiz potansiyel , tam olarak ayn: integral ile tanimlanan y=b yiizeyi ile
olusan potansiyel (75)'de verilen y, (x) homojen olmayan sinir kosulunu verir.

Genel Coziim;

Farkh ve daha genel yol kullamlarak iki ¢dziimiin benzer esitligine vanhr.
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[b%a(x, v, y')] ——>—42G, (x,y|x') (80)

y<y

Burada denklem (75)'de G}, tanimlanir,o0 yiizden denklem (75) tekrar §dyle yazilabilir;
1 0
,¥)=—— | ¥'(S")| —G(x,»|S") |dS’ 81
v(5)= o [ (8)| Z 60 i8)] )

burada kare parantezdeki nicelik bu yiizeyde alman x’,y' koordinatlan ile S¢ simnir

ylizeyine normal, x’,y' koordinatlarindadir.Bunun integrasyonu belirli ' smirlt
degerinde ylizey {izerinde alinir.Bu yazilan notasyon homojen olmayan denklem i¢in
Green fonksiyonu ve homojen olmayan sinur kogullar i¢in Green fonksiyonu arasindaki
iliskide k&pri olur,fakat o séylenmemis birkag seyden dahi ayrilir.Ornek igin S’
yiizeyinde x', ' 'm simirh siireci tarafindan olusan G'de siireksizligin tiirli digindaki

noktada ihmal edilir.Simir yiizeyi tarafindan ¢evrelenen bélge ile  ¢6zlimii sonucunda

siireksizlik yoktur, fakat simirda siireksizlik olmalidir.
Ilerde kullanacagimiz (81) formilli G(r |r') 'dan sinir kosullan i¢in Green

fonksiyonu elde edilmesinde dikkatli olunmali, biz ilk Sy yiizeyine yaklasan x', y’
*“kaynak noktasi" ‘na izin vermeli ,daha sonra **gdzlenen nokta" uzayi i¢in uygun S smnir

yiizeyine yaklasan x,y noktalarina izin vermeliyiz.b'nin ilk 6nce y''ye yaklasimi ve b
y'ye yaklastigi zaman alinan limit ,(75)ve (80) denklemlerinden limite gidildigi goriiliir;

0 . 87— . [(nxx) . (nxx ,
-5y—;G(x,y[x,y)—>-—a—;sm( - ]sm( » )=—47z6(x—x)

Bu nedenle yiizey i¢in Green fonksiyonu x=x" noktas: haricinde sifir olan sir
kosullarina uygun delta fonksiyonudur.

Ozetle;yiizey iginde 7' noktasinda *‘kaynak noktas1" igin homojen siir kosullari
i¢in homojen olmayan denklem ¢6ziimiinil igeren sinir deger problemi ¢6ziimii icin
6zfonksiyon teknigi bir alternatiftir. G(r ]‘r’) sonug fonksiyonu dahili hacim i¢in Green

fonksiyonu r ve ro"1n yer degisimiyle simetrik , r = r' *de siireksizlige haizdir ve S smur

ylizeyinde r igin ve benzer S’ sinir yiizeyinde ry igin homojen simr kosullarimi
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saglar.Genel homojen olmayan denklemin ¢6ziimii denkiem (79)'da verilen forma
haizdir, y(r),S" icindeki uzayda ro iizerinden G, integrasyonu ile elde edilir.

Eger G ile saglanan homojen smir kosullar: S ve S* 'de G=0 ise homojen olmayan
sinir kogullan igin ¢dziim (81) *de verilen forma haizdir,burada G'nin gradyenti S 'ne
yakin derecede kaybolan 7’ i¢in S’ 'ne normal ry koordinatlarindadir.Bu nedenle r’

noktas: S’ 'de ve y(S') kere integrasyonu simr yiizeyi iizerinden alinir.

Eger G'de homojen sinir kosullan Neumann kosullan ise homojen olmayan kosul

igin ¢ozimy (x,y) = 47 L N(S")G(x,y|S"dS" olur.[1]

Ornek-3

Ug boyutta Helmholtz denklemi 5rnegi i¢in Green fonksiyonu x=0,y=0,z=0
~Xx=a,y=b,z=c diizlemleri ile tanimli dikd6rtgensel bir kutu igindeki Dirichlet problemi
icin Green fonksivonunu ele alalim.Bu kez agilim,

(Y + kWi (%,3,2) = 0 (82)
dalga denkleminin 6zfonksiyonlan cinsinden yapilmahdir;burada alt: sinir yiizeyinde de
sifir olan 6zfonksiyonlar sunlardir;

Wimn (X, ,2) =, ,—8— sin (Eli)sin (m) sin ﬂ) (83)
abc a b c
2 2 2
B o= (L+_”’_+l’_) (84)
a 2 e

Dolayisiyla Green fonksiyonunun agilimi goyledir;

) (lztx) . (lﬂx') . (m:ty) . (mny'\ . (nzz) . (nnz
sin sin sin sin sin| —= |sin
32 z a a b b (4 c

G(i’i’)zabc,,,,,, ‘ [12 m* nz)

a b

(85)

Green fonksiyonu genel teknik metodu ile ¢oziiliir ve (85) agiliminda isleme
sokulacak koordinati z olarak secilirse z i¢in iki ayn aralikta duruma bakilir.Bu durumda
Green fonksiyonuna bir daha bakanz. Ayrica Wronskiana bakarsak,

W = K, sinh(K,,)cosh(K,, (¢~ z)) + cosh(K,,z)sinh (K, (¢~ z))]
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=K, sinh(K,,c)
bulunur ve Fourier agihmindan ¢/2 bulunur.

(lrx\ . (lxx'\ . (mry). (mxy') . .
16 . Sin (—a—) sin (—a—) sm(——bl) sin (—ZZ—) sinh(K,,z, )sinh(K,,(c-z2,))

a {,m=1 KIIII Sinh(K,mC)

(86)

1/2
Burada K, = 7;(1#;”—2] dir.(85) ve (86) birbirlerine esit olacaksa (85)’deki n
a

toplam (86) “daki z’ye gore olan tek boyutlu Green fonksiyonunun (0,c) arahily
tizerinde Fourier serisi gésterimi olmahidir;

. ) sin (i’f_{)sin(nﬂz'J
smh(K,,,,z<)Smh(K(m (c—z?)) =2’_Z c ¢ (87)

K, sinh(K,c) cs K.+ (ﬂ)z
¢
dogru Fourier g5sterimidir.[18]
Simdi daha genis anlamda Laplace ,Poisson , dalga ,diftizyon ve Helmholtz
denklemi igin bir,iki ve li¢ boyutta Green fonksiyonunu i¢in inceleyecegiz.
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INL.BOLUM

FARKLI DENKLEMLER VE
PROBLEMLERDE GREEN FONKSIYONU

III-1-LAPLACE VE POiISSON DENKLEMI ICIN

GREEN FONKSIYONU
flerde kiiresel ve silindirik koordinatlarda da gosterecegimiz Poisson denklemi;
Vg =-4zp (1)

ile ifade edilir.Bu esitlikte p  yogunluk fonksiyonu ,¢ ,p dagihmumn potansiyeli,
diferansiyel operatériimiiz L ise V* *dir. G(7,F, ) Green fonksiyonu isin igine girince

homojen olmayan Poisson denklemi , 7, # r, homojen Laplace denklemine doniistir;

VG(%,7)=8"(7-7%) @
¢  potansiyeli icin
% [ﬁ) = —478° (7 - 7) @)
degerini alir.Bu yiizden
aer )=’4n|71-r~| @)

olur, ve ¢6ziim ;
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6(F)= [GF.7)[40(7) 7 = Ilé’({;,)ld’? )
olur.[7,17,18,19]
IT1-1-1-Kiiresel koordinatlarda Laplace denklemi i¢in

Green fonksiyonu
Kiiresel koordinatlarda Laplace denklemi konusunu islemek icin Dirac delta

fonksiyonunun kiiresel koordinatlardaki davramisina bakmamz gerekiyor.
IT1I-1-1-i)Kiiresel Koordinatlarda delta fonksiyonu

Ug boyut zelligini gozden gegirelim
[[[£ .32 (x-2)8 (v~ )6 (2~ 2') dudydz = f (', ¥, 2") (6)

0-5>0-7,0—>0-27,x=u(r,0,¢)=rsinfcos¢

y=wr,0,¢) =)rsinfsing,z =w(r,6,4)=rcos8 7

ou ou
%0 o¢
v
20 o¢
ow ow
26 o9

=r’sind (8)

v
PP QY 99

ve
dxdydz={J|dr d6d¢ (9)
(6)’dan
[[[f@,v,w)s(u-x)8(v=y)8(w-2)J|drdbd¢ =f (x',y.2")  (10)
Buagiklama &(u-x')6(v—y)o(w-2)|J| daglm u=x",v=y ,w=2'
degerleri ya da egdeger olarak r’,8',¢’ *1 ters yiiz etmek yolu ile buldufumuz
degerleri f (u,v,w) deneme fonksiyonuna pay ederiz.
x'=u(r.g.,¢),y =v(r.0.¢),2 =w(r.¢,¢) (1)
x',y',z"'mn r',0',¢’ *a ters yiiz ettifimizden beri birebir doniistim yapmaliy1z
S(r-r')6(6-6)6(¢-¢') daghum
S(u-x)o(v-y")o(w=2)W|=6(r-r)6(6-6")6(s-¢') (12)
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(8) kullanilarak iki tanim yapilir

(-8 (y-y)5(z-2)= 20V 0)(¢-4) (13
___5(r-r')5(cos0-cos€')6(¢—¢') (14)

6.0~z arahgnda (13)’densind tam degeri disti.

a)r=0,0 ve ¢ ’nin ikisinin de degerini bilmiyoruz ve f deneme fonksiyonu ,
Ove ¢den bagimsiz

b)d =0z eksenindeki noktalardir , z ekseninde z6= 0 ve =0, ¢ ’nin degerini
bilmiyoruz. (r # 0 ise), f deneme fonksiyonu ¢ den bagimsizdir.

a)icin (10)’da @ ve ¢ integralleri yapilabilir. Burada f,& ve ¢den bagimsiz
fakat J ,6°ya baghdir.

j £ v, w)s(u-x)86(v=y)6(w=z")r mJ 6dg= L(r") (15)

Ag1 integralleri 477> ye esit r=r' de@eri ya da esdeger olarak
u=x',v=y,w=_z degerleri f(u,v, w) deneme fonksiyonu bu ylizden
5 (u-x')6(v-y')6(w—z')4zr’ dagilimna gorev diiser. & (r—r') dagilm,
S(u-x')s(v-y)6(w-2")=8(r-r") (16)

yada 6(x—x)8(y-y)é(z-7)= 4;2 5(r-r") (17)

olur.Acilarn ikisinin bir boyutlu radyal delta fonksiyonundan bagimsiz bu denklemler
{ic boyutlu kartezyen delta fonksiyonudur.(b)’deki & integrali (10) ‘da

[[f (v, w)8 (u= x5 (v- )8 (w—2')|J|drd6 [d¢ = £ (r',€") (18)

S(u-x)5(v-y)o(w—-2')2x|J| dagghm r=r", 6=6' degerindeki deneme f
fonksiyonundan elde edilir, ¢ integrali 2z ’dir.

S(r—r')6(0-6') dagihimna bakalim;

S(r-r)o(0-€¢) _ &(r-r')é(cosf—cosd’)
2zrisind 2@t

(19)

S(x-x)o(y-y)o(z-2")=

sonucu bulunur.[14]
II1-1-1-ii-Kiiresel koordinatlarda Laplace denklemi icin

Green fonksiyonu
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67 =3 & (rn) 1" (6:4)F" (6s8) 20)

1=0 m=—I

seklinin kiiresel harmonikler cinsinden agilimu bize Laplace operatdriiniin
Green fonksiyonunun belirlenmesinde alternatif olacaktir. g, (rl,rz) *yi
belirleyelim.Gegen boliimdeki kiiresel koordinatlardaki delta fonksiyonu tanimindan

5(7-7)= &(n- r2)5(cos¢9rlzcos6’)§(¢, ¢2) 15(’.1 ")gmz_lﬁ'"(ﬂ,%)””(ezdﬁz)

(21)

V2G(r,r,) = 8(r, —r,) oldugunu biliyoruz.

(20) ve (21) denklemleri yardimiyla V* operatoriiniin radyal kismina
bakalim,

‘3}2—2[']&(Tiarz)]_l(l'*'l)gl(’i’rz)“—‘_a(’i "'2) (22)

Bu homojen denklemin ¢6zimii;

d 2u ! (l + 1)
PR
Dolayisiyla radyal Green fonksiyonu

& (rl’rz)={

u =0 homojen radyal denklemi saglar.

1 ~(i+1)
Ar +Br, n<r,

1 ! 9_ —(1+1}
A'r, + B, nL>r

h
rl;l h<n
2
R, 23
rl+l rl > r2
1
1 7
g (%)= Tai (24)

Green fonksiyonumuz

G(rn)= ZZZI T LT (64)57 (66,) (25)

1=0 m=~

bulunur.Sinir degerleri ile ilgisi II1-6 boltimiinde islenecektir.[12]
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III-1-2-i-Silindirik koordinatlarda delta fonksiyonu
Iki boyutta kartezyen delta fonksiyonunun 5zelliklerini gbzden gegirelim.

H f(xy)6(x-x)6(y—y)dxdy = f(x'.y') (26)
Bu esitlikte  keyfi bir deneme fonksiyonu olsun ,dSniigiimii tanimlarsak
x=u(r,8)=rcos@,y=v(r,0)=rsinf (27)
Jakobiyen ;

Ou o
J= er gvg =r ve diferansiyel terim dxdy = |J l drd@ (28)
o 96

(26)’da yerine yazarsak

ﬂ f@,v)é(u-x")6(v-y")rdo = f(x',y') (29)

x' =u(r',8'),y=v(r',6') oldugu yerlerde &(u—x')6(v—y')|J| agiimuna

fuv), u=x",v=y' yadaesdegerolarak r=r,0=6" paylan verilir.Eger sadece

teke tek Fourier doniigiimii yapiyorsak x've y'’in »' ve @' fonksiyonlarim net

sekilde bulmaya ters-yiiz etme igleminden baslamahy1z.Uzay dagiliminda ve r =7’ ,

6 =0" degerinde f(u,v)’ye 8(r—r')6(0—-8") dagiliminda dahi gorev diser.
S(u-x)s(v-y)|=6(r-r)5(6-6) (30)

(r-r')s(6-¢) 61)

yada §(x-x')6(y-y)= 2

Ilerde dénigtimlerin birebir olmadigim farz edeceiz.Bu varsayimla bazi
noktalardan J yok olur.J=r oldugunda d6niigiim birebir degil,r=0 oldugunda & hig
deger olamaz. Esdeger olarak f deneme fonksiyonunu 8 ‘dan bagimsiz farz edelim ; f
ve |J| her ikisi de 6°dan bagimsiz olursa & integrali (29) ‘dan yapilabilir.

ff ()5 (u—-x")6(v- y')]J]drzfda =f(7) (32)

Sadece r'’de bagimhlik var. § integrali 27 ’yi verir. u = x',v= )’
ya da esdeger olarak r =’ degeri f(u,v) deneme fonksiyonuna verilmis
S(u-x")6(v-y')|27 daglmyla saglamr.
&(r—r") ve esdegerleri, §(u-x")6(v—y')|22=5(r-r') (33)
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s(r-r")
2xr

u=x,v=y olursa, §(x-x')6(y-y')= (34)

Agidan bagimsiz silindiriksel delta fonksiyonunun terimlerinde iki boyutta
kartezyen delta fonksiyonunun tanimi yerine konabilir.(31)’in genel degismez
5(z-z') eklenmesiyle fi¢ boyutta silindirik koordinat elde ederiz

5(r-r)s(6-6)é(z-2)

5(x-x)6(y-y)6(z-2)= . (35)
(35)’in @°dan bagimsiz hali
5(x—x')5(y—y')5(z-—z')=a(r—r;);.(z—z’) (36)

sonucu bulunur.{9]

I11-1-2-ii-Silindirik koordinatlarda Laplace Denklemi i¢in

Green Fonksiyonu
Kiiresel koordinatlara benzer sekilde silindirik koordinatlarin da anlatrm icin I11-

1-2-i konusuna dénelim.

5(’3 ""2)‘:‘;—15(P1 —P2)5(¢1 "¢z)5(zx 'Zz)

seklinde yazilabilir.
8(1-n)=1-0(a-p)5y 3. € o [ ak @7
5(r —5)=%}§(p,— pz)imi e"”(”—“*);lr-zcosk(z, Mk (39)
Burada Green fonksiyonuna ulagilir.
G(r.n)= 51—7;"’2 g (pnp,)e™ ;lt—zcos k(z,—z, )dk (39)

bdyle yazilan Green fonksiyonu V°G(r;,r,)=—8(r, —r,) denklemini saglar.Simdi p ‘ya

bagh g, (p,,p,) belirlenir.

d| dg . m
o e— om |__ k" — = - —
[p, dp,} [ p,+p]]gm 5(p-p) (40)
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Bu denklemin ¢6ziimii modifiye olmus Bessel operatdrleridir. Homojen denkleme

uygun ¢dziim ur= 1, (kp) ;0= K, (kp)dur.Green fonksiyonu p, = 0’da sonlu

p, = o *da sifirlamr.

1
En (pppz) = "Zlm (kp<)Km (kp>)

Bu esitlikte A Wronskiandir.

L (ko) K. (kp)-1, (ko) K, (ko) =—F~

p(kp)’
Buradan A=-1 bulunur.Bu durumda (41) denklemi
2. (P 2) =L (kp.) K, (kp,)
olur.Bu nedenle silindirik koordinatlarda Green fonksiyonumuz;

1 5
Glrn) =5 [ em 1, (ko) K, (kp, )cosk(z, 2z, )k

—opy M=~-00

halini alir.Daha genis anlatim I'V-1 bdlimiinde yapilacaktir.[12]
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III-2-Helmholtz denklemi icin Green fonksiyonu

S kapal1 yiizeyinde bazi siur kogullarinda Helmholtz operatori i¢in Green
fonksiyonu galigtinlabilir.

Ly =Viy+ky , Ly =0 (45)
1. Green fonksiyonu , gbzlenen nokta ve kaynak noktasi koordinatlan setinde
simetrik bir fonksiyon olmalidir.

G (rr")=G.("']r) (46)

Fonksiyon , S ve S’ ‘de bazi homojen simr kogullarim saglayacaktr ve r =r'’de
stireksizlife haizdir.

2. Calistirilan bu fonksiyon vasitastyla homojen olmayan denklem ile verilen
homojen sinir kogullarinin ya da homojen denklem ile homojen olmayan sinir
kosullarimin bir ¢6ziimiiniin elde edilmesi miimkiindiir.Denklemin lineer olmas1 nedeni
ile ¢dziimiin stiperpozisyonunun bulunmas: sayesinde homojen olmayan siir kosullan
altinda homojen olmayan denklem ¢ziilebilir.

3.Homojen oimayan simr kosullan igin ¢dziimler simirda stireksizlige haizdir.

Ornek icin eger y yiizeyde belirli ise ¢bziim diganida sifir olabilir ve simirin iginde y
belirli bir degere haizdir. Belirlenmis normal gradyent durumunda Neumann kosullari

igin gradyentte stireksizlik vardir.

S sinir yiizeyinde homojen sinir kogullarin1 saglayan ' *de birim kaynak noktas:
icin

V?G, (r|r')+¥°G, (rlr') =—4x5(r-r') 47
homojen olmayan Helmholtz denkleminin ¢dziimiinde Green fonksiyonu gereklidir.
Delta fonksiyonunun integral sonucunda argiiman degistirme 6zelligi tammlamir ve bu
tanim r' {izerine notasyona uygun ve simetriktir.Dipol gibi daha kompleks kaynagin
olugturdugu durumlar , inceledigimiz basit kaynaklar i¢in olan ¢dziimlerin
sliperpozisyonu ile elde edilebilir.(47) denklemindeki V* operatdrii gézlenen
koordinatlarda diistiniilmelidir.

G 'nin terimlerine agilabilen kapal: S yiizeyinde keyfi alinan Dirichlet (ya da

Neumann) kosullart homojen olmayan denklem ile

Vy + &y =—47p(r) (48)
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Vi +k*y =—4np(r) (48)
seklinde gosterilir.
(47) denklemi ile y ve (48) denklemi ile G carpilip ve aymi zamanda r’ iginr

degisimiyle ¢ikarilirsa;
G, (r'lr)V’zt//(r') -y (r)V*G, (r'|r) =—4r [x// (rMé(r-r)-G, (r’|r) p(r')]

S’ iginde x',)',z' kaynak koordinatlar: lizerinden integrasyon , (46) denklemi
ve delta fonksiyonunun 6zellikleri sebebiyle elde edilir.

zl; .[.U[Gk (r]r )V (') =y (©') VG, (r Ir')]dv' + Hj'p(r') G, (r|r)a'

_Jw(r) icerde
1 o0 disarda’

Sag taraftaki degerleri S ylizeyinde gézlem noktasi etkiler. Farz edilen siireksiz

fonksiyon , S diginda sifir ve S fizerinde ve S’nin iginde y (r) degerini alir.Sol tarafta ,
¢oziime kolaylhik olsun diye ikinci Green 6zdesligini kullanalim.Yizeyden digari
igaretlenen gradyent dlgiiliir,ytizey integralleri digsar1 dogru normal inegraller olur.Ikinci
Green 6zdesligi kullanimiyla ;
1 18 r s L2 14 s 14 L4 ? ’
E [Gk (rlr )V l//(r )—l//(r )V G, (rlr )]a'A + J'”p(r )G& (rlr )aﬁr

_lw(r) icerde & uzerinde
0 disarda

(49)

sonucu bulunur.Béylelikle homojen olmayan sinir kogullari ya da homojen olmayan
bagka denklemler i¢in ¢dziimlerimizi elde ederiz .

Homojen olmayan denklemin ¢6ziimii

Homojen olmayan denkleme 6rnek i¢in ; eger simr kosullan Dirichlet homojen
sinir kosullan ise (S'de y =0), S ve S’ 'de G sifir segilir. S’ {izerinden yiizey integrali
sifir oldugundan S'in iizerinde ya da igindeki r i¢in

w(r)= [[[o(r)G, (r]r)d (50)

sonucu bulunur.
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Bu fonksiyon , otomatik olarak homojen simir kogullarim saglar ve (48)

denkleminin bir ¢5ziimiidiir. Eger sinir kosullan Neumann homojen sinir kosullan ise Gy
. kaynak ve gbzlem koordinatlanin her ikisi i¢in aym kosullan saglar. Yinelersek ,ylizey

integrali sifir alindi1 zaman (50) denklemi elde edilir.Bu nedenle (50) denklemi , G
, ile aym kogullan sagladifinda , homojen sinir kogullan i¢in homojen olmayan (48)
denkleminin ¢6zimiidiir.

Eger sinir kogullan Gy aym kosullan sagladifinda S ylizeyinde normal gradyent
ile f (r") fonksiyonunun garpimi S yiizeyindeki y fonksiyonuna esit ise bu denklem

elde edilir.En genel homojen simr kogullar:

S . s a st 5 a
vir)=rlgy s GR)=r(P)56 s
' ) 9
Gk(rlr)=f(r )an;Gk

seklindedir.
=0 oldugunda kogullar , homojen Dirichlet , 1/{=0 oldugunda kosullar , homojen
Neumanndir. f'in degerinin ¢6ziimii igin (49) denkleminin yiizey integrali kaybolacak
ve (50) denkleminden aynlacaktir. Tabi ki her kosula fiziksel problemlerde izin
verilmez. Omnek icin ,efer S'in iginde net yiik varsa Laplace denklem ¢dziimil i¢in

sinrda %; 'in stfir olmas: beklenmediginden smir iizerinde y 'nin normal gradyentinin
sifir olmasi da beklenmez.

Homojen olmayan smir kosullan i¢in ,eger bunlar Dirichlet kosullan ise G’ y1 S
ve S’ ’de sifir yapanz." Genel ¢oziim" konusunda ¢dziimil tartisinz.Gy eger S ve S’ 'de
sifirsa y 'de homojen olmayan Dirichlet kogullan i¢in S ylizeyinde ve icinde r igin

w(r)= —(1/4ﬂ)(§¢//'(r”)[V'G,‘ (r‘r" )]dA’ 61))
sonucu bulunur.

Integre edilmis gradyent disan1 dogru normal oldugundan &lgiilen alanda , d4'

vektoriiniin bolge iginden uzakta digan dogru isaretlenmis olduguna dikkat ¢ekelim.
Burada sadece simir ylizeyi iizerinden integrasyonun terimlerinde ¢6ziimii elde ederiz;



homojen olmayan sinir kosullan yiizeyde yiikiin bir katmammn koyulmasiyla saglanir.
Béylelikle Dirichiet kogullan i¢in G gradyenti kullamlarak iki kat tabaka kamitlanir.

Eger v , Syiizeyinde y 'nin diga dogru normal gradyenti , N(r)'ye esit
oldugunda ,homojen olmayan Neumann simr kogsullarini saglarsa N’nin ,S'de belirli
vektor gradyenti ve S ve S’ 'de G'nin normal gradyenti sifir oldugu yerde , r, S'nin
iizerinde ya da iginde oldugunda

w(r)=(1/47)4G, (r|r W (r)-as (52)

¢Ozlimiinii elde ederiz ve normal gradyenti S'de Gy i¢in sifir alinir.Bu durumda N olan

normal gradyent kuvvetine yiizey yiikii N /4x tek kat yiik tabakasidir,iki kat degildir.
Sonug olarak;eger,sinir kogullar1 homojen olmayan genel formda

0 s s
_717W+f(r )y/—F(r ) (53)

ise G'nin uygun homojen formu -aa—,Gk +f (r”’ )Gk =0 saglamasi gerekir,burada
N

normal gradyentler disa dogru ve (53) ile homojen denklem i¢in ¢oziim;

[ (1 i s -0
(z;)Cka () ()t
L F () e (o p\]
| 47rc'§f(r"‘) v [Gk (rlr )]dA
seklindedir. Yiizey integralinin her iki formu da kullanilabilir.Birincisi,eger f ¢ok kiigiik
ya da sifirsa (Neumann kogulu) kullamlir;ikincisi 1/f ¢ok kiiciik ya da sifirsa (Dirichlet

kosulu) kullanilir.fakat F/f sinirlandinlmgtir.
Denklem (51),(52) ve (54)'de verilen ¢6ziimler homojen denklem icindir.(smnir

v(r)= (54)

icinde p =0dir) Eger, biz ,homojen olmayan sinir kosullan i¢in (48) homojen olmayan
denklem ¢6zlimiinii artyorsak , yiizey integralini ayiran (50) denklemini tipinde hacim
integralini ekleriz ve ylizey integralindeki G gibi ayn1 homojen smir kogullarim saglayan
hacim integralindeki G’yi ekleriz.

Green Fonksiyonunun Genel Ozellikleri

Bu konu ile 1. boliimde sdylenenler dikkatli bir bigimde kanitlanir.Sinir kosullan

tahsis edilen Green fonksiyonunun degeri ya da normal gradyenti defa i 'nin normal
gradyenti ya da gereken degerine oranli miktann yiik dagilimi ya da dipolierin dagilimi
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yiizeyde yerlegtirilerek saglanir.S’nin iizerinde ve iginde verilen y integrali siireksiz
¢oziimde dikkate alinir,fakat S diginda sifir1 olugturur.

Denklem (46) durumu gibi G ‘nin r ve ' 'nin simetrik fonksiyonu oldugu direkt
kamtlanamaz. , r'nin fonksiyonu olan G denklem (47) 'yi saglar , r; ‘de kaynak noktas:
icin

V?G, (r|n)+ G, (r|r) =45 (r - 1)
saglanir.(47) ile G(r I'i) carpimi ve G(r |r') ile bu yeni denklemin carpimi ,cikartilir ve
Green teoremi kullanilir,

JG(rn)V[6(rlr) -6 () V[G(rli) pas

=47 Hf[G(rlr‘,)é‘(f -—r')-G(r|r’)5(r—r,)]a‘v = 47:‘|:G(r'|r;)—G(r1 lr')]

Her iki G de aym kosullan sagladifindan ,yiizey integrali ,ylizeyde ya da i¢inde

r'ver, G(r'lr, ) = G(rl ]r') kargilik kosulu nedeniyle kaybolur.

(47) denklemi 1s13inda, R = \[(x - 5:')2 +(y- y’)2 +(z- z')2 mesafesinin
bilyiikliigiiniin S ya da S’ ’ne uzaklig ile karsilagtifinda ,G fonksiyonu R 'nin
fonksiyonu oldugu goriiliir.Bagka anlatimla G , R’nin ySniine degil de sadece
biiyiikligiine bagh oldugunda kaynak tamamen simetrik olur.G 'nin R=0'da tekil
olduguna daha 6nce dikkat ¢cekmistik.

Bu durumda daha matematiksel dil ile G(r |r') iki kisma aynlir; S ylizeyinde G'ye
empoze edilen sinir kosullarina bagimli ve S iginde siirekli ve her yerde diizenli olan bir
kisim ve R=0 'da tekil olan , yalniz R 'nin bir fonksiyonu olan ve r =7’ hari¢ S icinde
siirekli ve diizenli olan bir kisim seklinde ikiye ayrilir.Bu son kisim g, (R) adiyla
anihir.Bu nedenle eZer gbzlenen nokta veya kaynak noktasi ¢ok kiigiik S kapah egrisinde
degil ise; '

G, (rlr') = 8 (R);R=r =1 (55)

yazilir. R’nin kii¢iik olma durumu igin gj 'min davranisim bulalim; r' cevresinde ¢
yangaph kii¢iik kiire {izerinden denklem (47) 'in her iki tarafi integre edilir.Bu bize,

7% (i) [, (r Yo = 4

ile verilir.
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r=r" noktas: iizerinden integre edilen kiire nedeniyle ve delta fonksiyonunun
6zelliklerinin nedeniyle integralin sag tarafi —4x 'ye esittir. Kalan integrallerde Gy
icin gy yerine konulursa (55) denklemi yeterli kiiciikliikkte ¢ ile elde edilir.Ayrica
baskin olan ilk integralin limitinin tekilligi Laplasyen tekilliinden daha tekildir.Bu
nedenle
[[[v*g, (R)dv —> 47,6 >0
elde edilir , burada kiiresel hacim {izerinden integrasyon i¢in koordinatlar R, 8,¢ ve
hacim elemam dv = R*sin0dfd¢ seklindedir.Gauss teoremi kullammuyla &
yangapimn r’ kiiresinin {izerinden g gradyenti - 4z 'dir.
4V(g.)-dd—>—4n
gk sadece R ye bagh oldufundan kiigiik kiirenin radyal koordinati Vg, her yerde
radyal istikamette , dA 'ya paraleldir ve biiyiikliigii ylizeyin her yerinde aymdir.Bu

nedenle yiizey integrali limiti R= &'da dg/dR degerine esittir,kiirenin alam ,47z£” ve

[(a_g) ](472‘82) — 476 —0
OR Jpc

formiiliine ulaginiz, ya da benzer olarak;
d) 1
Z g, (R)>~| = ;R0
(dRJg" (8> (R’ J
ifadesi bulunur.Sonug olarak, g, (R) — —lé-ya da

G, (r|r')—>-;;;R=|r—r'|-> 0 (56)

degerindedir. Yukanda elde edilen G'nin hacim integrali disan ¢ikartilirsa sonuca

ulagmak zor olmaz.
Gdzlenen noktada (x,y,z) koordinatlarimin bir fonksiyonu goriiniimiindeki Green

fonksiyonu , V2G + k*’G = 0 homojen denkleminin ¢bziimii , » = ' noktas: haricinde S
iginde siirekli ve diizenlidir , burada denklem (56) 'da belirli tekillige haizdir.Bu tekillik
birim kaynak noktasmin bir sonucudur , denklem (47) sadece bu noktada homojen
degildir. k'dan bagimsiz 1/R limit formu, Laplace denklemi i¢in elde edilen sonugtur.
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Ug boyut igin denklem (56) elde edilir.Benzer bir tartigma iki boyutlu duruma tasinir ;
iki boyut igin
G(r[r')>-2mR;R—>0 (57)
Tek boyut i¢in denklem (47) su hale gelir;
d’G

dxz

+k’°G =45 (x—x')

kG degerinin x'—£'dan x'+ ¢ 'a x lizerinden integrali sifira gider,ikinci dereceden
tlirevin integrali;

x+ef 32 x'+&
j d f = [ﬁ] — 41 >0 (58)
ﬁ dx x'~&

x'-¢

Bu nedenle tek boyut igin Green fonksiyonu x = x''de -4 7 degerindeki egimle
stireksizlige haizdir.

Farkh sayida boyutlara bagh (56),(57) ya da (58) saglanan Helmholtz denklemi
i¢in Green fonksiyonunun anildiga gériiliir.Omek igin sicimde Green fonksiyonu

denklem (58)'i saglayan (-Z—Z—l) "1 'dir (¢ boyutlu kaynak noktas: icin Green

ikR

fonksiyonu% 'dir.

Simir Kosullarinin Etkisi
Green fonksiyonuna tesir eden sinir kosullarinm her durum igin inga
edilebilecegini gorebiliriz. Tahminen en kolay durum , simirin tesirinin en az oldugu yer

igin sonsuzdaki sinir durumudur.Ug boyut i¢in 7 = 7’ haricinde (V2 +k )G =0 'm

¢bzilmi R - «'da sifira gider ve R — 0 igin % *de tekilligine haizdir iki ¢oziim

kullanmlabilir;
&R ~ikR
e ’e ,cos(kR);R=|r—r'|
R R R

Acikea goriilityor ki sonsuzda smir igin sir kogullan bu durumlann arasindan
segilmelidir.
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Dalga denkleminin zamana bagh ¢6ziimiinii ararsak ; V’y = -17(%";—/—) orijinal
P
denkleme d6nmiis oluruz. Zamana bagli dalga denkleminin ¢oziimiinde harmonik

ozelligi ile Helmholtz denklemi elde edilir. ye™' =we™" oldugunu biliyoruz,burada
Helmbholtz denkleminin ¢dziimiidiir.Sonug olarak eger G dalga denkleminin harmonik
¢oziimii igin kullanilirsa ¢éziimiin tamami G e *dir.Bu nedenle eger kaynak
noktasindan giden dalgay: artyorsak

G (rlr) =2 (R) == (59)

sonsuzda smir ise giden dalga icin ¢dziimiin tamam %e”‘ ®=) > dir. Gelen dalgalar icin

kR

e—R—fonksiyonu se¢ilmelidir.Giden dalga ¢6ziimii denklem (59)’da verilir. Homojen
denkleminin ¢6ziimleri Vi = (l s )(%?J diflizyon denkleminin ¢6ziimlerini

icerir.Burada i ile &lgiilen disar1 dogru difiizyon elde

edilir, ¥ = ey, V’y + k> =0 denkleminin bir ¢5ziimiidiir. v her yerde gercek

:cos(kR)]
R

difiizyon denklemi i¢in Green fonksiyonu

olmasin istiyoruz,. G, (r|r')=

[cos(kR)] -a*k :
—T—e “*"" siir sonsuzda oldugu zaman ve difiizyon *“kaynak" zamana

bagh eksponansiyellige haiz oldugunda giden difiizyon i¢in uygundur.iki boyutlu
durumda Helmholtz denkleminin R=0 ile simetrik ¢6ziimii

—l——d—(Rd—g)Hrzg =0

RdR\ dR
seklindedir , bu, sifirnci dereceden Bessel fonksiyonu denklemidir. Thtiyacimiz olan

¢oziimler R=0 * da tekillige haizdir ; denklem (57)° de tekillik verilir.Miimkiin ¢dziimler
ozellikle Hankel fonksiyonlar ,
G, (r[r') =g (R)=irH{" (kR) — —2In(kR);: R > 0

N _i_;_e'(kk+§);R—')w (60)
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seklindedir , bu denklemler giden dalga i¢in sonsuzda simirlar i¢in iki boyutta dogru
Green fonksiyonudur.Eger gelen dalgalar isteniyorsa ikinci Hankel fonksiyonu kullamlir

ya da eger reel fonksiyon gerekliyse Ng(kR) Neumaan fonksiyonu ile 7 ’nin ¢arpimm

kullanilir.
Sonug olarak giden dalga i¢in tek boyutta Green fonksiyonu i¢in her iki yonde

sonsuzda acilimlar denklem (58) ile verilir.
G, (xlx’)=gk(R)=%e”‘*‘"" ©1)

sonucu bulunur.
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I11-3-Dalga denklemi icin Green fonksiyonu

[Vz —igz—}l’(r t)=—4xF(r,t)

C

[Vzé-ciz-éa—z]G(r,r 1) =5(r—r)8(t-1)

ile verilen dalga denklemi Green fonksiyonu kavraminda incelenen integral
ile s6yle yazilabilir;

m [ {G: )[V'z—-—ZF]GU st )d x'd(ct’) - m [Ger.rt z)[v'z—lz-éaﬁ}w(r ,dxd(ct’)

= [[[[®(r.)8(r-r)o(ct-ct W xdet) - [[[ [Gr,rst,0) [-daF (- 1)) d 5 d(ct)
¥(r,1)- m I G(r,r';t,0)[-4xF(r' ,1)|d*x'd(ct')

(62)
Bu agilim yiizey integrali terimlerinde ifade edilebilir;

fde) [[[v 2 (7. 0)VG(r.rst.t) -G (r.r'st,t ) VR (#.8) | &
[Py a 7 ’ ' 4 a 1 r' ’ 3.7
-Hf[fact ‘P(r,t)-a‘c?G(",r;lat)—G(r,r;t,l)@‘P(r,t)}i(ct)]dx,(63)

facery [ )VG(r.rst,t) =G (r,rs )V (1) ] ndS'

-

—HI[‘I’ (r',t')-a—i?G(r,r';t,t') —G(r,r';t,t')-a(zT‘P (r’,t’)d(ct')] d*x'

Eger r' —’da y(r',t') ve G(r,r';t,t') "nin ikisi de l,gibi davramp sifira
: r

giderse ylizey integrallerindeki ilk terimler kaybolur. Ayrica eger

G(r,r’;t,t’) =0, tt’icin

o7 G(rr 1,1")=0,t <t icin
vet'=1’da y(r.t') =0

_ 7
t'=-1"da —Y¥(r',t')=
oct’ ()

olursa yiizey terimleri kaybolur ve (62) denklemi sifira esit olur.

¥ (r.0)= [[[ [6er.rst.0)[-4xF ()X d(et')

¥ (r.1)= [[[[6o.rse0)[-axFe @ xdet)+ ¥, (rt)  (64)
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bu esitlikte ¥, (r,t) homojen dalga denklemini
1 8
AR

saflar.
II1-3-1-Skalar dalga denklemi i¢in Green

fonksiyonu

Bu konuda ilk is olarak , homojen olmayan problemlerin ¢6ziimiinde
Ozellikle kullamilmug, hacim ya da yiizey simri i¢inde kaynak tanitilir.Skalar dalga
denklemi igin Green fonksiyonu terimlerinde tanitilan kaynak ile denklem miimkiin
¢oziime ulagir.Daha 6nce agiklanan denklemlere gore elde edecegimiz bu fonksiyon ,

g6z Oniine aldifimiz tipik homojen olmayan problemi saglamalidir. i ;.

Vi —;12—%%/ = —4xq(r,t) (65)
denklemini saglar.q(r,t) fonksiyonu yiik yogunlugunu betimler, kaynak dagilimi sadece
uzay degil , zamana da baglidir.(65) denklemine ek olarak , yegane (65) ¢ziimiiniin
elde edildigi diizende sinir ve baslangic kosullari durumu gereklidir.Sinir yiizeyinde
kosul Dirichlet ya da Neumann kogullar ya da onlarin lineer kombinasyonu olabilir.
Zaman boyutu igin igine girdifinde , kosullar Cauchy olmalidir. Bu nedenle g6z 6niine

alinan bolgenin her noktas: igin 7 =¢'’de %— ve v 'nin degerinin belirlenmesi gerekir.

Bu degerler sirastyla y'(r) vev'(r) “dir.

(65)'in denetimi ile belirlenen Green fonksiyonu G(r,t|r',t') denklemi onerilir;

2
V3G -—igg- =—4z5(r-r')é(t-t') (66)

o
Bdylelikle kaynmagin , ¢ =¢' zamamnda » = r' *de lokalize olmus bir itme oldugu goriiliir.
, ¥ =r'’den zamana bagh olarak yayilan bu itmenin etkisinin tanimlar . Skalar Helmholtz

rumunda G, sinirda y ile saglanan sinir kosullarimin homojen formunu saglar.Baslangic
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sullan i¢in G ve-%% t <t' igin sifir olacaginin disiiniilmesi makul bir bigimde goriiniir ;

er ¢’ zamaninda bir uyan vuku bulmussa , hi¢bir uyarinin etkisi daha erken zamanda
nulmaz.Dolayh yoldan zamanin akis1 , makroskobik olay igin kolayhkla goriiliir fakat
ikroskobik deneyde agik¢a tahmin edilemez. Gergekien dalga denklemine doniigtiiriilen
ekanikte hareket denklemleri ve Maxwell denklemlerinin ikisinde de zaman asimetrik
maz..Bu , geri kalmis zaman da yayilan “etki” i¢in , mikroskobik olaylar i¢in miimkiindiir ;
lga denkleminin ¢6ziimiinde gahgtinlan teoriler yeni bastan formiile edilmigtir.Mikroskobik
aylar i¢in zamana bagh neden -sonuca gétiiren ¢6ziimleri tarisma 6zellikle uzak durumlar

in ele alimir. 7 <¢' igin G(r,t[r', ') ve %g baslangi¢ kosullan ile dikkate alinmalidir.

Kargihik Iligkisi
Direkt olarak Cauchy kosullarinin uygulandifi zamanda ,yukandaki gibi yazilir ,

man dahil edilmezse G(r,t|r',¢") = G(r',t'lr,t) karsihlik bagintisinin genellestirme metodu

: G, (r|r') =G, (r'|r) halini alir.Gergekten eger ¢ >’ ise ilk yazilan denklemin ikinci kism

Ir olur. Elde edilen kargilik bagintis1 zamanin akigina ters yonde olmahdir , Syle ki kargilik
gintis1 su hale gelir;
G(r.tr, 1) =G(r',~'|r,~1) (67)
t'=0 i¢in (67) denklemini yorumlayabiliriz. G(r,tlr', 0)=G(', Olr, —t)°dir. r''de
slayan bir uyaridan t zaman sonra r'de etki , -t zamaninda r'de baslamis olan bir uyarinin 0

maninda r’ 'deki etkisine esit olarak goriiliir. (67) kamiti Green fonksiyonunun her ikisi
rafindan saglanan denklemi yazalim;

2 t )]
vzc(r,z|r',z')-.§;[a_ﬂ%ﬂ = —478(r~r")5 (1 1)

1 [ 8°G(r,~t|r,-1)]
VZG(r,_tIrl,_tl)_;z_[ ( atzll 1)

=476 (r-nr)6(r-1,)

G(r,—t 'r;,—t,) ile birinci ¢arpilir ve G(r,tlr',t') ile ikinei ¢arpilir ve birbirinden

¢ikanlip ¥ >¢' ve ¥ >t oldugu yerde —oo'dan ¥'ye zaman iizerinden ve incelenen bolge
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{izerinden integrasyon alinir, 0 zaman
t[dt [av{G(r.t]r.r)V*G (r,~tln,—4)-G(r, ~t|r,=1,) VG (r.t}r',r')
1 o & 1 o’ g
+ LG ) G rtht) G ot 2 G )}

=4z {G(r', ~t'|n,~,) -G, 4, |r'st ')} (68)

Yukandaki denklemin sol tarafi Green teoreminin kullanimiyla doniistiiriilebilir ve
dzdeglik ile

9 2 8 o
5;[6("’4” ! )B;G(',-tlrp—t,)-G(r,—t|r,,—t,)E;G(r,t|r .t ):l

[ 62 az 1 4
=G(7f,t|r >t )5;2_6(’9_[|”19t1)_G(r9—t rlatl)_a';z—G(r’tlr ,t)
elde edilir.Sol taraf igin su elde edilir.
’J' dt [dS [ G(r.tr',) VG (r, ], ~1) - G(r,— =1, )VG(r.t]r,t')]

1=

1 , n0G(r.—tn,— d )
b J{G(r,tlr,t) ( atl] . 1)_G(r,—-t|r,,—tl)-a—t—G(r,t|r,t )L_Q

S'de ayn1 homojen smir kogullarim saglayan Green fonksiyonlari i¢in bu
integrallerin ilki kaybolur.Ikinci integralin kaybolusunu da simdi gorecegiz.

G(r,-—oo|r’,t') alt limitinde ve zamana gére tiirev , sebep sonug iliskisi kosulunun

avantajiyla kaybolur. 7 = Y zamamnda G(r,—¥|r,—1,) ve zamana bagli tirevi ~Y,,'den

daha 6nce oldugu igin kaybolur. (68) ' in sol tarafi sifirdir ve (67) karsilik teoremini
saglar.Green fonksiyonunda bilinen homojen olmayan niceliklerinde skalar dalga
denklemi igin homojen olmayan problemin ¢ziim ifadesi miimkiin oldugu

2
gosterilir.(65) denklemi V2 (r',¢ —-CIT%tg— =—4rq(r',t')

, 1 62G(r,t|r',t')
VeG(r,tr', )y - ——————
( | ) 62 atIZ

esitligine ihtiyag duyar.Bu son denklem karsihk bagintisinin kullamlmastyla (66)'dan

= —47[5(r - r')é'(t —t')

elde edilebilir.Birinci denklemi G ile ikinci denklemi y ile ¢arpip birbirinden

¢ikaralim Jlgilendigimiz hacim tizerinde ve sifirdan ¢ *e t* tizerinden integral alalm.t”
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sembolii ile £ keyfi kiigiikliikte alindifinda t+ £ anlamindadir.Bu limit delta
fonksiyonunun en yiiksek noktasinda tam integrasyon sonlanmasina engel olunur.Sonug

formiiliinde limit t'den ziyade t* dir.

c2

d 1 (G & |
[ ' 12 2
(;fdt far {GV w—yV G+_(at'2 -G

=47 {l// (r,t)— _[dt' jdV'q (r', t')G)}
0
Green teoremini tekrar galigtinirsak
I* L ! ! 1 1 ’ aG aw '+ ’+ ’ r 1 Lt
a[dt [jds'-(GV'y -y¥ G)+-c—5-jdV [—aTW-G—a.t—,l + ojdt [ava(r.)e

=4my (r.t)

elde edilir. ilk integraldeki integrant sir kogullar ile belirlenir.Ikinci integral £ =1",
G'de baglangic kosulunun avantaji ile olusturuldugu zaman integrant kaybolur. Limit
baslangi¢ kosullanm igerir.Bu nedenle

dry (r.t) = 47[’jdt' J.dV’G(r,tIr',t')q (r', 1)+ ’jdt'[de' (GVy -yVG)
0 0

ot ),

= Idyr[(éﬁl ) y/'(r')—G,,=ov'(r')] (69

olur , burada y'(r') ve v'(r') , w ve %// 'in baslangi¢ degerleridir.

(69) denklemi baglangi kosullarinin saglandigx homojen olmayan problemlerin
tam ¢dziimiinii verir. Helmholtz durumunda yiizey integrali daha dzenli tanimlanmalidir.
Bu durumda yiizey degeri olarak alinan yiizey fonksiyonunun degerinin limitine icerden
yaklagilmistir. Denklem (69)’un sag tarafindaki ilk iki integrali Helmholtz denklemi
durumu i¢in benzer denklemde goziiken tiirdedir. fIk tamim kaynagmn etkisi ; ikincisi

stnir uzaymda sir kogullarimn etkisidir. Son terim baslangi¢ kogullarim icerir. Istenilen
bigimde t=0'da y fonksiyonu ihtiyag duyulan q kaynaginmn bigiminin sorulmasiyla

yorumlanabilir. t=0* zamaninda itme kuvvetine gerek duyulur.(69) ‘dan kaynak
teriminin gerek duydugu aym baslangi¢ kosullar ;
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(1/ c )[y/'(r') &'(1)+v'(r)é (t')]

burada &'(t'), & fonksiyonunun tiirevi anlamindadir.Bu,,

Ef(x)S'(x MR = e o i oo

6zelligine sahiptir.

Bu terimlerin fiziksel dnemi de anlasilabilir. v'&(¢') teriminin v'(7') baslangig
hizinin her noktasinda verilen itme kuvvetini tamimlanmasi gereklidir. #' = 0 'dan
dagitilan bir uyanmn baglangi¢ yerini elde etmek i¢in gerekli yeri almasi basarihincaya
kadar kisa bir zaman boyﬁnca gelistirilmeye izin verilmelidir.Bu ikinci itme zamaninda

hizin stfira inmesi uygulanir .  (#',#')6"(¢') ilk terimi bu forma haizdir , yazarsak;

lim, {W (r,,t,)[é'(t'+£)2—86'(t'-£)]}

seklinde oldugunu goriiriiz.
Green Fonksiyonunun Sekli
G'nin bilinmesi (69) kullammiyla saglanir..Skalar Helmholtz denkleminin
durumunda sonsuz alan i¢in ilk olarak G bulunacaktir.Bu , g fonksiyonu olarak
amlir.Skalar Helmholtz durumunda ¢aligtinlan metot,

2 612

2
vzg_.l-(?.é]=4ﬂ5(r-r')5(t—t')
(4

2
denkleminde Vg ve %t—f— fonksiyonlarindaki tekilligin giic bagintis1 yargisim igerir.

Vg ,lg boyutta delta fonksiyonunun §(r—#')=6(x-x')6(y-»')6(z~2') 'un
ikinci tiirevini icerdiginden daha tekil oldugu tartigilabilir. Tartisma ¢ok tatmin edici
degildir.Kisa stire i¢in gercek oldugunu farz edelim.Daha 6zenli sekilde elde edilecek
sonug ¢ikarilir ve yukandaki denkleme doniiliir. 7 = ' noktasi ¢evresindeki kiigiik
kiiresel hacim iizerinden denklemin her iki tarafinin , integrali alinir,R=0 ve zamana
bagl tiirev terimi ihmal edilir 6nceki béliimde elde edilir;

8roo > 6(t-1')/R (70)

Homojen denklemin bir ¢6ziimii bu kosulu saglar,agtk¢a g su denklemi saglar;
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A -—-1—2%2;—3: 0 ve t—¢' sifira esit degildir.
c

R=0'da (70) kosulu ¢aligtinlmis olmalidir. Bu nedenle Sonsuz g ¢evresinde nokta
kaynak ile r ve r’ ayn olmalarindan ziyade R'nin bir fonksiyonudur.Bu nedenle,

1 2(, ,08) 1(o%
rrres [ el by R ol bl
R° 6R OR) c'\ ot

*(gR) 1 d*(gR
WLCRLTR

olur.Bu denklemin ¢dziimii;
h[(R/c)-@-1)]+k[(R/c)+(-1)]
g =
R
burada h ve k fonksiyondur.(70) kogulu ile kargilagtiriiirsa miimkiin iki durum ya da

bunlann lineer kombinasyonu olusur, & [(R le)~(t- t')] /R yada

é [(R / c) +(t —t')]/R , t >t' zamam boyunca R mesafesinde hissedilen ¢’ zamaninda

uyarinn etkisinin gerektigi durumda daha 6nce empoze edilen kosulun saglanmamas:

i¢in ikinci durum elimine edilir.Bu nedenle

.- S[(R1c)~(t~1)]

sRt=1'>0 72

2 )
2

¢ radyal iz ile agilim,kaynak hakkinda kiiresel kabuk tanitilir. V2g 'nin tekilligi %f—

icin olandan daha biiyiikk oldugundan , alinan baglangicin kontrolii ile yapilir.Bu, 1/R
faktoriiniin varh ile gosterilir. §(R) =& (r—r") icin kiiresel koordinatlar kullamilir ve
7 =t -t tammlanir. (71) 'e gotiiriilen basamaklann kaynafina gitmek miimkiindiir ve R

ve 7 sifira esit oldugu igin uygun,daha genel denklem elde edilir.

o’(Rg) 1 &(Rg)  26(R)S(r)

or* ¢* ar? R

Asla negatif olmayan R degigkeni nedeniyle 2 niimerik faktér girilir.Bu nedenle
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:fa(R)dR -1

olur.Ayrica bagintinin ¢alistiriimas: istenir.
5(R)/R=-8"(R) 73)
f(R) diferansiyellenebilir fonksiyon ile 5(R)/R ile carpip R lizerinden integre
edelim.
FR)=£©O)+ £ (0) R+ f"(0)(R* 12))+...

O zaman;

ziﬁfﬂa - f(O)I%Qde{'(O)E&(R)dR+f12-(!221R5(R)dR+...

Bu terimlerin ilki tek fonksiyon {izerinden integraldir ve bu sifirin Cauchy prensibi
degerine haizdir ; ikincisi f*(0)" verir;iiincii veya daha yiiksek terimler sifin verir. Bu
nedenle;

“]f(R);(R) dR=1'(0)= | F(RS(R)dR =~ | F(R)S'(R)dR

olur. Bu denklem agagidaki tiirev tamimindan daha direkt olarak elde edilir;

5'(R)=1immo[5(R+g)2;6(R—£)J=limﬁoé[5(f;€)-—§(RR_g)]=—5SQR)

Denkleme donersek sdyle yazabiliriz;

_a%;-(xg)—ci,—a-a%(lig) =268'(R)5(r)

Ortaya ¢ikan degiskenleri tahsis edersek
E=R-cr,n=R+ct (74)

ortaya ¢ikar. Yeni degiskenlerde &'(R)&(7) 'un anlami belirlenir.Bunu yaparken suna
dikkat ederiz;
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zzdzdkf(z,x)a'(x)a(r) - -[-Z%)M
Bu, —[(af/ag)+(aff/ar;)]m=0 yazilabilir.Bu nedenle (74) d6niisiimii altinda
8'(R)6(r)=2¢[5'(£)8(n)+6"(1)6(¢)] (75)
2c¢ faktdrii (£,77) *dan (R,7) degiskenlerine doniigtim altinda hacim elemanimn
degisimin tersidir.Yeni £ ve n degiskenlerinde denklem Rg ile saglanir, bu ylizden;
0" (Re)

ez =[()5(r)+5(2)5 ()]

yada Rg=c j‘d‘f i[dn&'(5)5(77)+c?d§?d775(§)5’(77)

Integrasyonun limiti gereken baslangi¢ kosullanim saglayan bir ¢oziimii segelim.

Integrasyon , y
Rg=c6(&)u(n)-cs (n)[1-u(£)] ' (76)
burada u(7) ={(l) Zig bu nedenle 1-2(£) = {(1) s{:g

(76)’min ikinci terimi diigiiriilebilir ; her yerde sifir olan faktdrlerin ikisi ya da biri
gosterilebilir. §(77) fonksiyonu sadece 77 =0 oldugu zaman sifirdan farkhdir, fakat
1-u(£)=0 oldugundan & =2R noktasindadir. Diger taraftan ilk terim §(¢) , cr =R
oldugu zaman sifirdan farklidir,burada n =2R ve u(n)=1'dir.(76)'da g i¢in ¢6ziim
[R-c(t-#)] ile & yer deistirir ve u(z) ile 1 yer degistirir, denklem (76) , (72)'ye
doniigtir.(72) 'nin anlami yaklagik olarak elde edilir , t=0'da = %tyi =0 baslangi¢

kosullan ile sonsuz alan durumunda incelenir. O zaman

n//(r,t)=—41;:jdt' jdV’ 5K§) _ t-t')] (r. )t =t+e

R
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g(r.t—R/c)
— ] (77)

1
ve sonug olarak, y(r,t)= o IdVo[
1—(1/c)|r~r'| zamaninda r''de q kaynak fonksiyonunun degerine bir t
zamamnda r'deki etki neden olur. Bu , kangikligin yayilmasimn hizinin ¢ oldugu s6zii ile
ifade edilir. Sonsuzda yayilmanin hiz1 bu limitte Poisson denklemi homojen olmayan
skalar dalga denklemi haline geldii i¢in potansiyel Poisson denkleminin ¢6ziim ailesine
indirgenir. Sonug olarak (77) rotarh potansiyel ¢oziimiine géndermede bulunur.
Hareketli Bir Kaynagmn Alam
Bir v iz ile bir sonsuz ortamda hareket eden nokta kaynak 6rnegini g6z oniine

alalm ; g=¢'6 (r —vt) oldugu zaman burada ¢’ kaynadn giictiyle iligkilidir. (69)'dan

e jugr LT o e

0

p= llr - vt'] +¢' olsun .
c

2.1
vVii—v-r "
- +1} , 0 ylizden

O zaman dp = dt'{-—.-—
clr-vr'

r +r-v1 /c

_ dps(p-t)
W("’)“E I (llc) vf—vpr)+|r —vt'|

ric

p=t oldugu zaman & fonksiyonunun tekilligi var olur. Bu t zamaninda r 'ye varacak

t' zamanna parcacik ile yayilan sinyal bir ¢’ zamanmm tamimlamalidir.

Lm0 p| @Vt 2l

Sekil -VI;Hareket eden kaynagn rotarh potansiyeli
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Zaman (t—t') kat edilen mesafe nedeniyle , |r — v¢'| 'm c'ye boliinmesine

esittir;p=t oldugundan r—1'=|r—vr'{/c dir. r—v' =& niceligi t zamanindan dnce p/c
zamamnda r gézlenen noktasindan kaynafin mesafesidir. ¢ zamam rotarl zaman olarak
amlir, p=t esitliginin ¢6zlimii zamam verir,rotarli zamanda vt' kaynak pozisyonudur. p

lizerinden integrasyon;

1
w(r)= 47z[(l/c)( v-r)+]r~vt'|l=t

o =r—v' olusturulur, y (r, t)‘47tp (vlo_/c) (78)

burada o -t' =t - p/c zamamnda g6zlenen noktaya kaynagin pozisyonundan uzanan
vektordiir.

iki Boyutlu Coziim

Eger z'den bagimsiz q yiik dagilimi problemi sadece iki boyutlu uzaya baghdir ;
v, x vey'ye bagldir. "Iki boyutlu nokta kaynak” (x’,y") yoluyla gegen z eksenine
paralel hat boyunca z'=—c0'dan z’'= o 'a uniform yayilan kaynak bir kaynak hatt:
problemidir. Iki boyut i¢in Green fonksiyonu problemi z' =~ 'dan z'=w'a ii¢
boyutlu kaynak noktas: integrasyonu ile bulunabilir.

é‘((R/c —(z- z))

glo.tlo’ .t = I

burada o =xi+)j X,y diizleminde yangap vektdriidiir. 7~ =7 'niin ve

| —o’| =P 'nin fonksiyonu olan g olmas1 beklenebilir.Gergekten, yukanidaki denklemi

tekrar yazabiliriz;

g(P,7)= IM
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burada ¢ =z'—z ve R? —;2+P2' vdC/dR=RI¢

[(R/c) r] 2 ®
Bu nedenle; g(P,7)=2 ~ 6|(R/c)-7|dR
I\f: p? P72~P25|l[( ) :I
2c
~————— P<ecr
ya da sonug olarak; g(P,z)={ /¢’ - P? (79)
0 P>cr

Iki ve ti¢ boyutlu durum arasindaki dikkat gekici fark (79)'dan gériiliir. Ug boyutta
7 zamam gegtikten sonra uyarimin etkisi kaynak noktas: merkezde olan R =cr
yancaph kitrede ok yogun olarak bulunur. Bu (72)'de meydana gelen & [(R /e)~ r]
fonksiyonunun avantajidir. Iki boyutta P < cr bolgesi {izerinden yayilan uyanci
kaynaga ¢ zaman etkisi gerekir. P = cr 'da tekillik vardir fakat bu ii¢ boyutlu durumda
o fonksiyonunun tekilligi ile karsilagtinldifinda ¢ok zayif kalir. Farkin agiklanmas: ti¢

boyutta kaynak hattinin incelenmesi ile goriilebilir. 7 zaman gectikten sonraki etki nokta
kaynagin kaynak hattim x-y diizleminin farkh bolgesinde bulunarak olugturur. Bu
P =cr dalga yiizeyinde tammlanan kanigiklik ile silindiriksel dalga kabugu itici hat
kaynak gbnderimiyle sonucu ¢ikartilir. Bu canlandirma ii¢ ya da bir boyutlu
problemlerde kargilagiimaz , iki boyutlu problemlerin karakteristik 6zelligi olarak
goriliir.

Tek Boyutlu Céziimler

(x-x"),yada (y~)',z-z") 'ne bagl olan Green fonksiyonuna uygun ti¢ boyutlu
kaynak agilimi birbigim (homojen) yayilan nokta kaynak (ya da esdeger hat-¢izgi
’kaynak) tizerinde diizlem kaynaktir. Oyle ki Green fonksiyonlan y ya da z'ye bagh

olmayan uzay varhifindaki problemler i¢in kullamghdir. Bu,x ve xq. sabit tutularak y.
tizerinden g(P,r) integrasyonu ile (79) ‘dan elde edilebilir. £ =x~x",7=y~y',0

zaman

g(&.7)= ZCI\/ZZ = sy =it = &2

82



7 lizerinden integrasyon 2c7 ’nin yerini alir,8yle ki;

g(&,7)=2cm [l -u (I—? - 1)] (80)

sekline gelir.

Bir boyutlu durum i¢in x4 noktasinda to zamamnda dagitilan uyaricimn etkisi
|x~x|=*c(t-1') noktasinda yogun olmaz fakat orta noktada x’ kaynak noktas: ile

2¢(t—1') uzuniugu bdlgesi boyunca varolur.

Baslangic Kosullan

Bu boliimde (72) , (79) ve (80) degisik ifadelerinin 6neminin daha iyi kavranmasi
saglamr, baslangic deger problemini tartigahm. v’ ve ' baglangic hiza ve yer
degistirmesi , uzayda her noktada bilinsin , bir kaynak gosterilmeden t zamamnda yer
degistirme ve mz ¢=0 oldugunda ne olur ?, bu soruya cevap arayacagiz.Bu problemin

¢6ziimi (69) formundan elde edilebilir,

w(r.t)= ! fav {g,,zov'(x')-(%lzo y' (x')} (81)

4zc?

Integrasyon agihm uzaym hepsi tizerindendir.[ sonsuzda kaybolan (69)’da yiizey

integrali farz edilir.] , (81)'in degerlendirilmesinin kolay ve sonucun yorumunun dogru

yapildig: yerde tek boyutlu durumu g6z 6niine alalim.Bir boyut i¢in (54) su hale gelir;
1 og
,t — = &' ) ’ r = L4 ’
v e ()-(2) i)

burada g denklem (80) ile verilir. g,_, ve (—g;g;) sirastyla 2cz {1 —u[(lcfl/ c) —t]} ve
=0

-2c76 {[(|]/¢) -1} degerine sahiptir,burada |¢|=|x~ x| dir. integrasyon asapidaki

ifade ile kolaylikla yerine getirilebilir.

w(x,1)= %{%’T V(x)ax' +yp' (x+et)+ w'(x—ct)} (82)

x-cl
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Bu , tek boyutta baslangi¢ probleminin d'Alembert ¢6ziim ailesidir. Kendi
diferansiyel denkleminden direkt olarak elde edilebilir.

(82)'den goriiliir ki; eger sicimden s6z ediyorsak hiz olmadan baslangi¢ yerini
verir,hemen hemen aym iki dalga birbirine ¢arpip kirilirsa pozitif x ve negatif x

yoniinde hareket ederler.t=0'da iki dalganin toplami ¥’ baslangi¢ yerini alincaya kadar
eklenirBu.agagida sekil VII’de resmedilmigtir.Her dalgamn arkasindan s6nen iz
olmadigina dikkat edelim.iki boyutlu problemler i¢in iz geliserek bulunur.iki boyutta
baslangi¢ problemi (81) ile ¢6ziiliir. Burada gézlenen noktada orijin yeri uygundur.

O zaman;

O
% (0,1‘) = 4’:02 { g,.gov'(a') —(_6%) . l//'(O")} (83)

burada g denklem (79) ile verilir. Tanitilan polar koordinatlar ve —Z% = —(%tg-) gozlenir,

0 Zaman,

v(00)=5— {fdﬂ'dp\/——— [ij \/_—H}(m

ol
— ————=-
e AN
g NS
\\_,

Sekil-VII-Bir darbe ile titresen sicimin hareketi.Siki hat birbirini izleyen zamanlarda sicimin
seklini verir ve parcalarinin toplami olan sicimin .iki dalga pargasinin kars: yonlerde ilerlemesinin geklini

vererek hatti noktalar.

84



Bu (84) denklemi , gbzlenen noktada ct yanigaph dairesi iginde ¢ ve aal/t/ 'nin

orjinal degerlerine bagl bir noktada i 'nin degerini gosterir.
Tek boyutlu durumun tartigmasinda v' =0 baglangi¢ kosulu dikkate alinir. Ayrica

y'(0") = 6{c" - o) olsun; baglangi hareketi o noktasinda uyaricinin dagilum

olsun.O zaman ;

1 0 1
p’dp'é‘(a -o') {22 2] ;p<ct
w(0,t)= oy cat{-“ 6[ 't' —=|={2zcot| ' - p
0 p>ct

sonucu bulunur. Birlegtirilir ve diferansiyellenirse sonug;

u(et - p)]___ﬂ_l_ _ ctu(ct - p) 5(ct p)
27 (

'//(0 )-272'0 afl:\/c 22 _ 2 e ) \ﬁ'”t'

Bu sonugla ct= p oluncaya dek orjindeki igaret sifirdir.Bu zamanda (yukaridaki

ifadenin ikinci teriminden dolay1 Juyar orjine ulagir.Bu, 1/ c*f* zamam ile azalan
¢t >> p igin, ilk terim ile betimlenen nabzin arkasindaki iz ile gosterilir.Zit olarak bu ,

tek boyutlu durumda x' ’deki benzer nabiz igin elde edilen sonugtur.Isaret lx - x'] /e

zamaninda x noktasina ulagir.Bu, —;— tarafindan olugan genlikte azalma i¢in orijinal

isaret haricinde digerinin aymsi olur:iz olmaz.Sekil VIII'de iki boyut ile tek boyut
arasindaki fark resmedilir.

Izin gériiniist iki boyutta birbigim (homojen ) iletilerek agilimin karakteristik
dzelligidir.Ug boyutta bir boyuta ek olarak nabzin sekli baslangig pozisyonundan
aciliminda degismez.Bu. denklem (82) ile verilen ii¢ boyut i¢in Green fonksiyonunun

formunun sonucudur.Izin olusumunu & fonksiyonu engeller.Bu, sekilde nabzin
degismemesini garanti edemez.Tek boyutlu problemlerde nabzin gekli verilenin
baslangi¢c kurulumunun yerini almast ile korunmustur.Ug boyutta tersi dogrudur.Nabzin
sekli baglangigta sifinn yerini alan ve verilen hizda siirdiiriiliir.(82) ve (84) ‘iin benzeri
ile tiiretildigini gorebiliriz. (81)'in i¢ine i¢ boyutlu Green fonksiyonu yerlestirilir ve

gbzlem noktas: orijine alinir .
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v (0.7) =;1-7:—c; [ae jdr'[r'5(-z—'—t)v'(r')—r'é"(%'—-t)z//'(r'):]

burada d Q' kat1 agadur.

Sekil -VIII;ince zar ve sicimin davraniian arasindaki mukayese gosterilmigtir.1k taslakta baglangig sekli
ardil dakika sonrasinda bir alt gekle dontsiir.Ince zann bir geyregi dilimlenmis olarak gosterilmistir ve
dalga cephesinde baglangigta keskin olan iz gosterilir.

Merkezi gozlem noktas: olan ct yangaph kiirenin yiizeyinde sunulan baglangig

kosullarinda orijinini t zamaninda g6zlem noktasinda olusan etkiler agiklanir. '
iizerinden integrasyon yerine getirilebilir. y'(r")=y'(r',6',¢") kiiresel yiizeyinde
@'.¢' koordinatlaninda y' ve v' 'ne bagh olarak yazilir.Ilk integral § fonksiyonunun
ozelligi kullanilarak degerlendirilir ve [czrv'(ct,e', qo')] ifadesini elde ederiz.

Ikinci terimin degerlendirilmesinde &’'niin asagida belirtilen 6zellikleri
kullanilarak bir ya da daha ¢ok kisim integre edilebilir.

176w @ -a=-r ()

i o' (e8¢
Ikinei terim —c~ ( [ d (ar ki )]J’dir.Sonu(; olarak su elde edilir;

86



w(o,:):f; IdQ'{tv’(ct,O’,{p')+§t-[ty/'(ci,€',¢')]} (85)

v'’de y°’ ye direkt bagiml ve y’ de ortaya ¢ikan tiirevi uyum
icerisindedir.(85) denklemi bilinen Poisson ¢dziimiidiir.

Huygen's Prensibi

Sonsuz bolgeler icin Green fonksiyonu Huygen's prensibinin matematiksel ifadesi
ile elde edilir.Huygen's prensibinin goriintiisiiniin temel noktasindan ¢ iz ile kaynak
noktadan yayilan , hareket eden kiiresel dalga, ,hareket eden dalgamin &n yiiziinde her
nokta gergek olarak kabul edilir.Biraz zaman gegctikten sonraki verilen noktadaki alan
kaynak noktasimn hepsinin alaninin toplamidir;her nokta bir sonraki dalga yliziini
gOsterir.Bu prensibin elde edilmesi igin genel (69) denklemine ddnelim ve kaynak

olmadan konumu inceleyelim (q=0 S yiizeyinin i¢indedir) ve ek olarak y *nin ve -a-atz

'nin baglangi¢ degerleri sifirdir.Denklem (69)'da hacim integrali goriiliir , Syle ki sol
taraf;

w(r.t)= ;l;jdt’cde'.{[a("‘: R /C)JV'V/ _W,[J(t'—tk-i- R /c)]}

Burada denklem (69)'un sol tarafi icine denklem (72) konulur. ¢’ tizerinden
integral alinir, bu , ilk terim igin zor degildir;

1 R)V 1 R
— S| —t+= WV L)dt' =] — |V’ g
OI(R) ( ¢ v (o) (RJ W(r C)

Ikinci terim& ve &' nedeniyle biraz daha zordur.

o~ 6(1’—1+£) ros 5(;"—-t+£)
c (4
W=~ = | —————L V'R’
oj R oj‘”aR R

~ . ' R R (, R ,
= (;"y/(r N1 )(R/R3)[~6(f —t+-gj+-;5 (f ‘l+?)}t
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=—(R/ R3){y/(r',t —-?)-!-g[gi—,vl (r',t')]m x }

Sonug olarak bir S yiizeyi icinde t zamaminda r noktasinda potansiyel kaynak
icermez ve igerdeki gecersiz baslangig degerleri S yiizeyinin integrali ile biitiiniiyle

verilir;
.,,(r,t)=-f;cfds'-[(%JV'w(r',t’)+(-§)W (""')‘(;%)%”’("’t')],=,{z]

(86)

Eger S’ yiizeyinin bir kism bir dalga yiizii ileride y 'nin sifir oldugu yerde ya da

sonsuzda hareketsizse,(r,t) 'de 7 alamna 6nceki t-(R/c) zamaninda dalga yiiziinde y
alaninin neden oldugunu sdyleriz.Bir bagka noktadan goriiniim geg kalmg (rStarh)
zamanin 6n yiiz alaninda dalga yiiz{iniin etkisi dalga yiiziinde yiizey {izerinden kaynagin

dagihmina egdegerdir : dalga yiizeyine normal y 'nin gradyentiyle orantili siradan yiik

dolum yiizeyi iki tabaka i 'ye orantilt ve tek bir levha yiizeyinde  'nin degisim
orammn zamana orantist yiizeyden ileriye dogru en siddetli olur, fakat uzaktaki damlalar
dagihm dogrultusu ve yiizey normali arasindaki aginin kosiniistine orantihdir.

Bu durumda y,Vy ve —a-aT 'nin tam degeri tam olarak bilinmeyen dalga
yiiziidiir Fakat ¢ogu durumda ilgi ¢eken bu nicelikler yaklagik olarak bilinir,5yle ki

denklem (84) ge¢ kalms zamanda  'nin yaklagik degeri hesaplanarak kullamilmsg

olabilir,
Sonlu bdlgede simirlar
Belirli sinir kosullarimi salamak zorunda olan Green fonksiyonu {izerine ortaya

¢ikan simrlarm etkisine dénelim.Bu durumda iki metot vardir; bunlar 6z fonksiyonlar
metodu ve imaj metodudur.llk dnce sonsuz alan i¢in Green fonksiyonundan
yararlanarak imaj metodunu tartistik. Tekil olarak itici glic zamamnda kaynak noktas:
olusturularak baglanilir,dyle ki genel olarak;

5(f'-1-(R/c))

G(r,tlr',t') = +F(r,t I" 1)
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burada F agagida tartisilan bélgede tekil olan homojen dalga denkleminin
¢Oziimiidiir. Burada bagka bir 6rnek kullanilir.

Sekil IX 'da kaynak Q'dadir ; bu ., ¢’ *de baslanmistir.Sonlu kat1 diizlem
x=0'dadir.Diizlemde sirur kosullarim saglayan ayn: ¢ zamaninda Q'nun imaj1 I imaj
nabzi baslanir. x=0'da dogru iptal elde edilir.bunlarin etkilerine su eklenmelidir;
s(r'-t+(R/c)) . s(¢~t+(R'/c))

R R

G(r,t'r',t') =

X\\\\\\x'

—

Mjin

LSS V- U

Sekil IX-Q 'da uyarict kaynak dalgasinin I'daki imaji

Her t zaman icin (%qu kolaylikla sifir verir.ikinci terimin etkisi uygun

x=0

zamanda x=0'da meydana gelen yansimay verir.Bu . sadece alinan yerdeki yansima ve
gerekli sonsuz alan i¢in Green fonksiyonuna ek olan terimdir.Dalga denklemi
durumunda bu, belirli olarak imajin yeri degildir takat baglamis imaj nabzinda zaman
t”ne dikkat edilir.Biitiin imajlarin kaynak nabzinn aym ¢ zamaminda bagladiginda bu
problemler kolay ¢6ziime sahip olur.

Ozfonksiyona agiimlar

Helmhotz denklemi i¢in Green fonksiyonu sekillendi. G, (r,r")e™ ifadesi »''de
konumlanmig harmonik kaynak noktasi ile dalga denkleminin ¢dziimiidiir.w=kc i¢in ,

V2 [er’"("") ] —%Q;[er”('"")] =415 (r—r')e™")

c ot

bulunur.
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Denklem (66)’a uygun uzayda bir noktada nabiz i¢in uygun Green fonksiyonunun
elde edilmesi harmonik ¢6ziimlerin tam anlamiyla superpozesidir.Delta fonksiyonunun

integral tammu ¢aligtinlarak

5(t—t') =2L” Ie-iw(:~z’)dw

~0

sonucu bulunur.Lineer olarak asagida verilecek (86) denklemi ile Helmholtz denklemi

¢Oziimii iligkisi nabiz i¢in Green fonksiyonu ¢dziimiinii olusturur.

G(r.tlr,¢)= 51; TG(r I [)e="aw (86)

burada w=kc ve G(rlr'|k) =G, (r|r') degerindedir.Bu,Gy ile saglanan sinir kogullarmin
saglandid1 bir y, ¢6ziimi igin skalar Helmholtz denkleminin 6z degerlerinin k, oldugu

yerde k=k, tekilligine haiz Gy sonlu bdlgesi i¢in adlandinlabilir.

Daha agik olarak eger y, normalize edilmigse G, = 4= Z%ﬂ

sonucu bulunur.
Bu integrasyon (70) w (ya da k)'nin reel ekseni boyunca olugamaz fakat tekillikten

kurtulmalidir.Segilen kontor daha dnce tartistigimiz neden -sonug varsayimini dikte

etmistir.(70) integrali iginde G ‘nin dagilim olusumunu gérelim;

—iw(t-t")

G(r,tlr',t') = ZCZZW,, (v, (r)—-e—-z—‘—zdw; w, =ck,
- wi-w

Kontor ¢ <¢' oldugunda G, (r,tlr',t’)’—‘O seklinde secilmelidir.Kontorun yaklagik
gosterimi gekil X’daki gibidir. Yukarida ve reel eksene paraleldir. ¢ > ¢’ oldugunda
kontor integralin disarida degisen degeri ile (—> ) yan daire ile alt yarim diizlemde

kapal1 olabilir. ¢ <¢’ oldugunda kontor,iist yan diizlemde yari dairede kapali olabilir.

—2-£sin [w,, (t - t’)] ¢ikarimi Cauchy integral formiilii ¢alistirilabilir.
w

n
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w dizlemi

C
kontmii
L. .
rd rd
wn *Wn

Sekil X (86) denkleminin integrali icin kontor.

Bu nedenler <¢' igin integralin degeri sifirdir.Ust yan diizlemde kutup yoktur.

ceapr=ane £ )7, () @)

"

burada u(f—¢').t>¢" igin birim olarak esit ve ¢ <¢' igin birim fonksiyonu kaybolur.
(87) calistirilarak (67)'y1 veren sinur baslangi¢ degerin net degerlendirilmesi elde
edilebilir.(69) ayrisiminda her iki terimde incelenebilir.Ilk terim y, hacim boyunca

yayilmis kaynagin etkisini verir.

I '.,P ’ L/ r o [
v, =Z;Jdt [avG(r.tlr' .t )a(r.r)
=Y. [at [av'sin[w, (t-0) 7 (v, (r)a (')
" 70

=g,(r.t)=w,(r)e™

olsun. O zaman ;

2 n r ’t " ! ? rogr [
¥, =—c'Im{Zf——§v——) Idt jqu(r,t )¢, (r't )} (88)
n n 0
olur. (88)'de integral ¢arpantyla orantili n. modun uyarilig genligi gériiliir.Uyarilms

genlik g'nun uzaya bagli oldugunda biiyiik , eger kapali ¢™ zamana bagli ise
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beklentiler saglanir. Tam rezonans durumunda q= ¢ y, zaman ile lineer olarak

azalir ve titresim daha uzun olmaz.
Denklem (67)'de ikinci terim siirda dafilmis kaynagin etkisini verir.Sonuglar

birinci terimden elde edilir. Ugiincii terim baglangi¢ kosullarim tatmin eder.Bize
(6G/at'),_, ve G,., olusumu gereklidir.

¢

G(r,t|r',0) = 4nc” Ziif—fv&t—)u(f) v (r)w(r) (89

[%G(r,t[r',t')}

= —4zc’ ; cos(w,t)u ()@, (r)w () (90

fo=0

burada [sin(w,,t/ w, )] 5(¢)=0 konumlanmigtir. (67)'de Giglincii terimde y/;, su hale

gelir;

W, = Z{ ir:vw,,t u(y,(r) Iy7n () (r)av' +coswap, (r) j' v, (r)y/’(r’)dV'}

n | Wa

o1

w,(t= 0),;1/’,(%) =v' oldugu onaylandi.Bu, Green fonksiyonunun ara

=0

ortam boyunca olmadan direkt olarak denklem (91)'den elde edildigini gdsterir.
Dairesel Zarin Siireksiz Hareketi

Bir 6rek , zamana bagl: problem igin elde edilen bir sonucun bu noktada gdsterim

tarzina yararh olacaktir. Birim alan bagina o kiitlesinin ve T geriliminin altinda a
yarigaph dairesel bir zar merkezinde kii¢iik bolgede baslangigtaki yerinden ¢ikariimasim

verir.Zarn kenarlan sabittir, Syle ki sinir kogullar r=a'da y(r)=0" dur. Bir &
fonksiyonu ile baglangi¢ kogullar tanimlamr;
w'(r)=45(r);v(r)=0 (92)
Burada A sabitir.(91) , (92)'nin iginde tanimlamr , baslangi¢ deger probleminin ¢dzlimii
v (1) = 43 cos(w,t )y, (r) 7. (0) (93)

Aynica y,(r) 6z fonksiyonu elde edilir.Sonlu ve r<a tekil degerli olan genel

¢6ziim ve (7,4) polar koordinatlarinda Helmholtz denklemi ayrisimi g6z 6niine alinir,
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etm¢ J

m

(kr) terimlerinin toplamidir.burada J,, m.dereceden birinci cins Bessel
fonksiyonudur.r=a 'da sinir kosuilarimin olusmas: gerekir.Bu . k'vi belirleyen denkleme
gotiirtir;

Jm(ka)=0 (94)
k'min degeri knp olan bu denklemi saglamali.m indisi Bessel fonksiyonunun derecesini

belirler, p (94)'tin pargaciksal kokiinii belirler.Bu gosterim Snerisi igin Ji, (ka)'mn

asimtotik formu ¢alistirilmasi yeterlidir.

J,, (ka)——= >‘, iacos[ka—znrlﬂJ
©

(*a) 7 /2 'nin tek say1 oldugu halde kosiniislii argiiman: sifir olur.

Bu durumda . J

m

1 1
K, 52(2m+1)ﬂ'+—2-(2p+1)72‘;

p tamsayidir.
(93) ifadesine d6nebiliriz.r=0,t=0'da bir uyarictya zarin yanitini ve i,

fonksiyonlari

w,=N_J (k r)ei"""

mp* m \ “mp

burada eksponansiyelin pargaciksal igareti ve (m.p) pargaciksal ¢ifti n ile birlestirilir.

Npp faktoril secilir yle ki ;

[7y.da=1

olmalidir , burada integrasyonun alaru zardir.(77) icin J,,, (0) gereklidir.O yiizden
J, (z) = 0(z"), oldugunda J,, (0) = &, oldugu goriilir.

Bu nedenle (93) toplami 0. dereceden Bessel fonksiyonlar tizerine toplama
indirgenir.(92) baslangi¢ nabzimn kiiresel simetrisinin gériiniimiinde agiya bagliligin

bulunmayis1 sasirtic: degildir.r pozisyonunda t zamaninda bu yanit séyle verilir;
w(r.t)= 4y cos(ky,ct W2, J, (ko r) (95)

(95) denklemi tam ve dogrudur.Zarin serbest radyal titresiminin

N,,cos (ko ,,et)Jo (ko ,,r) ile tamimlandigina dikkat edelim.Genel olarak kendi frekansi
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ile titresim modu .serbest titresimin siiper pozisyonu terimlerinde baslangictaki

uyaricitya yanit seklinde aciklanabilir. Ters olarak verilen frekansin kararli kuvveti

sistemin yanitidir.Bu durumda yanit . kuvvetin frekansi ile titresimin v, (r) 'in

siiperpozisyonu uzaya bagimlilik igerir ve kuvvetin frekansi aynidir.r=0 baslangi¢
noktasinda yamita donersek (95) su hale gelir:

w(0.1)= AZcos(kopct o
14
Yaklasik stfir degeri bulunur.

w(0,1) = AZCOSI:( 2P4+3J§fﬁ} Né,, (96)

a

Orjinal nabiz r=0'dan yayilir.Ilk incelemede bu t=2a/c oldugu zaman olusacak

seklinde diistinebilirdik .zaman zarin arkasina ve kenarina giden nabiz

i¢indirJ, =v2/ 7z cos(z —%7!’) 'in asimtotik davramsi goriilebilir,r =0'a r z a

bolgesinden gegilerek 7/4 degisim fazi olusur.Bu, iki boyutta agilimin karakteristik
dzelligidir Bir yada ii¢ boyuttun herhangi birinde faz degisikligi meydana gelir.

Bu fazin 6telenmesi nedeniyle uyari sonsuza gider ve 7z 'nin Gtelenme fazi olusur,

merkezden digan koselere gider.Bu nedenle ct=4a oldugunda olusabilir.Nabiz r=0'da

degisir.Bu y (0,4a)=-4)> N, ? icin (80)de yerine konularak saglanabilir.iki boyutta
p

bu olgu tekrar kuvvetlenerek olusur; Gi¢ boyutta olusmaz.t=2a/c zamaninda merkezde a
yarigapl kiirenin merkezinde uyarir.Son bir nokta ti¢ ya da bir boyut ile kargilagtirilan 2
boyutta dalga dagiliminda farkh elektrik arkinin baglamig oldugu gosterilir.Baglangic
uyanisindan sonra dogru zamaninda tam olarak tekrar gekillenir.iki boyutta bu, dalga
olusumu geligen iz nedeniyle olmaz.Bu ilerdeki 6rnekte goriilebilir.(96) denklemi

yaklasik olarak J, Bessel fonksiyonunun kéklerinin yaklagik degerleri igin sekillenir.
Eger kokiin degerleri ¢alistinlirsa her p igin tam olarak (kgpct) fazinda ct'nin degeri
olmadan bulunur.Bagka bir deyisle fazin baslangi¢ fazina dénmesiyle baglangig titresimi

i¢in ct'nin degeri olmaz.Bu serbest titresimler Tam olarak baglangi¢ konumu seklini alan
bigimde girigim yapmazlar.
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Skalar dalga denklemi i¢in Green fonksiyonunun olusumunun bagka bir 6rnegi
(72) ifadesi sonsuz Green fonksiyon uzay1 stiperpozisyon metodunun resmedilmesiyle

olusur.Bu durumda ;
G (r|r')=e*/ Rik =we
olur , 6yle ki;

o _ ___l___ “ i(kR-wr) ____l_ iy lw[(R/f:)—r]
g(R7)=5 fe dw—zﬂR—ie dw

seklini alir.Azalan r zamaninda olusan kaynaktan tiireyen dalga ™ /R wtile kR

faktorii arasindaki baginti dikkatle segilir.
Denklem (96) , g(R,7)=5[(R/c)-7]/R ifadesi ile elde edilir.

Klein -Gordon Denklemi

Zamana bagh Klein Gordon denklemi i¢in Green fonksiyonu su denklemi saglar;

vi6-22C G- ans(t-r)s(r-r) 97)
=

Klein-Gordon denklemi i¢in Green fonksiyonu , skalar dalga denklemi i¢in Green
fonksiyonu ile benzer yolla galigtirnilabilir.Ornek igin . (67) karsililik kosulu ve genel
(69) genel ¢oziimii uygulanr.ikisi arasinda 6nemli fiziksel fark vardir Bu sonsuz alan

i¢in Klein Gordon denklemi Green fonksiyonu incelenerek en iyi bicimde resmedilir ,

bu , (72) denklemine benzer olarak resmedilir. g(r,tlr',t') fonksiyonu & (t - t’) ile

—lw(l-l')

verilen bir uyaricidan ziyade e zamana bagh harmonik i¢in elde edilen ¢6ziimiin

stiperpozisyonu ile elde edilir.Gerekli siiperpozisyon denklem (89) ile verilir.Coziim

g(R/NW —c*k?) ile verilir, burada .

(:V2 +’(w/c)2 —lcz]g[R’* [w? —(c;c)2 } =476 (r-r')

sonucu bulunur.Bu denklemin ¢6ziimii ;

exp[i\’(w/ ) -« R]

g=— - s R=|r—r] (98)
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H{w/cIR

w/c >>« limitinde denklem (98) g =¢ /R haline gelir.

w/ ¢ << k durumunda g ——>¢™* /R uzaya bagl. karakteristik “s6nmiis" olarak

(wic)e<n
verilir.Bu dagitimla ilgili degildir.Tek boyuttan mekaniksel benzer olarak elastik

ortamda sicim iyice yerlestirilmis ortamin kati(sert) olmamasimn sonucunda gériiliir.

w liizlemi
C
kontprii
hY Y
F4 rd
W, W T
il haru

Sekil XI:R>ct igin , denklem (101)'in integrali i¢in kontor.

(86) ¢alistirtlarak bir sonsuz ortam igin uygun (97)'nin ¢éziimii yazilabilir.
Z;R -;[expi[,/(w/ ) -*R- wt]dw (99)

burada 7 =r—¢' dir.g fonksiyonunun R'nin ve 7 'nun fonksiyonu olmas: bekienir.

glr e, f)=

Integrasyonun yolunu belirlemeliyiz.h(R., 7 ) fonksiyonu seri sorulari igin birlesir 5yle

ki;

oh(R.T .,
gR )=Rg(r,t|r ,t) (100)
HR.T) = 1 expi[R-wt]Jw (101)

2mi \/(w/c)z —i
seklinde bulunur.Integrant w = +cx 'da dallanma noktasina haizdir.Integrasyon yolunun

bagintisi , neden- sonug kogulu ile dallanma noktasini belirler.Sekil XI'de secilen yol ile
dallanma hatt1 gosterilmistir.llk olarak R>c7 ise h=0 bu durum igin neden- sonug

varsayimu gerekir.w biiyiikliigiiniin limitinde iw[(R/c)- 7 J=|(R/c)- 7|, (101) agilimina
yaklasir.Integrasyon yolu integralin degeri degismeden w diizleminin distiinde kapali

haldedir.Bu yiizden integral iist diizlemde tekillige sahip degildir.integral sifirdir.
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w clziem!

W=ER W=ty

dal glxgist

Sekil-XII:R<ct igin (101) denkleminin integrali i¢in kontor.

R<cr durumu i¢in h incelenir.Kontor sekil XII'de gosterilir. Yeni bir 3 degiskeni

insa edilir.

Nis —(R/c)z

ve w=ckcoshx olsun.Bu nedenle;

,/rz —(R/c)2

cosh 8

T =

i
—r-n
=

c 2
hWR,7)=— exp| —ix
(R.7) 27ti3j p[ l

Zg—ion
5

cosh (x - .9)}&

Sonug olarak (x~9)=i¢ olsun ; o zaman

,/72 —(R/(:)2

1
—n

) I exp [—iirc
3

—=in
5

h(R,7) = ;"';

cosf]ak dé

Bu, sifirinci dereceden Bessel fonksiyonunun integral tanimudir.

h(R,7)=—cJ, [Kc,/rz -(R/¢e) ];R <cr

Bu, ¢ 7 <R i¢in ifade ile kombine edilir.

W(R,t)=—cJ, l:lcc,/z'2 ~(R/c) :]u[z' -(R/¢)]
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g Green fonksiyonu .

gR)=L _ ‘5(";1%)) Jo[xc,/i:—(R/u):]——Tz—\/__l(%——/:)-_:—J, [Kc,/rz—(R/c):]zz[r—(R/c)]

ROR

ya da

6(:—(R/C))_ K T e (R 3
R NERTIE J{ Vo =(R/ )} [r-(R/c)](102)

seklini alir. « — 0 limitinde gézleriz,g(R, 7 ) skalar denklemi i¢in Green fonksiyonuna

g(R,7)=

indirgenir.Pozisyondan R mesafesinde, uyaricinin etkisi ve R>c 7 oluncaya kadar

zamaninda kaybolur. R g6zlem noktasina erisilecek yeterli zamana haiz olmayan uyarici

tarafindan dalga baslar.R=c 7 'da orjinal nabza ulasilir.genlik azalir.bu 1/R geometrik

faktor ile olmalidir.
Bu,(96)'da 2. terim ile verilen iz tarafindan takip edilir.Bu iz biiyiik zaman degeri

3
igin [12 -(R/c)l] * faktdril ile genligi diigiirir.w'nin bir fonksiyonu ofan Klein-

Gordon denklemini saglayan bir diizlem dalganin faz hizi ile bu olgu anlasilabilir.

o<

w w
V= ————— yada — = ————
,f(w/c)' -x’ \/wz —(xe)

Diizlem dalgalarin baslangi¢ faziyla ayni fazda gézlem noktasina ulagsamamasi
sasirtict degildir.Esdeger olarak Klein -Gordon denkleminin mekaniksel anlamindan

tamim elde edilebilir.
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II-4-DIFUZYON ICIN GREEN FONKSIYONU
Difiizyon denklemi skalar dalga denkleminden farkli niceliktedir ve tabi ki Green
fonksiyonu ile bu farkliliklar sergilenecektir.En 6nemli nicelik , zamana bagh difiizyon

denkleminin asimetri olusudur.

Omegin eger w (r,t) , skalar dalga denkleminin bir ¢6zlimii ise y (r,-t) de

¢oziimdiir.Eger v (r.t)

76(,”
Vi =a*| = 103
wa(&) (103)

difiizyon denkleminin bir ¢6ziimii olursa , i (r,-t) fonksiyonu bir ¢6ziim olmazsa ; bu,
Vi (r,~t)=-a’ %? seklinde farkli bir denklemin ¢éziimiidiir.

Bu denklemler zamana yonlendirilmis olarak tasimrlar ; 6rnegin , bu , gegmis ile
gelecek arasinda farklilik gosterir..Skalar dalga denklemi ve ihtiyag duyulan
denklemlerin hepsi mikroskobik bir durumda disiiniildiigiinde zamanda simetriktir.
Diflizyon denkleminin zamanda yonlenmesi , bazi pargalarin olusturdugu grubun bazi
dzelliklerinin davranisini gésteren yayilma alam faktoriiniin sonucudur.Bu sonug
termodinamigin teoremlerinden ¢ikartilabilir.Zaman ilerledik¢e entropi azalir,
gecmisteki entropiden daha kiigtiktiir.

Neden Sonu¢ ve Karpthhk

Skalar dalga durumunda homojen simir kosullarini ve neden sonug kogullarim
saglayan Green fonksiyonunun terimlerinde baslangi¢ degeri ve cesitli homojen
olmayan denklem ¢6z{imii miimkiindiir:

G(r,t|r',t')=0 efer <1 ise (104)

Denklem kaynak noktasim igeren G ile saglanir:
V3G -a? (%i} =—4z5(r-r')5(t-t) (105)

(105)'in anlamim agiklasak ; bir ortamn sicakhifis G olsun.O yiizden bir ¢’
zamaninda ' 'de birim sicaklik igeren bir kaynak noktas: olsun.G ortamin diger noktas:
icin gelecek zamandaki isty1 verir ve baslangi¢ pozisyonunda uzakta yayilan 1s1 ile
tanimlanur.
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G fonksiyonu karsihlik kogulunu saglar ,burada skalar dalga denklemindeki gibi
ters dSnen zaman , neden sonugsallik ile gereken (104) ardigik zamanin avantaj ile
icerilir. Bunu gdyle gosteririz;

G(rt'|r.t)=G(r',—t'|r,—t) (106)

G (r’, ~t' lr, —t) fonksiyonu -t zamaninda r ortamu igine inga edilen 1s1 kaynaginin
-t' zamamnda r’’ deki etkisini verir. #' <t oldugundan ardigik zaman geregi gibi
diizenlenir.Bagka bir yorum

G(r,~t|r',~t')=G(r.t|r'.¢') (107)
bagintis: ile é(r,tlr’,t') adjoint fonksiyon incelendigi takdirde elde edilir.

G ters donmii zamam saglar .

V3G -a® [%—(t;—) =475 (r—r’)é(t-1)

(104) kosulu eger t>1' ise G(r, t Ir', t') =0 ile yer degistirir.Bagka bir agiklamayla

G , t' zamaninda r''de konumlanmug kaynagin zamaninda baglangica yonelmis
gelismeyi verir. Kargililik kosulu ;

G(rtlr.r)=G(r.t|r1) (108)
bhalini alir.G fonksiyonu azalan zamanda gelismeyi tammlar , son a¢ilima baslangig
kaynagindan gotiiriliir.G fonksiyonu ters zamanda aym olugumu tammlar , sonug
agilimi ile baglanmig,baslangi¢ kaynag: zamamnda geriye yonelir.Fonksiyonlarin sorusu
ve adjointleri daha sonra tartigilacaktir.

(106) ya da (108)'in kamit1 gelecek boliimde belirtilir.Iki denklem incelenir ;

VG (r,t |r’,t') -a gt-G (r,t Ir', t') =—475(r-r)o(t-t)
VG (r,~tr,—t,)+a’ %G("s"'l'b"l )=—475(r-n)8(t-1)
G(r,-t] r; ~t;) ile bunlann ilki ¢arpilir ve ikincisi ile G(r,tlr', t’) carpilip ¢ikartlir,

ve —o’dan ¢'* 'ya t lizerinden ilgilendigimiz b&lgede integre edilir.Green teoremi
kullambir,
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- b , r O
—g f‘”’ !{G(,,_t I ,—tl)-é;[G(r,t[r )]+ Grtr,t )E;[G(r,—t |r,,—¢,)]}dt

= 4z[ Gt |t - GOt 1) |
G ile saglanan homojen sinir kogullarinin avantaji ile integralin ilk kisrm kaybolur.

Ikincisinden integrasyon zamam yerine getirilebilir.
[6(r,~tlr,-1)G ()]
(104) nedeniyle ikincinin alt limitiyle iki faktor kaybolur.Ust limitte (104)

nedeniyle ilk faktor kaybolur,ve integrasyonun bdlgesi igindeki t; 'in hepsinde
varsayilarak tanmnir. Karsililik kosulu derhal belirtilir. ¢ 'nin fonksiyonu olan G ve G ile
saglanan denklemler elde edilir.(108) 'den 6rnek i¢in ,

V’2G+a2%=-47:5(r—r')5(t—t')

~

VZG—aZ%f;;-=—47t5(r—r’)5(t—t') (109)

sonucu bulunur.
Homojen Olmayan Smir Kosullan
G'nin terimlerinde verilen baslangi¢ kosullan ve homojen olmayan baglangig
kosullan ile homojen olmayan diflizyon denkleminin ¢6zmiini elde edecegiz.Denklem
¢0Oziilmiis olarak;

Vi -a (%/,) =—4np(r',t') (110)

durumdadur, burada p kaynak fonksiyonu , zaman ve uzaym fonksiyonu olarak
bilinir.G ile bu fonksiyonu garpalim ve (109) denklemleri ile i 'yi ¢arpip iki denklemi

birbirinden ¢ikaralim ; 0'dan t"'ya zaman fizerinden integral alalim;

o Erl 2 27 2 Lo four . (OG 3
ojdz [ar[v9?G-Gv*]+a* [av !dt [‘”(‘a’i’)w(%n
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= 47z"fdt' [@V'pG-4my (r.1)

Bu integrallerin birincisine Green teoremini uygulayahim.fkinci durumda zamana

bagli integrasyon yerine getirilebilir . G(r,tlr', t* )=0'a dikkat edilir.Sonug olarak ;
w(rt)= jdt [av'o(r t)+ jdt [ds"-[GV'y -yV'G]+a® [aV'[yG], , (111)

G, y ile saglanan simr kosullarina uygun homojen smr kosullarim saglayacak

sekilde segilir.Omek igin eger 7 homojen ya da homojen olmayan Dirichlet simr
kosullarmt saglarsa ,G homojen Dirichlet kosulunu saglayacak sekilde segilir.(111)'in ilk

iki terimi sinir kosullan ve kaynak hacminin etkisiyle tamimlianir,i¢iincii terim y 'nin

oy, .

y' baslangi¢ degerinin etkisini icerir. Eger — Py nin baslangic degeri verilmis olursa

tarafindan saglanandan ziyade %vti tarafindan saglanan denklem incelenmelidir.v=
oy X .
ry olsun.(110)’dan sunu elde ederiz;

Viy-gt & o 4P
ot ot

(110)'a benzer formda bir denklem ve benzer analizler uygulanabilir.Sonugta
baslangi¢ kosulunun her tipi (111) tarz ile tartigilabilir.

Sonsuz Alan Igin Green fonksiyonu

Bu durum i¢in Green fonksiyonunun belirli dmeklerini olusturacagiz. Sonsuz ortam
igin ilk oncelikle g(R,7),R=|r—r'|,z =t -t Green fonksiyonu tartisilir.Bir,iki ya da
{i¢ boyutta eszamanl ifadeler tiiretilebilir.g , bir,iki ya da ti¢ boyutlu Fourier integrali
olsun;

(Rt)"( ) I”y(p,t)de

buradan, 1,2 ya da 3 tiir,boyutun numarasina baghdir,aym sekilde 4V, integrasyon
degiskeninin boyuta baghdir.O yiizden ;

Vg - a(‘gj) 271[ IM[N’ a(?;)]d\/p
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ve

5(R)=

j rrqy,

(’)

olur.Sonugta y i¢in bir denklem elde ederiz ,

a’ (%)+p2y =475(r)

ile ¢bziim y = (47r/a ) ( )

olur , burada gereken neden sonug iligkisi ile uygun ¢6ziim segilir. Bu yiizden

Ju(T)J‘ /p-R -(P /a Vpg

yada g(R,7)= ( ( ) }u(r){ I "’Re_(”:"”‘)rdpx]...

sonucunu buluruz.
Integralde , eksponansiyel tekrar diizenlenerek,olusan her terimin degerlendirilmesi

imkam ile degisir.ilk terimde

. P’ pNT iR ) 7, (IR
ip. R~ [a)r—[a 2\/—) =& [41]

Bu nedenle integral s6yle yazilabilir;

J‘e ( /a‘)—(u R,/4;r)d :,f =p. - la'Rx
27

-

ve bu denklem degiskenlerinin tahsis edilen degisimi ile

e—(a’kﬁ/h) ]‘e—(r.:’/al)df - aJ_;—e—(azkﬁMr)
- T

sonucu bulunur.

g icin ifadenin i¢ine bu sonug yerlegtirilir ve su elde edilir

4z a 3 —(azkglltr)
i R,T =—l—F=] € U\ 112
g(R,7)== ( > JE] (z) (112)
n'in her degeri i¢in uygun olan integrali g fonksiyonu saglar;
Je (R, z')dV~—— >0 (113)
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Bu denklem 1s1 enerjisinin korunmasinin ifadesidirt’ zamamnda ve r’’de 1sinin

kaynagi buluriur.Ortam digina 1s1 yayilir , fakat toplam 1s1 enerjisi degismez. g(R, r)

fonksiyonu 7 'nun birkag degeri i¢in n=1 tek boyutta sekil XVII 'de isaretlenmistir.

SekilXVII- Farkli t zamani igin x'in fonksiyonu x=0,t=0'da elde edilen birim kaynak igin tek boyutta
difizyon denklemi i¢in Green fonksiyonu

Azalan 7 ile azalan egimin genisliginin R=0'da maksimum ani egime sahip

olduguna dikkat edilir.Genisligin 6l¢iist (41 / al) degerindedir. 7 = 0 'da genislik sifir
olur,bu yiizden 1s1 R=O'da hepsi yogunlagtiriimis halde eklenmis.Bu nedenle(113)
bagintisi elde edilir, § fonksiyonunun bir 6rnegi ¢aligtinlarak

g(R,7) ‘—HT’(“” /d )5 (R) oldugu goriilir. = sifirdan degisir,sicaklik her yerde
degisir, R < (41' /d ) icin R=0 yaninda en gii¢lii sekilde olugur.Daha sonra varolan

dagilimin sonlu hizi i¢in atalet durumu incelenir.(111)'in (112) i¢ine inga edersek Green
fonksiyonu ve baglangi¢ degeri, kaynak dagilimi ve sinir kosullarinin terimlerinde

7 (r,t) verilir.Baslangic deger problemi incelenir. p sifir olsun ve ilgilenilen hacim

sonlu alan olsun,8yle ki ; G'nin ikinci terimi ve titrevi sifirdir.O zaman;

104



a ¢
w(r.t) =0 IdV w'(r)g(R.1) (114)
olur.Tek boyutta, bu azalis,
W(x,t)___ J' —d (\‘-\') 141 r( )‘hr (115)

(114) denklemi baslangi¢ kaynak yogunlugunun terimlerinde kolaylikla yorumlanir.
t' =0 'da tek boyutlu durum igin y'(x")dx’ 'a esit 1simn miktarin uzay elemam
verir.Sonraki zamanda bu kaynagn etkisi x’'den uzakta 1s1 dagilim tanimindan

(a/ N )e":(”'f”' fonksiyonu ile ¢arpilarak verilir.x'de & sonucu farkh x''de

kaynagin x'de etkisinin lineer siiperpozisyonu ile elde edilir.

Sonlu Smrlar

Sinurly alaniar i¢in G 6zfonksiyonlarin metodu ile yada imaj metodu ile elde
edilebilir. imaj metodu , skalar Helmholtz denklemi i¢in tammlanmistir x=0'da baglayan

ve x =00 ’ayayilan yarisonlu bariyer durumu incelenir. i sicaklifimi sadece x ve t'nin
fonksiyonu olarak diigiinelim.Bariyerin sonundaki sicaklik degisken ile zamana bagli
harmoniktir.

w(0,£)=T"coswt

Denklem (114) bariyerin sonunda degeri sifir olan Green fonksiyonuna ihtiyag
duyulur.Bu imaj metodu ile saglamr;

G(x’ tlx t ) - ( a J[eaz(x—x'):/-t(r-l') _ e—a:(.\'+x'):l4(l—-l')] (1 1 6)

22 T mry

(116) Green fonksiyonu (110)'un i¢inden elde edilir.Baslangi¢ zaman degeri sifir
oldugunda ¢t =—0 '‘baslangic zamani" degisip kararli durum ¢6ziimii elde edilir.
Kaynagin yoklugunda

(=, t)=—— Idt (0. )(gf)m dr'

yada
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_dr

&

t) = f cos(wt’ )e"’ £ 14=r)

olur.&* = [azx2 14(t- t’)] ile verilen integrasyon degiskeni daba uygundur.

O zaman;

2TI°° e 2.2
W(x,t)=7_;jd§e ° cosw(t—‘;;2 )
0

—%Re{wjdg SRR )}

olur.x'den bagimsiz bu integralin sabit oldugunu gésterebiliriz.

J(a)= Idée-[f%"”f)]'
0
J integrali 7 = @’ / £ yerine konularak baska formda yazilabilir.
J(a)= j( ] Lt

Bu nedenle ; jdf (1 —-Z:-j—] e_[;.(.,:,;)]’ =0

olur.J i¢in ilk form karsilastinilarak sunu buluruz;
(@)=fue(s- 5| )
=4c ld 1____ ['("")] =0
d 5[ Z )

Bunedenle J, o’ dan bagimsizdir ve %\/7_1: ‘nin @ =0 i¢in degerine esittir.Bu

nedenle;
w(x1)= Re[T 'e"”""”_""] = Tl )= cos[wt ~{(w/ Z)wc] (117)

seklindedir.Bu net olarak x=0'da suur kosullarin saglar.y (x,f) fonksiyonu, \/(2w/a)

hizi ile hareket eden 1s1 dalgasim belirtir , fakat x nasil azalirsa fonksiyon da zayiflar.
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Dalga hizinin , 1s1 varyasyonunun frekansina bagl oldugu goriiliir.sonsuzda azalan w
kadar sonsuzda yiikselir ve frekans daha yiiksek olur,bu paradoks kisa bir bigimde
tartisilacak.

v 'nin siur degerine harmonik varyasyon kanit1 Fourier siiperpozisyonu ile elde

edilir,sinir degerin zamana baglilifina yamttir.

1 b et
w(0,1)= T(t) = E;Re{_:[T(w)e dw}
olsun.O ylizden
1 “ iwt—Jwax ‘
t//(x,t)=-2—”—Re{—£T(w)e dw} (118)

Bu ifade tek boyutlu yari sonsuz durum i¢in (111)'in yerinde ¢aligtirilabilir.
Ozfonksiyon Cozimleri

Green fonksiyonlan 6z fonksiyonlarn teriminde agilmmyg olabilir.u, S yiizeyi ile

sinirl bolgede skalar Helmholtz denkleminin ¢6ziimii olsun,u, homojen sinir kogullarin:
saglar.O yiizden;

2 2 - ~ -
Vu,+ku,=0 ve |au,dV =3¢,

u, fonksiyonu tam set formunda oldugundan G bu seriye agilabilir. Geniglemenin
katsayis1 tabi ki zamana bagh olacaktir.

G(relr',tY =Y .C, (t,)u,(r)a,(r)

G ile saglanan (117) denklemi i¢ine bu denklem insa edilir ve C,, igin birinci
dereceden diferansiyel denklem Y u, (r)i, (r')=5(r-r') elde edilir;

a (ﬂ) +k.C, =4n5(t-1")

dt
yada ) u,(r)i,(r')=56(r-r') olur.
Bu nedenle
G(rir', 1) = (i’zi)u (t-£) S Ny (), () (119)
a n

107



Baslangi¢ degeri , homojen olmayan sinir kosullan ve kaynak dagilimim igeren
problem ¢6zlimiinde bu ifade (111) denkleminde sekillenebilir.Omek i¢in kaynagin
bulunmadigim ve sinir kogullari homojen oldugunu disiinelim.Segilen u, fonksiyonu
aym homojen sinir kosullanm saglar.O yiizden (111)'den

2
w(r.t)= ’Z_ﬂ' _“dV WGy

v(rt) =X Yy () [, (Yo' () Vs 2 0iin (120)

t=0'da (120) u, ' in terimlerinde ¥’ 'niin agihmuna diiger.Gergektende (120)
ifadesi olagan 6z fonksiyon agilimlarimn basglangig kosullanm saglamas: gerektigi
zaman kolaylikla tiiretilir.

w(rt)= T e, (r)

olsun.t=0 konumunda (120) a¢ihim belirtildiginden ,

V()= ()4

ifadesi elde edilir
Is1 Gegisinin Maksimum Hiz
Bir gazda 1s1 gecisinin yoneticisi Difiizyon denkiemi gaz molekiillerinin karisik
hareketine yaklasim yapar.Diflizyon yaklagiminin noksanlarindan biri , eger 1s1 kitlede
bazi noktalarda olustuysa her yerde anlik sicaklik yiikselisleri oldugunun

tahminidir.Ornek i¢in kaynak noktas: fonksiyonu G(R,r) ,denklem (112) sifirdan daha

biiyiik olan 7z gibi R'nin her degeri i¢in sifirdan farkh olur.Isimin anlik dagilim:
miimkiindir , yeterli zaman gegtikten sonra difiizyon denkleminin dogru oldugu

diigliniilmelidir.Bu zaman 1s1 dagilim hizina bagimhidir,gaz molekiillerinin serbest 4
rotasi iizerine baghdir.Bir gazda kangiklifin dagihim hizi , tabi ki , sesin hizi ¢'dir . Bu
etkiyi iceren kismi diferansiyel denklem ;

Viy =a’ 3y 18t)+(1/* )(8%y 1) (121)
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Absorbe edilmesi gerekli olan ses dalgasi denklemindeki degisim incelenerek
bagka noktadan goriig ile bu denkleme ulasabiliriz.Iletken ortamda elektromanyetik
dalganin dagihm ve sicimin titresiminin kaybolmasina karg1 koyan etki -incelendigi
zaman bu denklem ile karsilasilabilir.

(121) i¢in Green fonksiyonu yaklagimi gunu saglar;

V:G-a’(3G/ar)-(1/c*)(0°G 1 or ) =—4x5 (r-r) S (t-1) (122)
Tekrar neden sonug prensibini diigtinelim.Karsililik kosulu
G(r,t]r',t’) =G(r',~t'|r,-1)

Denklem (122)'nin benzeri olarak,

(r)= [a fav'(0G)+ L [av [y 6],

oy _ .ag_jl (123)
1'=0

17 1
! '. V' — 7 V’
A ojdtcfds [GV'y ~yV'Gl+ = fd [G = V5 |

Sinirlanmamis alanda sonsuz i¢in denklem (123) i¢in yaklasim g(R, z') Green
fonksiyonu gelistirilir.
g(R.7)= [av,e*y(p,7) (124)

Bu ifade (122) igine yerlestirilir, ¥ ( J R r) diferansiyel denklemi belirlenerek elde
edilir:

1\d*y ,dy ., 4=z
S |=Fta —+py= o(r 125
(c‘)dt' a7 2y () (123)

uzay boyutunun sayilarina gére burada n=1,2,3 olur.y, p®>ve r ‘nun
fonksiyonudur,§yle ki p dogrultusunda agisal integrale (124) denkleminin yerine
getirilmesi ile gerek duyulur.Integrasyonun pargaciksal rotas: segilir ,6yle ki , gerekli

siir kosullar1 sunu saglar,
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2 @
g(R,t)z-TKii J-e""R;/(p,z')pdp;nz:’)
=T IH (PR)}'(p,l’)pdp;n=2 (126)

= [e"*y(p,7)dpn=1

Ug boyutta ve tek boyutta Green fonksiyonu birbirleri ile baglantihdir. g; (R, 7) g

boyutta Green fonksiyonu,g, ise tek boyutta Green fonksiyonu olsun.O zaman

& (Rt —-2—;5;[& (R.7)] (127)

burada denklem (125)'in sag tarafi ile verilen ¥ ige alinmigtir.

y belirlenirken ilk olarak denklem (125)'in homojen formunun ¢dziimleri

incelenir.Bunlar;
—iwt - . + - . « e
e™" ve e ''dir,buradaw vew ,w +iwa’c’ - p’c® = 0 denkleminin
¢Oziimiinden ;

w = %[—iazc2 +44p’c’ -a'ct ];w‘ = %[—iazc2 —J4p'ct —a'c* ]

r<0 igin y(r)=0 kosulunu bunlarin lineer kombinasyonu saglar

- b

g, integral tanimu gu hale gelir;

g (R, 7)=2c%u(r) j~L——ewde

burada p'nin reel eksenine paralel p'nin iist yar1 diizleminde ¢izgi kontor alinir.Dal
cizgisi reel eksen boyunca p = —(azc/2) "den p =a’c/2 segilir.e™ " igeren integral

incelenir;
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| Lo exp{i [ pR—- P --(a‘c2 / 4)cr]}

; .[ , 1 ) dp
\/ pz _Z( at Cz)
R > ¢t oldugu zaman kontor, iistteki yar: daire ile simrlidar.Integral bu yiizden sifirdir,

bu nedenle kontorun iginde tekillik yoktur. R < ¢z oldugunda kontor negatif imaj ekseni
boyunca gekil degistirmistir.Klein ~-Gordon denklemi i¢in Green fonksiyonunun

2c

hesabinda benzer integral iceren integral degerlendirilmelidir.Sunu elde ederiz;

] LN
_(ﬂ)e_za J, [.;_azc\/Rz -7t ]u (ct-R)

c

e™" iceren integralden katki ile su elde edilir;

1 Lo exp{sz+in2—-(a“‘c2/4)cz'}

—e 2 [

2c v Ly 4,
J7-5lee)

Integral (R+c7) >0 oldugu zaman sifirdir, fakat (R +c7) <0 oldugu zaman sifir

dp

olmaz.0 zaman sunu elde ederiz;

. 1 s
_(ﬂ)e'f U B—azcxlk2 -c'r? ][1 ~u(cr +R)]

<

Iki ifadeyi kombine edersek
Ller
g (R7)=27ce ™ " J, l:—;—azcxl R -’ :]u (cz=|R]) (128)

Sirasiyla denklem (112) ve denklem (119) ¢ >« yada a — 0 ile verilen dogru limit

formlarina egimli sonug saglanir.
(127) diferansiyel denkleminde g ii¢ boyutlu form elde edilir.

)] L 2
gs(R,r)=%e—za {5(W—R)+—-?—C£———Jl[%a2cxlkl—czrz}u(cr-R)} (129)

2VR? - c*7?
(126)'nin direkt incelenmesinden ziyade R 'nin z bileseni {izerinden g, (R, r)
integrasyonu ile iki boyutlu problem i¢in Green fonksiyonunu elde edecegiz.

R* =& + p? olsun.O zaman
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g, (R,7)= g]a'g‘g3 (R,7)

yada

1
’—'IJLT

& (R7)= \[——— u(cr-p)

Burada su formiil ¢cahstinlir,

{1+2smh‘l: ac\/cr - ]} (130)

2sinh’ z
z

[1,(22sin6)d0 =
0

ve burada [, (x)=—iJ, (ix)'dir.
Ug boyutlu durumda dalga denklemi icine dagitilami dahil ederek ya da difiizyon
denklemi i¢inde dagilim hizint dahil ederek sonuca ulasr, fiziksel olayr

gosterebiliriz.(129)'daki terimler R>c 7 oldugu zaman kaybolur , sonlu hiz ile dagilimimn
etkisi olusur.Ilk terim baslangig nabzinin gogalmasidir,iki faktor ile azalir.ilk terim 1/R
dalga denkleminin ¢6ziimiinde gériinen geometriksel faktérdiir.Ikinci terim ortam
boyunca hareket eder gibi zaman ile bozulur , nokta kaynak ile genellestirilir,dalganin

bu kismui bize bunu sdyler.(129)'da ikinci terim izi olugturur.cz >> R yeterli zaman i¢in
diflizyon denklemi i¢in yerine konulur.Bu farkhliklar bagka sekilde de gésterilebilir. Tek
boyutta baslangi¢ deger problemini ¢6zelim.(123)'den sunu elde ederiz;

1 ’ aV/ ag!
w———f Vel +o Idx[g Y 6t:|
O zaman

1 ——a-cr

y/--z—e- [w' (x+ct)+y' (x—ct)]

+e-i""'”f{.“_£1 [2 N x)] L2 Ba eer (7 —x) ]}W'(x')dx'}

4
(130)

oy

burada y'(x') ve v'(x') strastyla ¢ 'nin ve - 'nin baglangi¢ degeridir.Eger a > 0.

Liey
ise denklem (120) d'Alembert ¢dziimiinii olusturur.ilk terim e 2 ile verilen zamanda
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glicten diigme i¢in ayn tutulan d'Alembert ile verilir.Ikinci terim yeni ve diftizyonun
etkisini tammlar.Ugiincii terim @ — 0 oldugunda d'Alembert terimini diigiiriir. [11]
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BOLUM-IV

GREEN FONKSIYONU UYGULAMALARI

IV-1-ELEKTROSTATIKTE GREEN

FONKSIYONLARI
Elektrostatik problemlerde belli bir bdlgeye sikigmug kesikli yada sfirekli yiik

dagilimlan diginda higbir simr ylizeyi bulunmasayd: o zaman ®(X)= Ilg(—{),—ld ’x’ genel
x-X

¢6ziimii her problem i¢in en uygun ve dogru ¢6ziim olurdu. Possion yada Laplace
denklemine gerek kalmazdi. Ashinda elektrostatifin birgok probleminde, iglerinde yiik
bulunan yada bulunmayan ve siir yiizeylerinde sinir kogullan verilen, sonlu uzay
bélgeleri vardir. Bu simir kosullan , ilgili bélgenin disina konan uygun bir yiik

dagilimiyla benzestirilebilir ; fakat gene de basit haller disinda @ (%)= I If({)'l x'
%~X

¢6ziimii potansiyel hesaplamada uygun bir ara¢ olmaktan ¢ikar. Simir kosullarim ele
almak i¢in baz1 yeni matematiksel araglar, yani Green 6zdeslikleri ve teoremler
gelistirmek gereklidir. Bunlar rraksama teoreminin basit uygulamas: olarak ortaya gikar.

‘W Ad’x = q}i-ﬁde

14 s
seklinde ifade edilen wraksama teoremi, kapali bir § ylizeyi tarafindan sinirlanan bir V
hacmi iginde tanimh olan her A vektor alanma uygulanabilir ® ve'¥ keyfi skaler

fonksiyonlar olmak iizere 4’y1 A4 =®VY¥ bigiminde alalim. Bu vektor alam i¢in daha
onceden I. Boliimde yazdigimiz Green 6zdesliklerini farkl: bir agidan ele alalm; —

V- (0V¥)=0viy + Vo Ty 1)
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ve

(cbW)-ﬁ =<D%l:- 2

Burada % , S ylizeyindeki dik tiirevidir. ( V hacminin i¢inden digar1 dogru

y6nelmistir.) (1) ve ( 2) ifadeleri iraksama teoreminde yerlerine konduklarinda birinci

Green 6zdegligi bulunur:

[(ovw + V0.9 )ax q’ o2¥ g (3)

(3) dzdesligini @ ve W yi yer degistirerek tekrardan yazar, sonra bunu (3)’den
sikarrsak VOV  terimleri birbirlerini yok ederler ve boylece ikinci Green 6zdesligi
yada Green teoremini elde ederiz

[(ov*y -wvio ) q[cp———\y‘gﬂda 4)

14

1

b4 olarak 6zel seklini segersek, potansiyelin sagladigi Possion

lx %|
diferansiyel denklemini bir integral denklem haline gevirebiliriz. Burada X g6zlem
noktas: , X' ise integrasyon degiskenidir. Bunun igin ® fonksiyonu olarak @& skaler
potansiyelini almak ve V’*® =-47p baglantisim kullanmak yetecektir.
- -\’ 1o gy } 1 - —n'

v? (l J ~475 (% — %) *den biliyoruz ki vV (EJ=—4ﬂ6(x—x) olur.

x -
Boylece ( 4) su sekle gelir:

){—47@(55')5(5—5:")+4T”p(5c")]d35;"=q‘[¢ % ( “115 )_ % %}da,

Eger x noktasi A hacminin i¢inde bulunuyorsa,
p(x ) _ep (1 ) , ®)
47r R an on\ R
ifadesini elde ederiz. Eger ¥ noktasi S yiizeyinin diginda yer aliyorsa (5)
> 1 (oD
denkleminin sol taraft sifirdir. Dikkat edersek (5)’deki yiizey integralini o = Z—( 6n')
degerindeki bir ¢ift - kutup tabakasinin potansiyeli olarak yorumlayabiliriz.Bu durumda,
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elektriksel alanin ve potansiyelin yiizeydeki siireksizlikleri V hacminin digindaki alan
ve potansiyeli sifir olarak verirler.(5) sonucu hakkinda iki noktaya dikkat gekilebilir. ilk
olarak , eer S yiizeyi sonsuza gider ve elektrik alam S iizerinde R™' den daha izl
diiserse, yiizey integrali sifir olur ve ( 5) ifadesi meshur @ ()= jrfi%d ’x’ sonucuna
X~
indirgenmis olur. Ikinci olarak da sunu diyebiliriz : i¢inde yiik bulunmayan bir hacim
icin, hacmin her yerinde potansiyel (yani Laplace denklemini bir ¢6ziimii), sadece hacmi
smirlayan yiizey iizerindeki potansiyel ve dik tiirevi cinsinden (5)’deki gibi ifade edilir.
Sonug , bir sinir deger problemi i¢in bir ¢6ziim olmayip sadece bir integral ifadedir ;

¢iinkii hem @ ’nin hem de %9 ’nin keyfi olarak belirtilisi (Cauchy sinir kosullar)
n

problem igin yapilmig fazla bir belirtmedir. Bu nokta, bundan sonraki kesimlerde
ayrntih bir bi¢imde tartigilacaktir; orada uygun smur kosullarn igin ¢dziimleri verilen
teknikler, (4) Green teoremi kullanilarak geligtirilecektir.

Simdi de Dirichlet ya da Neumann simir kogullan ile ¢6zlimiin tekligine bakalim
sinir bdlgesinin iginde tek ve iyi davramsh ( yani fiziksel olarak akla yatkin) bir
¢Oziimiin var olmas: i¢in Possion ( ya da Laplace ) denklemi hangi uygun siur
kosullanm saglamalidir? sorusunu soralim.Fiziksel kazammlanmizin gétiirdi{igii inanca
gore kapal bir yiizey iizerinde potansiyelin belirtilmesi (6rnegin farkli potansiyellerde
tutulan iletkenler sistemi) tek olan bir potansiyel problemi tammlar buna Dirichlet
problemi ya da Dirichlet sinir kosullar: denir. Aym sekilde diyebiliriz ki yiizey {izerinde
(verilen bir yiizeysel yiik yoguntuguna kars: gelen) elektriksel alanin ( ya da
potansiyelin dik tlirevinin) belirtilmesi, Neumann sinir kogulu olarak bilinir.Fiziksel
kosullannmiz yardimryla ulagtifimiz bu sonuglar , simdi Green’in birinci 6zdegligi
yardimiyla ispatlayacagiz.

Kapal1 S | simir yiizeyi izerindeki Dirichlet yada Neumann simir kogullan bulunan
bir A hacmi iginde V*® =-4zp Possion denkleminin ¢ziimlerinin tekligini

gostermek istiyoruz Aym simr kosulunu saglayan @, ve @, gibi iki ¢oziimiin
bulundugunu varsayalim
U=, -, 6)

diyelim. Bu durumda V_ hacminin i¢inde VU =0; S iizerinde Dirichlet sinir
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diyelim. Bu durumda V, hacminin i¢inde V2U =0;S iizerinde Dirichlet simur
kosulu i¢in U=0, Neumann kosulu iqin%—nq =0’ dir. ® =¥ =0, alarak Green’in 1.
Ozdesligine bakalim.

I(UV2U+§U-V7U)d3x=qU%ngda Q)

v

U’nun yukanda belirtilen 6zellikleriyle bu bagint:

ﬂw[z &x=0 (8-a)

sekline indirgenir; ki bu VU = 0 oldugunu ifade eder. Yani V _ hacmi i¢inde U bir
sabittir. Dirichlet simir kogulunda S Gizerinde U= 0 dir; yle ki V hacmi iginde
®, =D, 'dir. Yani ¢6ziim tektir. Benzer olarak da Neumann sinir kosulu i¢in dnemsiz
eklenen bir sabit diginda ¢6ziim yine tektir (7) nin sag tarafinda agikga anlagilacag: gibi
verilen sinir kosullan ( yani S, ylizeyinin bir kisminda Dirichlet kalan kisminda
Neumann kosullari) tasiyan bir problemin ¢dziimii de tektir.

Sonug olarak sunu diyebiliriz ki; elektrostatik problemleri, sadece kapah bir sir
ylizeyi ( ylizeyin bir kisim ya da tiimii sonsuzda olabilir) tizerindeki Dirichlet ya da
Neumann sinir kogullar1 tarafindan belirtilir.

IV-1-1- ELEKTROSTATIK SINIR DEGER

PROBLEMLERININ GREEN FONKSIYONU iLE
cOzUMU

Gerek Dirichlet gerekse Neumann sinir kosullan igin Possion ya da Laplace
denkleminin sonlu bir V. hacmi igindeki ¢6ziimi{i Green’in 2. 5zdesligi yardimiyla elde:

olarak segmistik , bu bir

edilebilir. (5) sonucunu elde ederken ¥ fonksiyonunu I__ _'l
X-x

noktasal birim yiikiin potansiyelidir ve asagidaki denklemi saglar:

vz( ! J:-ms(x-f') (8-b)

|-

115



——— fonksiyonu V> ( ] =—475 (X — ') denklemini saglayan ve Green

1
[~

fonksiyonlar1 denen X ve X' degiskenlerine bagh fonksiyonlar simfindan sadece bir

e-%]

fonksiyondur. Genel olarak Green fonksiyonlan

VG(%, %) =—4ns (X -X') )
seklinde tammlanir.
Burada G(x,x") = Ix ! |+F(“ ,X) (10)

olur. F fonksiyonu ise A hacminin i¢inde Laplace denklemini saglamaktadir.

VIF(F,%)=0 an
i¢in veya %—9 i¢in sdz konusu simr kogullarini saglayan bir problemle karsilasinca

n

(5) sonucunu ele alarak bir ¢ikis yolu bulabiliriz. Fakat daha 6nce vurgulandig:
gibi yiizey integralinde hem @ hem de%f- g6ziktiigi i¢in bu , stur kosullarindan
uygun olamm saglayan bir ¢oziim degildir. Olsa olsa @ i¢in bir integral bagintidir. Yine
de genellestirilmis Green fonksiyonu kavram1 ve F(x,X") aracili ile buna eklenen
serbestiyle, s6z konusu Green teoreminin kullamlabilme olanag ortaya ¢ikar
¥ =G(x,x") alip F(X,X") yiiki yiizey integralinden birini ya da digerini yok edilecek
seklinde segeriz ; bdylece sadece Dirichlet ya da Neumann sinir kogulunu igeren bir
sonug elde ederiz. G(%,x") sur kogullarinin tam yapisi lizerine ayrintili bigimde bagh
olsayd: bu yontem hi¢ de genellige sahip olmazd:.

Fakat hemen goriliir ki buna gerek yoktur ve G(%,X") fonksiyonu S iizerinde
oldukg¢a basit sinir kogullann saglar.

(4) Green teoreminde ¢ =® ve ¥ =G(X,x") koyup G’ nin (9)’da belirtilen
6zelliklerini kullaminca (5)’nin genellestirilmis bigimini elde ederiz;

- = -n 0G 5c' b
@ (%)= j'p(x)G(x,x)d q’[G(x, ')———q)( === ( ) (12)

G’nin (10) tamminda bulunan serbesti nedeniyle ylizey integrali yalnizca segilen tipteki
stir koguluna bagh hale getirilebilir. Boylece Dirichlet sinir kogullan igin sunu isteriz;
G,(¥,x)=0 S tizerindeki X' ’ler igin (13)
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Bu durumda (12)’deki yiizey integralinde ilk terim sifir olur ve ¢6ziim
o(%)= Vj p(i’)G(i’,i')d’x'—Zl;r—Csf ®(¥)da’ (14)

seklinde ortaya ¢ikar.
Neumann siir kogullan i¢in G(X,x") fizerindeki smir kosulunun net segimi ;
0G, (%,X") . ottt e 1t e o de L s s etertANe 4l
oy =0,S dzerindeki X' ’ler i¢in gibi gbriiniir, ¢linki bu istendigi gibi(12)’deki
ylizey integralinin ikinci terim sifir yapar. Fakat Gauss teoreminin (9) ‘a uygulanmasi

q ——-——aGé":x ) da’ =47 *yi gosterir.
n

S

Sonug olarak Gy iizerine konulabilecek en basit sinir kogulu

aGNa(n)i’x') = ’i;'r‘i < tzerindeki X' ‘ler i¢in (15)

ifadesidir.
Burada S, smir yiizeyinin tiim alamdir. Buna gére ¢6ziim;

@ (%) =(0), + Vj p(¥)G(E,%)d’x' +ZI;<;]’ %:—);GNda' (16)
seklindedir. Burada (@) potansiyelin tim yiizey {izerinden ortalama degerdir.
Alisilagelen Neumann problemi , “digsal problem”dir; bu problemde V hacmi biri
kapali ve sonlu olan digeri ise sonsuzda bulunan iki yiizey tarafindan simirlanmaktadr.
Bu durumda < yiizey alam sonsuzdur; dolayisiyla (15) siur kogulu homojen hale gelir

ve (@), ortalama degeri sifir olur.

Green fonksiyonlan, Dirichlet ya da Neumann smnir degerlerinin ayrintils
yapilarma bagh olmayan (13) ya da (15) gibi basit sinir kosullan saglar. Béyle olsa bile,
¢ogunlukla G(x,x’)’ yi saptanmak, < yiizeyinin bi¢imine baghilig1 nedeniyle oldukga
kangiktrr.

G(X,X") matematiksel simetri 6zelligi (13) Dirichlet simir kogulunu saglayan
Green fonksiyonlan i¢in Green teoremi yardimiyla

® =G(%,y) ve ¥ =G(X,y) olarak kanitlanabilir. Green fonksiyonu
deiskenlerden birinin fonksiyonu olarak kamtlanabilir. Green fonksiyonu
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degiskenlerden birinin fonksiyonu olarak, bir birim noktasal yiikiin potansiyeli
oldugundan sadece simetri bile, kaynak ve g6zlem noktalanmmn fiziksel olarak
degistirilebilir olduklarini gosterir. Neumann sinir kogulu igin simetri kendiliginden
goriilmemektedir; fakat ayn bir gereksinim olarak kosulabilir.

Son olarak F(X,X")’ nin fiziksel anlamina dikkat ¢ekelim F, Laplace denkleminin

V igindeki bir ¢6ziimiidiir ve dolayisiyla V. hacminin disindaki yikler sisteminin
potansiyelini gosterir F’yi 6yle bir dis ylik dagilimimin potansiyeli olarak diigiinebiliriz
ki, bu potansiyel ile X" kaynak noktasindaki noktasal yiikiin potansiyeli
birlestirildiginde S yiizeyi lizerinde potansiyeli ( ya da yiizeye dik tiirevini) sifir yapan
tiirdes siur kogullan saglansin. Noktasal yiikiin ylizey Gizerindeki ¥ noktasinda
olugturdugu potansiyel kaynak noktasinin konumuna bagl oldugundan , di yiik
dagiimmin F(X,x') potansiyeli X' parametresine bagl olmahdir. Bu agidan
bakildiginda (13) ve (15) sir kogullarin1 saglayan F(x,%") fonksiyonunu saptamanin
fiziksel esdegerdir. lletkenli Dirichlet problemi halinde, F(x,%¥) ,x’ kaynak
noktasinda bir noktasal ylikiin varlig1 nedeniyle iletkenler iizerinde olusan ytizeysel yiik
dagiliminin potansiyeli olarak yorumlanir.

IV -1- 2-KURESEL KOORDINATLARDA GREEN
FONKSIYONU VE SINIR DEGERLERI

1V-1-2 - i Kiire igcin Green fonksiyonu

Bir birim yiik ile homojen simr kosullarim saglamak {izere segilen g6riintiiniin ( ya
da gdriintiilerin) potansiyeli Dirichlet ya da Neumann simr kosullarina uygun Green
fonksiyonunu (13) ve ( 15) ta kendisidir G(x,x") ’de X’ degiskeni birim yiikiin P’
konumunu gosterir; ¥ degiskeni ise potansiyelin hesaplandifx P noktasidir. Bu
koordinatlar ve kiire ($ekil XVIII)’de goriilmektedir a yangcaph kiire lizerinde Dirichlet
siir kogulu i¢in birim yiik ve gériintiisiiniin potansiyeli q= 1 olmak fizere

2 !
q = _ﬁq y = 2 bagmntistyla birlikte ®(x')=— q =+ 7= 9 — ile verilir Degiskenleri
y y %] [z-%]

uygun sekle donistiirerek Green fonksiyonunu elde ederiz
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(V"4
-

[P S

SEKIL XIII-Verilen noktalarin kiiresel koordinatlarda gsterimi

1 1

12
(Jc2 +x? ~2xx’cos ;f) ( x’x’

(18)

G(x,x)=

a2

/2

+a* —2xx'cos y)

Burada y , X ile X’ arasindaki acidir.G’nin ¥ ve X' degiskenlerine gore
simetrik oldugu SEKIL XVIII ‘den anlasilmaktadir , buister ¥ degiskeni,
isterse X' degiskeni kiire yiizeyi lizerine getirilsin G= 0 olacak demektir. Possion
denkleminin (14) ¢6ziimii i¢in sadece G’ye degil ayrica -g% ’ye de gerek duyanz
,# ’niin ilgilendigimiz hacimden digan1 dodru , yani X' boyunca igeriye baslangica
dogru uzanan yiizeye dik birim vektor oldugunu ammsayarak sunu yazanz;

G| (x* -d®) A
P (19)
on'ly. a (Jc2 +a’ —2xacos 7)3/2

Béylece ylizeyi {izerinde potansiyelin belirﬁldigi kiirenin disinda Laplace
denkleminin ¢6ziimii (14)’ e gore soyledir:

| a(x* -a*)

O (%)= 11; [o(a0.9) pley (20)

( x* +a* —2xacos 7)312
Burada dQ',(a,8',4') noktasindaki kat1 ag1 elemam ve
cosy' =cos@cos8’ +sinfsiné cos(g—¢') degerindedir.
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Burada dQ¥,(a,,¢") noktasindaki kati ag1 elemam ve
cosy’ =cos@cosd +sinGsin§ cos(g—¢') degerindedir.
IV- 1-2 - ii Green Fonksiyonlarimin Kiiresel Koordinatlarda

Acilim

Potansiyelin sinir degerleri yaninda yiik dagilimlarim da igeren problemleri (yani
Poisson denkleminin ¢6ziimlerini) ele almak i¢in uygun simr kogullarim
saglayan G(X,x") Green fonksiyonunu saptamak gerekir. Bu sinir kogullan daha ¢ok
aynlabilen koordinat sistemlerinin yiizeyleri {izerinde 6rnegin kiiresel yada silindirik
sinirlarda belirtilirler. Bu durumda Green fonksiyonunu , s6z konusu koordinatlara
uygun fonksiyonlarin carpimiarinin bir serisi olarak ifade etmek yararlidar.

Bu agilim tipini 6nce kiiresel koordinatlara da anlatacagiz.Sonsuzdaki yiizeyler
disinda sinir yiizeyi igermeyen hallerde Green fonksiyonunun agilimi

|- xl =4z ;,;,21+1 i Ym (6:0)17(9.4) @h
olur. Bu esitligin bulunusuna bakalim.

P(cosy) =———m};’ < Y"' (6.8)Y (6.4 (22)

Bu teoremi kanitlamak i¢in ¥’ vektoriinii sabit diigiinelim. Bu durumda £, (cosy)
cok terimlisi , &',¢’ agilan parametreler olmak tizere sadece 8,4 agilarimin bir

fonksiyonu olur seriye acilirsa;
o |
B(cosy)=Y. X 7 (6,6) 47 (¢'.4) (23)

1=0 m=—{

(22) ve (23) karsilastinlinca sadece 1°=L.li terimlerin var olduklar anlagilir. Bunun
bdyle oldugunu gérmek icin efier koordinat eksenleri X’ vekt6rii z ekseniyle ¢akisacak
bicimde segilirse , y *.mn bildigimiz kutupsal ag1 haline gelecegine ve P, (cosy) ’mn

VP, (cosy)+ I(l; D B(cosy)=0 (24)

denklemini saglayacagina dikkat edelim. V¥ yeni eksenlere gore Laplasyendir. Simdi
eksenler sekil XVIII'deki gibi dondiriiliirse V= V* oldugu ve r'nin de degismedigi
anlagilir.Sonug olarak P, (cosy) yine (24) bigiminde bir denklemi saglar,yani ,
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Lmertebeden bir kilresel harmoniktir.Bu da onun sadece 1 mertebeli ¥, *lerin bir gizgisel
kansim oldugu anlamina gelir;

B (cos7)= Y 17 (6.8) 4, (64 29

m=—~I

4,(6',¢') katsayilan ise §0yle verilir;
4,(0.¢)= [1"(6'.¢') B (cosy)dQ (26)

Simdi de bu katsayiy gelistirelim.Bu katsay1 4" =, /2&4—_1 IB (cos8) g(6,9)d2
v

Ty (6',4') fonksiyonunun ¥ (7, ) lar cinsinden seriye agilimindaki

uyarmca
Y 21 +1

m’=0 ‘h terimin katsayis1 olarak diigiiniilebilir;burada )l (7,B) lar (24) in tsld
eksenine gore yazilmis harmoniklerdir.BSylece kiiresel harmoniklerin m=0 halinde

1" (6,4)= 2:;1 g - m; L2 p (cos8)e™ denklemi
Y’ (6,¢)= P (cos@) dur.

Keyfi bir g(9,¢) fonksiyonu kiiresel harmonikler cinsinden seriye agilirsa ;

2(6.9)=3 ‘Z AT (6.9)

1=0 m=-l

bulunur, Buradaki agihm katsayilan 4" = [¥™ (&',¢') (6,¢)dQ dir.

0 =0igia [5(6.9)],, = 3| oA @n

£ @) L = ZA," - ,{33:;—1 [dQp (cos8)g(6.9) (28)
(27) bagntisindan yararlanip sadece bir tek 1 degerinin varolmasi nedeniyle (26)
katsayisimi

4,(0.¢ )-——{Y " (0(r.8).4(r.A)} (29)

olarak buluruz. (¥, 8) ‘mn fonksiyonlar: olan (6,¢) agilan y=0,(¢',¢") acilarna

giderler.Béylece (22) toplama teoremi kamtlannmsg olur.
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P (cosy)=P,(cos0) P (cosd')+ 22 gl ; m)lf;"’ (cos@) P" (cos@')cosm(g—¢')

[ m)!
(30)
Eger acis1 sifira gétiiriilirse ¥;" "lerin kareleri i¢in bir toplam kural: elde edilir.

IYM (9 ¢)| 2l+1 (31)

X *deki birim yiikiin X' *de olugturdugu potansiyelin agilimini en genel bigimine
getirmek igin toplama teoremi kullamlabilir.(22) ‘deki P, (cosy) agilimm

1 2 p .
- f'l = ; r”;’" P, (cos 7) ’da yerine koyarsak

=dx ZZ ,+.Y"' (6:4)17 (6.4 (32)
Ix I i mmt 2 +1r,

Bunu ispatladiktan sonra (21) agtlimindan konumuza devam edelim.Simdi de
r=a’da bir kiiresel sinira sahip “dig bSlge”problemine uygun Green fonksiyonu igin

benzer bir agilim elde etmek istedigimizi varsayalim

GGE.¥)= 4”22214,1{ ,ﬂ-;— ]Y(M)Y“‘(e'vf) (33

1=0 m=-1

ifadesini elde ederiz.(33) “iin yapisim agik¢a gérmek ve sinir kogullarim sagladiini
dogrulamak igin , 151nsal garpanlan r<r’ ve r>r’ igin ayn ayn yazalim,

4

——1 r a™! r<r

1+1 -

r<1 1 az + rll-l-l rl+l

I+1 R R =1 (34)
r alrr 1 24

g N RN

1+1 i+l

r r

ryadar’, a’ya esit oldugunda 15msal garpan sifir olur.Aym gekilder yadar — o
olurken 1gimnsal ¢arpan yine sifir olur.r ve r” “ye gore simetriktir.Sabit bir r’ degeri igin
r’nin fonksiyonu olarak bakildiginda ,151nsal garpan Laplace denkleminin 1simsal
kisminin #/ ve 7! ¢bziimlerinin bir gizgisel kangtmdir. Fakat bunun r<r’ ve £>1” igin
farkl1 bir gizgisel karigim oldugunu sSylemeliyiz. Nedeni asagida agikhiga kavusacaktir ;
ama simdiden su kadarini s6yleyelim ki bu Green fonksiyonunun delta fonksiyonlu
Poisson denkleminin bir ¢6ziimi olmasiyla ilgilidir . Bir Green fonksiyonunun
aynlabilen koordinatlardaki agiliminin genel yapisim gordiikten sonra simdi ilk
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ilkelerden baglayarak bu gibi agilimlarin sistemli bir gekilde kuruluslanna gegebiliriz .
Bir potansiyel problemi i¢in Green fonksiyonu

VIG(x,x")=—4n6 (x~x') (35)
denklemini saglar , burada S smnir yiizeyi lizerindeki X yada ¥’ _igin G(X,X')=0
sinir kogullan séz konusudur.Kiiresel sur yiizeyleri halinde (33) genel bigimine

sahip bir agtlim istiyoruz . Bu nedenle kiiresel koordinatlarda delta fonksiyonunun

5(x-x)= 8(r=r')8(c0s6-cosF)S4=¢) \; imindeki yazalimndan yararlanil.

r

3 £ (0.6) 5" (6'.4) = 5(cos6 - cos &) 5 ($— )

1=0 m=—I

Agisal kismu tambik bagintisindan belirtiriz.

5(x- x)-5(’ ’)ZZY"'(M)Y"‘ (6.4 (36)

I=0 m=-i

Green fonksiyonunu ise X ’in fonksiyonu gibi diigiinerek ;
G(*,%) = ZZY”‘(G 6) 4" ( -,8',¢ ) (37)
{=0 m=—1
bigiminde seriye agabiliriz.(36) ve (37)’yi (35) ‘de yerine koydugumuzda su sonucu elde
ederiz;

w |

zzAr( 504 )=a (1" (609) 9

=0 m=-1

1(0+1 . 4 ,
rdr2 [rg, )]— (:2- )g,(r,r)=——r—27£5(r—r) (39)

Isinsal Green fonksiyonunun r # r’ i¢in homojen 15mnsal denklemi sagladig
goriilmektedir.Dolayisiyla 15insal Green fonksiyonu

g(r.r')= {

bi¢iminde yazilabilir.Burada A,B,A",B" katsayilari r"’niin fonksiyonlar olup simir
kosullar1 (39) ‘daki &(r —r') *niin getirdigi kosul ve g, (r,r’) niinr ve r’ ‘ye gére olan

Ar' + Br*™  p <y

Ar +Br ) s

simetrisi ile saptanacaktir.§imdi sinir yiizeylerinin r=a ve r=b’deki esmerkezli kiireler
olduklarim varsayalim. Yiizey fizerindeki x’ler i¢in G(x,x ") niin sifir olmasi
&(r,r")’niln r=a ve r=b igin sifir olmasim gerektirir.Bu nedenle g, (r,r’) ;
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2/+1
! a ’
A(r _—_r("")J r<r

g (r.r')= 1 /
B'(—— z ) r>r

rl+l b21+l

(40)

haline gelir r ve r” ‘ye gbre olan simetriklik A(r") ve B'(#") katsayilanini dyle
bir sekle simrlar ki g, (r,r');

, a21+l 1 r>l
& (r,r )=C(r<1_r(l+l)J(rl+l _bzm) (41)

<

bi¢iminde yazilabilsin , burada r, ( r,) ,rve r”niin daha kiigiik (daha biyuk)
olanidir.C sabitini hesaplamak i¢in (39) ‘daki delta fonksiyonunun etkisini ige
katmaliy1z. (39) “un her iki yamm r ile ¢arpip r =r'—~£’dan r =r'+¢’a kadar
(burada ¢ ¢ok kiigiiktiir.)integre edersek

o] fotwe] 5w
bagintisim elde ederiz.Buna gore sekil-XIX ‘da gosterildigi gibi rg, fonksiyonunun
egimi r=r"’de bir siireksizlige sahiptir.

r=r'+g igin r, =r ve r_=r""diir.Dolayisiyla

d : @ Naf1 _r
T e e |

S ot

olur.Benzer olarak

{{re: ()]} L= —S[(l +1) +1(ir'-)m ][l -(%J WJ dir Bu tiirevleri (42)’de
yerlerine koyarsak C’yi buluruz.

Cm— 4z 7 @3)

meROR

(43),(41),(38) ve (37) denklemlerinin birlestirilmesi , r=a ve r=b ile smrh kiiresel bir
kabuk i¢in Green fonksiyonunun agilimim verir.
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Sekil-XIX-Isinsal Green fonksiyonunun egimindeki sireksizlik

3 a0 T SR

= "'="(21+1)[1-(_;‘£)2""J !

a—>0, b — « 6zel hali igin daha Snceki (32) agilimum yeniden buluruz.
b —> oo bzel hali ise bize (33) agilimim verir.b yangaph bir kiresel yiizeyin “i¢
bolge”sindeki potansiyel problemi igin , sadece a - 0 yapmamz yetecektir.
IV-1-2-iii-Potansiyel probleminin kiiresel Green
fonksiyonu agihmi ile ¢6ziimii
Simir ylizeyi {izerinde potansiyelin degerleri verilmek kosuluyla Poisson
denkleminin genel ¢éziimii sudur;

w_ 1 oG
d(x)= ¥ )G(%,x M’ x ——qO(x')—da’ 45
(5)=[p(F)G(E ) - o) (48)
drnekle anlatmak amaciyla b yarigaph bir kiirenin i¢indeki potansiyeli ele alalim.Once
(45) ‘deki yiizey integrallerinin daha &nce anlattigimiz

2(0.6)=3.3 47" (9.9)

=0 m=-{

ve (D(r,0,¢) = i i [A,mrl +B,mr"(1+l)]Ylm (9,¢)

1=0 m=-{
denklemlerine esdeger oldugunu gdsterecegiz.(44) *de =0 koyduktan sonra yiizeye dik
tiirevini alip , sonucu r'=b ‘de degerlendirirsek sunu buluruz ;

E-X w3 (Frear e 48)

)
an 6" r'=b l=0 m=—l
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Boylece yiizey iizerinde potansiyel ¢ =V (&,4') seklinde verilmek kosuluyla
Laplace denkleminin r=b kiiresi i¢indeki ¢ozimii (45) uyarinca séyledir;

w [ {

o(x)=-2 X[ v (e.8)r" (0',¢')d9'](§‘ ) 1" (6.9) @)
I=0 m=—{

Diger taraftan burada s6z konusu olan b yan¢aph kiirenin i¢i i¢in

o(r,0,6)= i ﬁ [ 477"+ Brr ¢V 1 (6,6) goztiminde B"=0olup

=0 m=-1

o |
A" katsayrlan g(60,4)=)_ > A4"Y"(8,4) ile verilmektedir.Bdylece (47) ile

{=0 m=~1{
®(r,0,¢) nin yukaridaki esitlijin ¢dziimlerinin ayn: bigime sahip olduklan gosterilmis
olur . Kiire i¢in Poisson integrali adim alan (20) bi¢iminde Gigilinci bir ¢6ziim tipi daha
vardir.Bu ¢dziimde Green fonksiyonu a¢ihim ¢6ziimiine esdegerdir. Bunu anlamak icin
her ikisinin de (45) genel ifadesinden ve goriintii Green fonksiyonundan tiiretildigini
ammsamak yeter.(20) integral ¢6zimii ile

O(r0,6)=3, 3[4 + Brr ) [17 (6,9)

1=0 m=-{
seri ¢Ozlimii arasindaki egdegerliligin agik gGsterimi ise problemlere birakilacaktir. Arnk
dikkatimizi hacim i¢inde yiik dagilimlar: bulunan problemlere ¢evirebiliriz; bu durumda
(45) ‘deki hacim integrali igle karigacaktir.Sinir yiizeyleri iizerinde potansiyelin sifir
oldugu problemleri ele almak yetecektir.Ciinkii gerektiginde Laplace denkleminin bir
¢6zimiinil gizgisel olarak ekleyerek genel durumu elde edebiliriz.

Ornek-1

b yangaph i¢i bos , topraklanmmg bir kiire ve bunun iginde toplam yiikii Q olan a
yangapli esmerkezli bir ylik halkas) problemini ele alalim. Yiik halkas: sekil XXV’de
gorildiiga gibi x-y diizlemine yerlestirilmis olsun , Halkamn yiik yogunlugu ag1 ve
yarigapa gore delta fonksiyonlan yardimiyla

p(7) ==L, 5(+'~a)5(cos8) 8)

2za’
bi¢iminde yazilabilir.Green fonksiyonu iizerinden alinan hacim integralinde eksenel
simetri nedeniyle (44) ‘in sadece m=0’h terimleri arta kalirlar.Ote yandan daha 6nee
yazdigimz Y (6,¢) ifadesi kullanilir ve (44)’de a — 0 yarigap: hatirlanirsa,

®(%) = [p(¥)G@E )d'x’
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X

Sekil-XX-b yarigaplt topraklanmus kiire iginde toplam yiikil Q olan a yarigaph yik halkasi

O(%)= QZP, (cosB)r; [;;;—b—;éﬁ-] P, (cos8) (49)

>

bulunur,bu kez 7, (r>) , I ve a’nin daha kiciik (daha biyiik Jolamdir.
» (2n-1)11 v . .
P,,.(6)=0 ve P, (8)=(-1) Y oldugu kullanilarak (49) ifadesi ,
n!

1 r2n

o(5)=05 1y 0t [r%' ~ e 1 (c0s6) (50)

s 2"n!

biciminde yazlabilir. 5 — co limitinde (49) ya da (50) ifadesi bos uzaydaki bir yiik
halkas: ifadesine indirgenir.

Ornek-2

Yik yoguniuklan igin verecegimiz ikinci 5mek gekil-XXI'de goriilecektir.I¢i bos ,
topraklanmig bir iletken kiire ve bu kiirenin kuzey ile giiney kutuplan arasinda z ekseni
boyunca diizgiin dagilms ve toplam Q olan ¢izgisel yiikii gorelim,Bu yiik dagiliminda
yine delta fonksiyonlarimn yardimiyla hacimsel yiik yogunlugu olarak;

1
2zr’?

p(5c")=—2Q-5 [6(cos€'—1)+é‘(cos€’+1)] (51)

bigiminde yazilabilir, cos§’ ’ye gore yazilmus olan iki delta fonksiyonu , gizgisel yiikiin
x-y diizlemi Gstiindeki ve altindaki yanlanina kary:1 gelir.Paydadaki 227 carpam ise

yik dafilimmnin Q/2b degerli sabit bir ¢izgisel yogunluga sahip olmasin garantiler . Bu
yogunluk ile (35) ‘den sunu elde ederiz.
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~ Sekil-XXI-b yarigaph topraklanmiy iletken bir kiire kabugu iginde , uzunlugu 2b ve toplami Q olan
dilzglin ¢izgisel yik

0(7)= 2570+ AR (0s0) 2| - o &

Burada integral 0<r'<r _® r<r'<b arahklanna aynimalidir.Bu durumda

fay s 1 r y_ 2+l | _r_l
oo g e | - ,,zm]dr—————,(m)[l (b)J )

sonucunu buluruz.Bu sonug I=0 i¢in belirsizdir Hospital kuralim uygulayarak sadece 1=0
i¢in ,{stteki integralin degerini agagidaki gibi elde ederiz

6]

b dl b d b

st g b 202y [__efw]:ln(_) (54
6'. 10 zdl_l >0 dl r

(52)’deki integral 1=0 i¢in dogrudan dogruya olarak da bu sonucu dogrulayabiliriz.
P (-1)=(~1) olgusu kullamlarak (52) potansiyeli su bigime sokulabilir;

q,(f)=g{m(g)+§5%%[l-(g’]g, (cose)} -

1=0i¢in logaritmanin varh , potansiyelin z ekseni boyunca raksayacagini
ammsatir.Bu durum (55) serisinde kendini gosterir ; ¢linkd tam r=b olmadid
slirece , bu seri cos@ =+1 igin gergekten wraksar. Topraklanmus kiirenin iizerindeki
yiizeysel yiik yogunlugu (55) ‘in tiirevi aliarak elde edilebilir.

o(6)= 417[ (:)Lb =~ 5 [ ; (cosO)Z' (56)
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ilk terim kiire fizerinde olusan toplam yiikiin -Q oldugunu gosterir;diger terimlerin kiire
yiizeyi {izerinden alinan integralleri sifir verirler.[18]
IV-2-3-Silindirik koordinatlarda Green fonksiyonu ve

sinir degerleri
VI1-2-3-i-Silindirik koordinatlarda sinir deger problemleri

Silindirik koordinatlarda Laplace denkleminin ¢6zimii® = R(p) 0(¢) Z(z) dir.
Burada ayn ayn garpanlar 6nceki kesimde verilmiglerdir.§imdi Sekil XX1Ide gorillecek
zel simr deger problemini ele alalim.Silindirn yanigap: a ve yiiksekligi L olup,ist ve alt
yiizeyleri z=L ve z=0 ‘da bulunmaktadir.Silindirin yan ve alt yiizeyleri iizerinde
potansiyel sifirdur, dist yiizii ise ® =V (p,¢) gibi bir potansiyele sahiptir.

4

Sekil-XXI

silindir igindeki herhangi bir noktada potansiyeli bulmak istiyoruz.¢ ‘nin tek degerli
olmas: ve z=0’da sifir etmesi i¢in

O(¢)= Asinmg + Bcos mg 5
Z(z)=sinh iz ©7)

olmalidir ; burada v=m bir tamsay: , k ise saptanacak olan bir sabittir.Isinsal ¢arpan

R(p)=CJ,(p)+DN,(kp) (58)
bi¢imindedir.Potansiyel p =0 ‘da sonlu ise D=0 ‘dir.Potansiyelin p = a’da sifir olma
gereksinimi k’y1 sadece agagidaki 6zel degerlere sinirlar.

k=2, n=1,23.. (59)
a .
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Burada x,,,,J,, (*,, )=0"1n kdkleridir.Bu kosullarn tiimini birlestirince ¢6ziimiin
genel bi¢imini
O(prz)= 3 3 7, (ko) sinh (k,, )[4, sin mé + B, cosmg]  (60)

m=0 A=
seklinde buluruz.z=L’de potansiyel ¥ (0,4) olarak verilmistir.Dolay1siyla

V(p.9)= iiJm (k,..p0)sinh(k,,L)| 4,, sin m¢ + B,, cos mp)

m=0 n=l

yazabiliriz.Bu ¢’ ye gore bir Fourier serisi, 8’ ya gore ise bir Fourier Bessel serisidir.
_ 2cosech(k,,L)

" zd’J2, (k,,a)

_ 2cosech(k,,L)
mn za’J.,, (k..a)

]t'd¢i[pde(p,¢)/,,, (K,ap0)sin mg

]id¢].pde (P8, (Km0 )cos mg (61)

olarak bulunur ; sadece seride m=0 igin %Bo,, yazmahy1z , (60) agiliminin 6zel bigimi ,

potansiyelin keyfi p degeri i¢in z=0"da ve keyfi z degeri i¢in 0= a ’da sifir olma
gereksiniminden ortaya ¢ikmigti.Bu agilim farkli smir kosullarinda farkh bigimler
alacaktir.Potansiyelin alt ve {ist ylizeylerde sifira ve yan yiizeyde ¥ ( p, ¢) “ve esit olur.

(60) ‘daki Fourier Bessel serisi p’nun 0< p<a gibi sonlu bir aralifs i¢in uygundur. a!

1 yapilirsa bu seri bir integrale doniisiir ; tipka bir trigonometrik Fourier serisinden bir
Fourier integraline gegildigi gibi ,6rnegin yiik olmayan uzayda potansiyel z >0 i¢in

sonlu ve z! 1 i¢in sifir ise z 20 bdlgesinde ¢6zlimiin genel bicimi
O(p,¢,2)= Y, [dke™J, (kp)sinh(k,,L)[ 4, (k)sinmé + B, (k)cosmp]  (62)
m=0 o

olmalidir.Eger potansiyel tim z=0 diizleminde ¥ (p,4,) olarak verilmisse , katsayilar
agafidaki baginti yardimiyla saptanabilirler;

v{(p.4,) =§;]dum (kp)[ 4, (k)sinmp+ B, (k)cosmg ]

¢’°ye gbre degisim tam bir Fourier serisidir.bu nedenle 4, (k) ve B, (k)
katsayilan ayn ayn su integral bagintilarla belirtilirler;
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1 IV( 4, {sm’”‘;}d¢ jJ (kp){;:g:;}dk' (63)

Birinci tiirden olan bu iinsal integral denklemler , Hankel doniistimlerini
icerdiklerinden , kolaylikla ¢6ziilebilirler.Bu amagla,

[ (k) (k5) =5 (K - ) (64

integral bagitisindan yararlanilabilir.(63) denkleminin her iki yanim pJ,, (kp)
ile arpip p {izerinden integre ettikten sonra (64) ‘G kullanirsak katsayilar1 , z=0

diizleminin tiim alan iizerinden alinan asagidaki integrallerle saptamig oluruz.

B (¥ )} fpdp IV(p,¢ )lm(kp){

sin m¢ (65)
cos mg

Alsildifr gibi (62) serisinde m=0 igin %—Bo (%) kullanmaliyrz.

IV-1-2-ii-Silindirik koordinatlarda Green fonksiyonunun a¢ilimi

Bir noktasal yiikiin olusturdugu potansiyelin silindirik koordinatlardaki agilim ,
Green fonksiyonu agihmlarma bir baska yararh 6rnektir.llk basamaklan yeterince genel
bigimde verecegiz ki , bu y6ntem , silindirik siur yiizeyli potansiyel problemleri igin
Green fonksiyonlarin1 bulmaya kolaylikla uygulanabilsin. Baglama noktas: ,Green
fonksiyonunun sagladigi denklemdir.

r 4” I4 7 !
ViG(x,x)=——;—5(p—p)5(¢—¢ )6 (z-2') (66)
Burada delta fonksiyonu silindirik koordinatlarda ifade edilmistir. ¢ ve z, delta

fonksiyonlan , birim boylu dik fonksiyonlar cinsinden sdyle yazilabilir;

8(z- z)— jdke"‘“""_- jdkcos[k(z )]

— = _!-__ - im(¢—4')
(4-¢)=5- 2. (67)
Green fonksiyonunu da benzer bigimde agabiliriz;
G(x,x") = Z J'dke""(”‘) cos I:k (z-2 )]g (p,p')dk (68)

m=—0 f
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Bunlarin (66) ‘da yerlerine konmast , g, ( P, p') 1sinsal Green fonksiyonu igin bir

denkleme yol agar.
1 d dg ) ( 2 mz) 4‘” y
——| p—=2 |- Kt — |g, =——b(p-p (69)
pdp[ dp o p (p=F)

Budenklem p# p’_igin I, (kp) ve K, (kp) diizeltilmis Bessel fonksiyonlarinin

sagladif
d’R 1dR [

dp* pdp

2
K + l’-z—] R=0 denkleminin ta kendisidir.
p

Simdi y, (kp). I,, ve K, ’nin p < p’'_icin dogru simur kosullanm gergekleyen
bir ¢izgisel kangimi ; w, (kp) ise p> p' i¢in uygun simur kosullarm gergekleyen
bir ¢izgisel bagimsiz karigimu olsun.Green fonksiyonunun p ve p’ ‘ye gore olan
simetrisi

g.(p.P)=w(kp ). (p.) (70)
olmasim gerektirir.(69) ‘daki delta fonksiyonu , egimde

ag

m

g, | 98,

.4 7)
dp|, dp| p

’

gibi bir siireksizlige yol agar ; bunun yardimyla y,p, ¢arpininin boylandirilmas:
saptanir ; burada ] , isareti degerlendirmenin p = p’ ¢ da yapildigim belirtir.(70)’den

is:m_l _dg,

dp ";’;_ =k(Wllllz,_"//x"//z):kW[‘/’n‘//z] {72)

oldugu agtktir ; burada Gis isaretleri argiimana gére tiirevi ifade eder.; W [y, i, ]

ise y, ve ¥, ‘nin Wronskiamdir.(69) denklemi Sturm-Liouville tipi bir denklemdir.

-i—[p(x)g—}+g(x)y=0 (73)

Boyle bir denklemin ¢izgisel bagimsiz iki ¢6ziimiin Wronskianinin ': ! :l ile

p(x)

orantili oldugu bilinmektedir.Bdylece o’ *niin tiim degerleri igin (71)’in saglanma
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Olanag giivence altin alinmus olur.Agikea goriildiigi gibi y,y, ¢arpimum Jylesine

boylandirmaliy1z ki Wronskian
w2 ()] o4
degerine sahip olsun.Hig bir smir yiizeyi yoksa g, {0, 0') niin p =0’da sonlu
ve p!1’da sifir olmast gerekir.Buna gore y, (kp) =4I, (kp) ve v,(kp)=4K, (kp)
olmalidir.A sabiti (74) Wronskianmndan saptanacaktir. Wronskian x’in tiim degerleri igin

1 ile orantili oldugundan onu nerede degerlendirecegimiz dnemli degildir.

X
x
-[ln (§)+ 0.5772...] v=0
r(.‘f_)(_z_) v#(0
2\ x

. 1 1
da biiytik x’ler i¢in I, (x) —> e'|1+0f —
ya da bitytk x’ler igin /, (x) = ——— [ (J]

kiigiik x’ler i¢in X, (x)=

K,(x)> -2-7€—e“" [l + 0(-1-)] asimtotik ifadelerini kullanarak
x x

1
w(I,(x).K,(%)] i (75)
bagmntisini buluruz ; buna gore 4 =4x demektir.Bdylece ——— l L ‘ > nin agilim gu
x—X

hale gelir;

'x lx’ fdke"""”")COS[k(Z Z)][ (kp<)K (kp>) (76)

Bu ifade tiimiiyle gercel fonksiyonlar cinsinden de yazilabilir;

=-—Idkcos[k(z z)]{ I, (kp.)K, (kp>)+Z°°S['"(¢ #)]1. (ke )X, (kp>)}

|’c x|
(77)
Bu agilimdan bir gok yararli matematiksel sonug elde edilebilir. X' — 0 yaparsak

sadece m=0 terimi arta kalir ve su integral gosterim elde edilmig olur ;
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|
/p2+22

(78) ‘de p* yerine R* = p* + p”* —2pp’cos(p—¢') yazarsak, sol taraf z’=0"ly

=2 [coskeK, (kp)dk (78)
T 0

jx-x'j! ters uzakhig haline gelir ; bu ise z"=0 ‘li (77) ‘nin ta kendisidir.Bundan
sonra (77) ve (78) ‘in sag yanlan karsilagtirihirsa (ki bunlar z’nin her degeri i¢in gegerli
olmalidir.)su bagmt1 bulunur;

ky (k\/p’ +0"=2pp'cos($-¢') )= I (kp.) K, (kp, )+ 2 cos[ m(¢~¢) L (ke ) K., (kp.)
m=l

%)

Bu son bagintida £ — 0 limitini alabiliriz;bdylece (iki boyutlu) kutupsal
koordinatlarda Green fonksiyonu i¢in bir agilim elde ederiz.

1 1) &1(p.Y ,
In| ——— : =m(—)+2—[—) cos[m(g—¢')] (80)
\/ p +p" -2pp'cos (¢ -¢') P, ) wm\ p,

Poisson denkleminin iki boyutlu Green fonksiyonu , (76) ‘ya yol acan

basamaklardan gege gece sistemli bir bigimde kurularak (80) g6sterimi dogrulanabilir.
IV-2-KUANTUM MEKANIGINDE GREEN

FONKSIYONU
Baslangi¢ olarak L(7 ) lineer zamandan bagimsiz diferansiyel operatdr ve

diferansiyel denklemi g6z 6niine alalim.
i Og ~
——=L =0
c ot (r) ¢

Green fonksiyonu saglanmali ,

[f.gt_-lz(;)]c;(;,?,f,f)=a(;-?)a(t-f)

bu denkiem ile 7,7 alamnin ylizeyinde homojen simr kogullarinin uygulanabilir oldugu
goriiliir. Eger ¢ pozitif ve reel ise Schrodinger denklemidir.Eger ¢ imajiner bir say: ise bu
bir diflizyon denklemidir.

Bu giristen sonra Isima ve Sagilma problemlerine gegebiliriz.[1]

IV-2-i-Isima Problemi y (r,¢) dalga fonksiyonu homojen olmayan dalga

deoklemini saglar.
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(CZVZ —%;)t//(r,t) =c'6(r.t) (81)
Bu denklemde y/(r,r) dalga fonksiyonu &(r,t) kaynak fonksiyonudur.Bu

konuda kaynaktan digar1 dogru yayilma sdz konsudur.Kaynak ¢ok kii¢iikse noktasal
kaynaktir. Ama ok bilyitkse farkh fazlarda gelen 15inlarn girigimi s6z konusudur.

= -[(Lr_—c'—)g(w) (82)

r —> oo giderse bu ifade sifir olur.Denklemimiz giden dalga igin
yazilmigtir.Gelen dalga igin;

Ef(r+ct) 2(6.9) (63)

Isima gartina bakalim

lim, (Q“_’_ _I_QZ) 0 (84)
or c ot

Dalga denklemi (82)ve (83) sart: ile ¢dziilmelidir ki,bu sartlarda ¢6ziim olduk¢a
zordur Bunun yerine modifiye olmus dalga denklemine gegelim

[csz—(£+q)2)y/(r,t)=czS(r,t) (85)

ot

_mr 14
ry ={e ¢ fi(r-ct)+ec f, (r+ct)}g(9,¢)
yazabiliriz.
n  pozitif bir bilyiklik ,Green fonksiyonu ile ¢5ziime bakalim. S(r,) kaynag
belli bir w frekansi ile 1g1ma yapar.
S(r.t)=Re[S(F)le™ (86)

Kaynagin harmonik zaman baghilif belirgin w ile 151k yayar.Fonksiyonun
kendisi de harmonik zaman baZimhilifina sahiptir.

w(r. )=y (F)e™ (87)
Bu ifadeyi (85)’de yerine yazarsak
(29" ~(=iw+n)’ Ju (F) = S (7) (88)

Kaynak fonksiyonunun zamandan bagimsiz kismini olusturuyor.
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